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PREDGOVOR

Savezna takmitenja iz matematike uenika srednjih skola odriavaju se ve
punih 30 godina - prvo je odriano u Beogradu 1960. godine. Ona su najvisi
stupanj takmicenja mladih matematitara Jugoslavije i kao takva najbolja smotra
njihovih moguénosti. Zadaci sa tih takmigenja dobar su pokazatelj razvoja sred-
njoskolske matematike u proteklom periodu i vaZan orijentir buduéim takmi¢arima
u njihovim pripremama. Ti zadaci su dosad sa ili bez resenja, objavljivani u
raznim publikacijama ali, koliko je nama poznato, nigde u potpunosti i sa kom-
pletnim resenjima. ObeleZavajuci tridesetogodianjicu Prvog saveznog takmicenja,
Drustvo matematiara SR Srbije ovom zbirkom popunjava tu prazninu. U zbirci
su delimiéno koriséeni materijali Sesnaeste sveske ove serije u kojoj se nalaze zadaci
sa takmicenja od 1970. do 1983. godine.

Od 1963. godine Jugoslavija redovno uéestvuje na Medunarodnim matema-
tickim olimpijadama. Na njima je predstavljena ekipom koja broji izmedu &etiri i
osam ¢lanova i koja se odreduje na osnovu rezultata Saveznog takmiéenja, a u nekim
godinama i na osnovu dodatnog kvalifikacionog takmiéenja. To takmitenje, popu-
larno nazvano ,mala olimpijada“, odrzavano je na razne natine - nekad neposredno
posle Saveznog takmicenja, tada je bilo jednodnevno, a nekad i za vreme posebno
organizovanih priprema kandidata za olimpijsku ekipu, koje je trajalo dva ili vise
dana. Zadaci sa tih takmi¢enja su dosad retko objavljivani (jo§ manje sa redenjima),
pa smo smatrali da i te zadatke treba ukljutiti u ovu zbirku. NaZalost, nismo us-
peli da dodemo do svih zadataka — nedostaju oni iz godina 1964-1966. i 1971. U
ostalim godinama koje nisu zastupljene u ovoj zbirci male olimpijade nisu odrane.

Zahvaljujemo se recenzentu dr Aleksandru Vuéiéu, koji je pailjivo proéitao
rukopis i dao niz korisnih primedbi i sugestija. Takode se zahvaljujemo Matematié-
kom fakultetu koji nam je stavio na raspolaganje kompjutersku opremu za tehnicku
pripremu zbirke.

U Beogradu, januara 1990. Autori






PRVO SAVEZNO TAKMICENJE
BEOGRAD, 1960.

3. RAZRED

1. Osnova kvadra visine 5 je pravougaonik obima 4.

a) Kolike treba da budu osnovne ivice, da bi kvadar imao maksimalnu za-
preminu?

b) Izraziti zapreminu kvadra u funkeiji jedne osnovne ivice. Koji je domen
te funkcije?

¢) Nacrtati grafik pomenute funkcije.

Neka je data jedna osnovna ivica @ = 2 i visina h = 5 kvadra. Kako tada zavisi
zapremina od obima osnove? Koje su dopustene vrednosti za taj obim? Prikazati
odgovarajuéu funkciju graficki.

2. Kolika je ivica kocke, koja je upisana u pravilnu trostranu piramidu s
osnovnom ivicom @ i visinom v, tako da Zetiri temena pripadaju bazi, a ostala
&etiri boénim stranama piramide?

3. Odrediti sve vrednosti z, za koje vaZi
log, j5(z* — 4z +3) > -3.

4. Dat je krug (c) sa centrom O i polupretnikom R. Tatka O; koja se nalazi
na periferiji datog kruga, centar je drugog kruga sa polupretnikom r = R/2.

Akosu A i B preseéne tacke ova dva kruga, izrafunati priblifnu vrednost ugla
AOB (u radijanima), a zatim zapreminu preseka lopti koje se dobijaju rotacijom
ova dva kruga oko prave 0O;.

5. Dokazati identitet

(1 —cosb-cosc)® —2(1 — cosb-cosc) — sin? bsin? ¢ + sin’ b+ sin? ¢ = 0.

4. RAZRED

1. Dokazati da je proizvod tri uzastopna prirodna broja deljivsa 7-8-9, ako
je srednji broj kub prirodnog broja.

2. Dat je krug (O, r), jedan njegov preénik AB i jedna tatka M na krugu.
Neka je Q projekcija tacke M na AB, N srediste duzi MQ i D druga tatka preseka
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prave AN i datog kruga. Odrediti jednaéinu geometrijskog mesta preseka P pravih
BD i QM, kad se tacka M kreée po krugu (O, r).

3. Razlika reciproénih vrednosti dva uzastopna cela broja jednaka je 0,0aa...,
gdea € {1,2,...,9}. Za koje vrednosti a zadatak ima resenja i koliko?

4. Kroz proizvoljnu tacku unutar datog trougla prolaze tri prave koje su
paralelne stranicama trougla. Ove prave dele povrs trougla na 6 delova od kojih su
tri trougla s povréinama s,, 53, 53. Kolika je povriina datog trougla?

5. Data je familija krivih
y=(m- l)z’+2m:+4.

a) Dokazati da sve date krive sadrie dve fiksirane tacke A i B. Odrediti te
tacke.

b) Odrediti krivu date familije koja dodiruje osu Oz, a zatim odrediti onu
krivu &ije je teme tatka B (B je ona od zajedniékih tacaka datih krivih, koja ne
pripada osi Oz).

DRUGO SAVEZNO TAKMICENJE
BeoGraD, 1961.

3. RAZRED

1. Ako su z; i z; resenja jednacine z? + kz + 1 = 0, naéi one vrednosti k, za
koje vaZi nejednakost

2. Odrediti najveéu vrednost izraza
4 2 8
log; z + 12log; z - log, (;) ;

ako promenljiva z varira u intervalu [1,64].

3. Prav valjak i kupa imaju zajednitku osnovu, a vrh kupe nalazi se u sredistu
druge osnove valjka. Odrediti ugao izmedu izvodnice kupe i ose valjka, ako je odnos
povréina valjka 1 kupe 7 : 4.

4. Stranice trougla ABC su a, b i ¢, pri éemu je a < b < ¢. Nad njima su
konstruisani sliéni pravougaonici, tako da je povriina pravougaonika nad stranicom
¢ veca od zbira povriina ostala dva pravougaonika za povriinu kvadrata Zija je
stranica jednaka m. Nadi visine tih pravougaonika.

4. RAZRED
1. Dat je opéti Elan niza a, = (¢? + n — 2)/2, gde je ¢ prirodan broj.
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a) Odrediti abir S, prvih n Hanova niea
b) Dokasati da je brojilac zhira S, deljiv sa 25, ako je ¢ = 10k + 1, gde je k
prirodan broj.
2. Dokazsti da jo zbir kvadrata rastojanja prowzvoljoe tatke kruga od svib
temena jednakostranitnog trougla upisanog u taj krug konstantnas velidina.
3. Odrediti parametar A, tako da je rastojanje sredifta krugs

P4z -4—-17=0

od prave 2 — (A + 2)y = A = 4 = 0 jednako 5/v2.

Tangente koje dodiruju krug u presetnim tafkama sa datom pravom i sama
prava obrazuju trougao. Odrediti povriinu preseks kruga opisanog oko tog trougla
| dalog kruge. (Zn X nzeli colobrojno relenje.)

4. Nokagati da pogitivni realni brojevi @, b i ¢ maga biti dufine stranics
trougla, ako i samo ako nejednakost a’p + blg > Fpy vaii za sve parove realnib
brojeva p i ¢, &ji je sbir jednak 1.

TRECE SAVEZNO TAKMICENJE
BeocnaD, 1962,

3. RAZRED
1. Data je funkeija f(x) = az?4be+e (2> 0). Dokagzati da za ave vrednosti

ry iy vadi
f{:;-;z;) < !(:;J;f{:ﬂ+

2. Date su lopte polupreénika R i r (£ > r). Rastojanje izmedo centara tih
lapti jedpako je ¢, pri tamu je R~r < ¢ < R+ r. lzraziti zapreminn kupe koja jo
opi=ana oko tih lopti kao funkeiju 8, d = R~r i c. Dokazati da je oduos sapremina
te kupe i veir lopte veéi ili jednak 2. leraéunati povriinu one kupe za koju je taj
oxdnos jednak 2.

3. Kvadrat ABCD stranice a gamtiran je za 15° oko temena A, tako da se
teme I, dobijenog kvadrata A, B, C1 0, nalazi snutar datog kvadrata. Neka jo M
presek pravih 1Dy 1 BC. Kalika je povréma kvadrata sa siranicom AM?

4. Data je funkeija f{z) = Acosz+ Bsinz (A1 B an koustante). Ako postoje
realui brojevi xy i xa takvi da raglika z; — 1 nije coco umnofak broja x i da je
fird) = f(z2) =0, dokazati da za svaki reslan broj z vadi fiz)=0.

4. RAZRED

1. Dat je miz logz, log/z, Jog ¢7, ... Nadi abir S{x) log niza i nacriati
grafik funkeje S{z), z > 0.
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2. Date su funkeije y; = sin® 2 + cos? 2 1 gy = 5in® r + cos® 2. Dokaszati da ove
funkcyje imaju cenovni period /2 i da je Iyy — 20 = 1. Za koje vrednosti = prva
funkeija ima g2 1/16 vefu vrednest od druge?

3. Date su stranice & = BC i b = CA trougla ABC. laraéunati dufinu trede
stranice, ako je ona jodnaks dufini odgovarajude visine. Za koje vrednosti a i b
gadatak ima resenja?

4. U ravni a data je prave p i tatka P, koja ne pripada pravoi p. Oddredili
grometrijsko mesto talaka M u ravoi a, =a koje vadi MP/MN = ¢, gde je N
pednotje normale i tacke P na pravu p, a ¢ je dati poxitivan broj.

CETVRTO SAVEZNO TAKMICENJE

BEoGnAD, 1963.
3. RazreD
1. Dokasati da 3a svako realno refenje 2 jeduatine =7+ pr 4 g=0(pigen
renlni brojovi) vaii ,
o g

gde je A proiavelian pogitivan broj,
2. R&iti nejednading
7o 2a = Ba*
z—a z+a 22-a*

gde j« a realan parametar.
3. Neln su a, b, ¢ stranice trougla | a, #, ¥ njegovi uglovi. Dokazati da za
cdkre uglove z,y, 2, koji su odredeni jeduakostima

MI-L cosy = b Eim = -
T b+e' B e T a+b
vaie sledete jednakosli
o v i
t:’-,—+tz’§+u’§-l.
oo e d Y
t‘ﬂﬂ“:"‘s!"l;zi‘?‘ﬂz

4. Osnova piramide je paralelogram. Kroz jednu iview te sanove i srednju
liniju boZne atrane paspraim le ivice postavljena je ravan. U kom odnosu ta ravan
deli zapreminn piramide?
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4. RAZRED

1. Iz kvadrata stranice 2a iseéena su 4 jednakokraka trougla, Eije su osnovice
stranice datog kvadrata i &ije su visine jednake z. Preostali deo kvadrata predstav-
lja mrezu pravilne Zetvorostrane piramide.

a) Izraziti zapreminu V' te piramide kao funkciju parametra z.
b) Odrediti z tako da zapremina V bude maksimalna.
¢) Skicirati grafik funkcije V(z).

2. Dokazati da u jednakokrakom trouglu sa osnovicom ¢, krakom a i sime-

tralom d ugla na osnovici vaii jednakost

_ a(2a +c)
F=c (a+¢)?’

3. Neka je AB preénik kruga K polupreénika R koji pripada ravni a i neka je
S tacka koja pripada normali na ravan o« u taki B. Kroz tatku S postavljena je
ravan g, koja je normalna na ravan ABS i koja s ravni « gradi ugao /3.
a) Odrediti graniéne vrednosti za z = BS tako da ravan [ sete krug K u
dvema tatkama C i D.
b) Dokazati da su uglovi SCA i SDA pravi.
¢) Nadi zbir y kvadrata ivica tetraedra SDAC u funkcijiod z i E.
d) Odrediti geometrijsko mesto ekstremuma funkcije y(z) kada R varira.
4. Odsetak proizvoljne tangente parabole y? = 2pz, ogranien dvema fik-
siranim tangentama parabole, ortogonalno se projektuje na direktrisu parabole.
Dokazati da je dufina te projekcije konstantna.

PETO SAVEZNO TAKMICENJE
! BEOGRAD, 1964.

3. RAZRED

1. Odrediti skup taaka (a,b) u Dekartovom pravouglom koordinatnom sis-
temu Oab, tako da su sva resenja jednacine z% — 2(a — b)z” + 2(4 — ab) = 0 realna.

2. Ako je r polupreénik upisanog kruga trougla povrsine p i 84, 85, 8y dugine
simetrala unutrasnjih uglova tog trougla, dokazati da je rsqaspsy < p? i da jednakost
vaZi ako i samo ako je dati trougao jednakostranican.

3. Jednakokraki trougao sa uglom a na osnovici je osnova jedne piramide, Eije
sve boéne ivice grade sa osnovom jednake uglove ¢ = 90° — a. Ravan koja prolazi
kroz visinu piramide i vrh jednakokrakog trougla u osnovi se¢e piramidu po figuri
&ija je povrdina p. Izrafunati zapreminu piramide. g

4. Jednakostraniéni trougao ABC ortogonalno se projektuje na proizvoljnu
osu. Odrediti ugao jednog od vektora AB, BC, CA prema osi, tako da zbir treih
stepena projekcija tih vektora bude jednak nuli.
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4. RazreED
1. Data je funkcija y = ze=2*", gde je a pozitivna konstanta.
a) Ispitati tok ove funkcije za proizvoljno a i nacrtati grafik za o = 2.
b) Ekstremne tacke date funkcije menjaju sa a svoj polozaj u zy-ravni.
Odrediti krivu y = f(z) kojoj pripadaju sve te ekstremne taéke.
¢) Naci povriinu P(b) dela ravni ograni¢enog lukom dela grafika date funkci-
je, z-osom i pravom z = b (b > 0). Kolika je graniéna vrednost povriine P(b) kada
b — 4007
2. Tri lopte dodiruju jednu ravan u tatkama A, B, C, pri t¢emu je AB = c,
BC = a,CA = b. Odrediti polupreénike ovih lopti, ako se zna da se one medusobno
dodiruju.
3. Mogu li brojevi 2, /6, 4% biti €lanovi jednog istog aritmeti¢kog ili jednog
istog geometrijskog niza?
4. Dokazati da je nejednakost b%c? + c2a? +a%h? > L(a*+ b4+ %), gde su a, b, ¢
pozitivni brojevi, potreban i dovoljan uslov da su a,b,c duzine stranica trougla.
5. Date su dve paralelne prave a; i a; i m tataka na a; i n taiaka na a,.
Svaka od m taaka prave a; spojena je sa svakom od n tacaka prave a;. Ako se
ni u jednoj tacki izmedu pravih a, i a2 ne seku vise od dva od dobijenih odsecaka,
odrediti koliki je broj tih preseénih tacaka.

SESTO SAVEZNO TAKMICENJE
BeoGraD, 1965.

3. RAzrRED
1. Resiti jednadinu

22— (m? 4+ 3)22 + (m* 4+ 3)z+m' - 1=0

po nepoznatoj z rastavljajuci polinom P(m) na levoj strani te jednaéine na faktore.
2. Izracunati ivice kvadra, ako je poznat njihov zbir s i njegova dijagonala d,
a jedna od ivica je geometrijska sredina druge dve.
3. Nadi sva realna resenja z (0 < z < 27) nejednaéine:

sin z + sin 3z + sin 5z
co8 Z + cos 3z + cos 5z

4. U paralelepipedu &ije su strane podudarni rombovi sa uglom od 60° data
Je najveca dijagonala d. Odrediti ivice i dijagonale tela.
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4. RAZRED

1. Naéi zbir svih brojeva u tablici
1 2 3 k
2 3 4 oo k41
3 4 5 e k42
E okE+1 k+2 ... 2k-1

2. Data je funkcija y = z3 + pz + q.
a) Ako je M lokalni maksimum, a m lokalni minimum date funkcije, dokazati
da je

4
Mm=q2+ﬁ ;

b) Odrediti p i g, tako da je M —m = 4 i da je —2 nula funkcije. Ispitati
tok dobijene funkcije.

3. Dat je konveksan petougao A; A3A3A4As i tatke By, Bz, Bs, By, Bs, tako
da svaka stranica petougla sadrii tafno jednu od tih tataka. Konstruisane su sve
prave odredene temenima petougla i tatkama B,, B, Bs, By, Bs. Ako se zna da
se (ne ratunajuéi tatke A; i B;) nikoje tri od tih pravih ne seku u jednoj tacki i
nikoje dve nisu paralelne, odrediti broj svih taéaka u kojima se seku po dve od tih
pravih.

4. Na ivicama triedra, &iji je vrh S i kod koga su svi iviéni uglovi jednaki, date
su duii SA = SB = SC = l. Odrediti ivi¢ni ugao, tako da zapremina tetraedra
SABC bude maksimalna.

SEDMO SAVEZNO TAKMICENJE
BeEOGRAD, 1966. g

3. RAZRED

1. Nadi Zetvorocifren broj koji je kvadrat prirodnog broja i kod koga su prve
dve cifre jednake i poslednje dve cifre jednake.

2. Dokazati da se zapremine tetraedara koji imaju jedan triedar zajednicki
odnose kao proizvodi njihovih ivica koje polaze iz vrha zajednitkog triedra.

3. Odrediti sve vrednosti z iz intervala [0,2x] za koje vaii nejednakost
2(cos? z — V3sin? z) > (V3 — 1)sin? 2z.
4. Rediti sistem jednaéina
z4+y+z=1, az+by+ecr=d, a’z +BPy+lr=d2,

gde su a, b, c realni parametri za koje vagi a £ b, b# ¢, c £ a.
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5. Krugovi K’ i K" dodiruju se spolja, a njihova zajedniéka spoljna tangenta
dodiruje ih u tatkama A, i A;. Neka su C, i C; redom centri krugova K’ i K" i
neka je E presek zajednigke spoljasne i zajednicke unutrasnje tangente tih krugova.

a) Dokazati da je trougao C, EC, pravougli.

b) Ako se krugovi K’ i K" i dui A; A rotiraju oko prave CyCs, onda duz
A Az opisuje omota& zarybljene kupe, a krugovi K’ i K" opisuju sfere. Izracunati
povréinu M omotaZa zarubljene kupe.

c) Ako su polupreénici r; i ro dobijenih sfera promenljivi, a njihov zbir
r; + rz = a konstantan, izratunati maksimalnu moguénu vrednost povréine M.

4, RAZRED

1. Akosu zy, r4, z3 redenja jednaéine z3 — 1 = 0, dokazati da za svaki prirodan
broj n vazi jednakost

27 + 23 + 23 = 2723 + 2323 + 2527,

2. Date su po 3 crne kuglice numerisane brojevima 1 i 2 i po 6 belih kuglica
numerisanih brojevima 1, 2 i 3. Na koliko naéina se mogu poredati u niz 9 kuglica,
tako da medu njima ima 3 crne i 6 belih kuglica?

3. Dokazati da razlomak ——— as
M4n

4. Neka je z; proizvoljan realan broj, a = takav realan broj da vadi |z — 2| <
1/100.

+1 ; g ; :
, Ede je n prirodan broj, ne moZe da se skrati.

a) Dokazati da razlika vrednosti funkcije sinz u tatkama z i z; nije veca
od 1/100.

b) Da li se za funkeiju sin? z moze odrediti interval A = (zy — §,z; + é),
tako da je

1
]sin’:—sin’z;lsm, zasve €A,

gde je § konagan pozitivan broj koji ne zavisi od z,7

OSMO SAVEZNO TAKMICENJE
BEOGRAD, 1967.

2. RAZRED

1. Dat je trinom (k + 1)z? — 2kz + k — 1, gde je k realan parametar.
a) Odrediti geometrijsko mesto temena svih parabola datih jednaéinom
y=(k+1)z? = 2kz+ k- 1.
b) Da li sve te parabole imaju zajedni¢kih tafaka?
¢) Dokazati da je samo jedno resenje jednacine

(1) (k+1)z*—2%kz+k-1=0



1967 ZADACI 13

promenljivo i predstaviti to na grafiku.
d) Odrediti za koji prirodan broj k je promenljivo resenje jednagine (1)
periodiéan decimalan broj sa jednom cifrom u periodu.
( a Dat je trinom 9n? + 3n — 2, gde je n ceo broj.
" a) Dokazati da ni za jedno n ovaj trinom nije deljiv sa 9.
b) Dokazati da postoji beskonaZno mnogo celih brojeva n za koje je dati
trinom deljiv sa 4.

3. Dat je kvadrat Q stranice a u koji je upisan kvadrat Qy, tako da mmu
temena pripadaju stranicama kvadrata Q. U kvadrat Q; i u sva &etiri dobijena
trougla upisani su krugovi. Odrediti poloiaj temena upisanog kvadrata Q;, tako
da zbir povréina svih pet upisanih krugova bude minimalan.

4. Data je neprovidna sfera i ravan a koja sa sferom nema zajedniZkih taaka.
U tatki M ravni o nalazi se svetlosni izvor koji osvetljava sferu. Dokazati da ravan
koja odvaja osvetljeni od neosvetljenog dela sfere, prolazi kroz fiksiranu tatku P,
koja ne zavisi od poloZaja tatke M.

3. RazrED
1. Rediti jednainu
Ve +1-2V/i-z+VoV/z+2=VB1-4s.
2. Unutar datog ugla sa temenom O nalasi se krug (koji nema zajedni€kih
tacaka sa kracima tog ugla). Odrediti na krugu tatke M i N, tako da je zbir
rastojanja tatke M od krakova ugla najveci mogucan, a zbir rastojanja tatke N od

krakova ugla najmanji moguéan.
3. Rediti nejednadinu

(1+ V3)sin2z + 2cos’ z > 2(1 + V3cos® 7).

4. Nekasu ABCD i A, B,C, D, dva paralelograma koji pripadaju neparalelnim
ravnima. Obelefimo sa M, N, P,Q redom taéke koje dele duii AA,, BB, CC,,
DD u istom odnosu.

a) Dokazati da je M N PQ paralelogram.
b) Odrediti geometrijsko mesto srediita svih paralelograma M N PQ, koji
se dobijaju kada tatka M prolazi dui AA,.

4. RAZRED

1. a) Naéi skup taaka u kojima funkcija iz familije odredene formulom f(z) =
423[p? — 3z + p, gde je p # 0, dostiZu lokalni maksimum i skup taiaka u kojima
funkcije iz te familije dostifu lokalni minimum. Nacrtati grafik funkcije koja se
dobija za p = 1 i odrediti tatke preseka tog grafika sa z—osom.

b) Prikazati cos 3¢ kao funkciju od cos? i smenom z = cost naéi nule funkcije
f(z) = 42 - 3z + V2/2.
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2. Stranica BC trougla ABC podeljena je tatkama My = B, My, M3, ...,
M,_1, M, = C na n delova i iz ovih taaka su do stranica AB i AC konstruisane
dugi paralelne stranicama AC, odnosno AB.

a) Na koliko se rasli¢itih naina iz tatke A mode stiéi po dobijenoj mrefi
do tagke M (k = 0,1,2,...,n), ako je kretanje dozvoljeno u smeru vektora AB i
smeru vektora AC?

b) Koliko ima gore opisanih puteva koji vode od tatke A do svih tataka
My, My, ..., M7

¢) Ako su tatke M; (k =0,1,2,...,n) ekvidistantne, izraiunati zbir dugina
svih putanja AM;.

3. Ako je n prirodan broj, a realan broj 2"z nije ceo umnozak broja x, dokazati
da je

Lt T AT
sin2x sindz sin 2"z
4. Isti kao 4. zadatak za 3. razred

=ctgz —ctg2"z.

MALA OLIMPIJADA 1967.

1. Resiti jednaéinu log(az + 8) = 2log(z + 1), gde su « i B realni parametri.

2. Ako su a,b, ¢ stranice trougla i a, 8,y odgovarajuéi uglovi (izraZeni u radi-
janima) dokazati da je

T o +b8 +cy X
3 a+b+c 2’

3. Ako su P i R taéke u kojima naspramne stranice AB i CD prostornog
tetvorougla ABC D seku proizvoljnu ravan x; paralelnu drugim dvema stranicama,
a Q i S take u kojima stranice BC i AD tog Zetvorougla seku proizvoljnu ravan
7 paralelnu sa drugim dvema stranicama, dokazati da tacke P, @, R, S pripadaju
jednoj ravni.

4. U prostoru su date tatke A, B,C, D, E takve da vaéi

AB=BC=CD=DE=FEA, [ABC=/{(BCD=/(CDE =/{(DEA=/.EAB.

Dokazati da tacke A, B,C,D, E pripndnju jednoj ravni.

5.) Dokazati da su sistermni uslova

—" (A) ¢#0, Va+b=Va+c+bh+e,

(B) a>0, >0, 1l/a+1/b+1/c=0,
ekvivalentni.
6. Na stranicama BC,CA, AB trougla ABC date su redom tactke M,N, P
razlizite od temena. Dokazati da krugovi opisani oko trouglova ANP, BPM,CMN
_imaju zajedni¢ku tacku.
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7. Odrediti trougao minimalnog obima kod koga su duzine straniea celi brojevi,
a jedna tefisna dui je podudarna odgovarajucoj stranici.
8. Akojeay >0zak=1,2,...,niS, =a; +az+ -+ an, dokazati da je

1
(14+a)(14+a3) - (14a,) < 1+S.,+§—!S,’,+---+$S:.

9. Dati su brojevi z;,23,...,2, od kojih je svaki jednak 1 ili =1 i takvi da je
z1z2 + 2223+ -+ + 2421 = 0. Dokazati da je broj n deljiv sa 4.
10. U ravni je dato milion pravih tako da vaii:
a) Nikoje dve od datih pravih nisu paralelne;
b) Presek proizvoljne dve od datih pravih pripada bar jo§ jednoj od tih
pravih.
Dokazati da se sve prave seku u jednoj tagki.
11. U ravni je dato n talaka, tako da medu proizvoljnih pet od tih tacaka
postoje &etiri koje pripadaju jednom krugu. Ako je n > 7, dokazati da bar n — 1
od datih tacaka pripadaju jednom krugu. Da li tvrdenje vaii ako je n < 77

DEVETO SAVEZNO TAKMICENJE
BEOGRAD, 1968.

2. RAZRED
+1. Naéi celobrojna resenja jednaéine

et

2. U ravni su date Zetiri tatke A, B, C, D. Konstruisati krug u toj ravni
koji prolazi kroz tatke A i B, tako da su tangentne duzi tangenata konstruisanih
iz tacaka C i D jednake.

3. Sfera sadrii sredita boénih ivica trostrane piramide i dodiruje svaku os-
novnu ivicu u njenom sredistu.

a) Dokazati da je ta piramida pravilna.
b) Izraunati polupreénik te sfere, ako su osnovne ivice i visina boéne strane
piramide jednake datoj duii a.
4. Odrediti sve realne brojeve a, za koje nijedan broj z za koji va#i

az’+ (1-a%)z-a >0,

nije po apsolutnoj vrednosti veci od 2.
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3. RAZRED
1. Rediti sistem jednatina
z log,z

= S ey

2. Odrediti u ravni zOy skup tataka (z,y) za &ije koordinate vadi 0 < z < 27

%(ﬁﬂinz-ﬁ—du)gys 1+%(\/1+sin42+\/f—nin4z).

3. Kraci pravog ugla sa fiksiranim temenom u koordinatnom poZetku seku
parabolu y® = 2z u tatkama X i Y.
a) Naéi geometrijsko mesto moguénih sredista dudi XY.
b) Dokazati da sve prave XY imaju jednu zajedni¢ku tagku.
[ 4. i najpre identitet

(4342 = 3l =9 + (4= 2 + (s = )]+ Hey + y2 + 22),

a zatim:

a) Ako sbir z+y+z ima konstantnu vrednost s, odrediti pri kojim uslovima
izraz zy + yz + zz ima maksimalnu vrednost.

b) Na osnovu dobijenog rezultata resiti sledeéi problem: Poznato je da je
vrednost dijamanta proporcionalna kvadratu njegove tezine. Ako se jedan dijamant
podeli na tri dela, &ije su tefine z, y, z, dokazati da je ukupna vrednost uvek manja
od vrednosti celog dijamanta i da je ona najmanja kada se dijamant podeli na tri
dela jednake tegine.

4. RAZRED

1. Neka su p i g prosti brojevi, broj ¢ — 1 deljiv sa p, a broj p— 1 deljiv sa g.
Dokazati dajep=1+ g+ ¢°.

2. U razredu ima 25 uéenika. Dokazati da se od njih ne moie formirati vise
od 30 kodarkaskih ekipa sa po 5 igrata u svakoj, ako ma koje dve od njih nemaju
vife od jednog igraéa koji je &lan obe ekipe.

3. U pravougiom trouglu ABC, sa pravim uglom kod temena B, dati su ugao
o kod temena A i hipotenuzina visina BA; = h;. Iz taike A, konstruisana je
normala A, B; na BC, iz tatke By normala B;A; na AC, iz taéke A; normala
A3 B; na BC itd. Zatim je u svaki od trouglova ABA,, BA,; B,, A, B, A3, By A2B,
itd. upisan krug.

a) Izracunati zbir povriina svih tih krugova.
b) Odrediti ugao a, tako da taj zbir bude maksimalan.

4. Isti kao 4. sadatak za 3. razred.
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MALA OLIMPILJADA 1968.

1. U ravni je dato 6 tataka i svake dve od njih spojene su odsetkom. Dokazati
da odnos duine d najduieg odseika prema duzini § najkrateg od njih nije manji
od V3.

2. Da bi prirodan broj n > 3 bio prost neophodno je i dovoljno da postoji
prirodan broj a, takav da je n! = n(n — 1)(an + 1). Dokazati.

3. Svaka od stranica BC,CA, AB trougla ABC podeljena je na tri jednaka
odsecka i nad srednjim odsetkom svake stranice konstruisan je van trougla ABC jed-
nakostrani¢an trougao. Temena ovih trouglova koja ne pripadaju stranicama datog
trougla oznagena su redom sa A’, B’, C'. Neka su A" B" C" tatke simetri¢ne sa
tackama A’, B’, C' redom u odnosu na stranice BC, CA, AB. Dokazati:

a) Trouglovi A’B'C' i A” B”C" su jednakostranicni.
b) Trouglovi ABC, A'B'C" i A”B"C" imaju zajednitko tediste.

4. Ako polinom stepena n uzima celobrojne vrednosti za vrednosti k, £+ 1,
..., k + n promenljive z, gde je k ceo broj, onda taj polinom usima celobrojnu
vrednost za svaki ceo broj z. Dokazati.

5. Neka je n prirodan broj veéi od 1, a z realan broj.

a) Izrafunati S(z,n) = Y (z + p)(z + ¢), gde se sabiranje vréi po svim
razlititim brojevima p i g iz skupa {1,2,...,n}.
b) Da li postoje celi brojevi z, 2a koje vaZi S(z,n) = 0.

6. Da bi se centar S sfere opisane oko tetraedra poklapao sa centrom S' sfere
upisane u tetraedar, neophodno je i dovoljno da mimoilazne ivice tetraedra budu
jednake. Dokazati.

DESETO SAVEZNO TAKMICENJE
BEOGRAD, 1969.

2. RAZRED
1. Koja relacija nezavisna od m postoji medu redenjima jednacine -

(2% - 6z + 5) + m(z® - 5z +6) =07

2.) Dokazati da je za svaki prirodan broj n bar jedan od brojeva 33" + 2 i
330 23" deljiv sa 35.

3. Data su dva kruga sa centrima O i O, i polupreZnicima R i R/2. Krugovi
se dodiruju iznutra u taéki T. Konstruisati krug koji dodiruje oba data kruga i
prave 00;.

4. U trostranoj piramidi svi uglovi boénih strana pri vrhu piramide su pravi.
Dokazati da vrh piramide, teziste osnove i centar sfere opisane oko piramide pri-
padaju istoj pravoj.
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3. RAzZRED
1. Trostrana piramida OABC ima boZne ivice OA =a, OB =b,0C =¢, a
uglovi AOB, BOC i COA su pravi. Ako su a, B, v uglovi kod temena A, B, C
osnove ABC, dokazati da je
2

ctga:ctgf:ctgy=a’:b?: %
2. Nafi sva realna refenja sistema jednadina

i+ za+ -tz =1,
rf+z§+ ---+z: =1,
_ ZT+z3+-+za =1

3. Data je pravilna fetvorostrana prizma sa osnovnom ivicom 2a i visinom
a(1 + V/3). Jedna sfera sadrii sva &etiri temena donje osnove i dodiruje gornju
osnovu. Israfunaj onaj deo povrsine prizme koji je unutar sfere.

4. Neki kratkovidi mudrac koji vidi predmete samo na rastojanju manjem
od 1 m, sklopio je ovakvu opkladu: Ako se bilo gde na rastojanju d od njega
postavi neki predmet, onda ée on (pod uslovom da mu se posle svakog ucinjenog
koraka duiine 1 kage da li se na taj nain pribliZio predmetu ili se udaljio od njega)
u konaZno mnogo koraka pronaéi predmet, a broj uéinjenih koraka bice sigurno
manji od 3d/2 + 7. Predmet se smatra pronadenim onda kada ga mudrac ugleda.
Dokazati da ée mudrac dobiti opkladu.

4. RAZRED
1. Isti kao 4. zadatak za 3. razred.
2. Ako je p neparan prost broj i a ceo broj koji nije deljiv sa p, onda je jedan
i samo jedan od brojeva
A=at#3H40-1) 4| Bz gt
deljiv sa p.
3. U zajedni¢kom delu unutrasnjih oblasti parabola
22=p’+2y i 22=p'-2py
upisati elipsu maksimalne povriine.
4. Ako je a realan parametar, naéi sva realna redenja sistema jednaéina
Z1+za3t+---+za=a,
:f+:§+ ---+z,’, =a?,



1970 ~ZADACI ' 19
MALA OLIMPLIJADA 1969.
_ 1. Dati su realni brojevi a;, b (i = 1,2,...,n), takvi da je

ay 2032"'2%)0;
ﬁI.anl -
bibz > ajay,

byby -+ -by 2 @182 -+ - Gq.

Dokazati da je b, 4+by+---+by a1 +a3+---+a,.
2. Neka su f(z) i g(z) polinomi stepena n, 8 2o, Z1,...,%a je n + 1 rasliéitih
vrednosti promenljive z. Ako je

F(zo) = 9(z0), F'(21) =& (21), F'(23) = g"(22),---» Fzn) = 9™ (),

dokazati da je f(z) = g(z).

3. Taike A i B se kreéu konstantnim brzinama po pravim a i b, a poznata su
im po dva korespondentna polozaja Ay, By i Az, B2. Nadi onaj poloZaj taiaka A i
B za koji je dufina AB minimalna.

4. Neka su a i b prirodni brojevi takvi da je a < b. Dokazati da u svakom
skupu od b uzastopnih prirodnih brojeva postoje dva broja &iji je proizvod deljiv
sa ab.

5. Proizvod sinusa dva naspramna diedra u tetraedru proporcionalan je pro-
izvodu ivica tih diedara. Dokazati.

6. Neka je E skup od n? + 1 zatvorenih intervala na realnoj osi. Dokasati da
postoji njegov podskup od n + 1 intervala koji su monotono uredeni s obgirom na
relaciju inkluzije ili podskup od n + 1 intervala od kojih nijedan ne sadrii nijedan
drugi interval iz tog podskupa.

JEDANAESTO SAVEZNO TAKMICENJE
BeocraD, 1970.

2. RAZRED |

1. Odrediti tri kompleksna broja modula 1 sa svojstvom da im je i zbir i
proizvod jednak 1.

2. Dat je konveksan petougao ABCDE. Dijagonale tog petougla grade kon-
veksan petougao Ay ByC1 Dy E, i petokraku zvezdu.
a) Odrediti zbir uglova petokrake zvezde pri vrhovima 4, B, C, D 1 E.
b) Ako je dati petougao ABC DE pravilan, naéi odnos povriine tog petougla
i petougla A, B,C\ Dy E,.
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3. Dat je kvadrat ABCD. Neka je P bilo koja unutrasnja tatka stranice AB,
P, presek pravih DP, i BC, P; presek pravih AP, i CD, Py presek pravih BPs i
DA, Ps presek pravih CPy i AB, a tatke Ps, Py, ..., P13 konstruisu se dalje po
isto tupku. Dokazati da je Pis = P).
' 4,) Neka su a,ay,az,...,am celi brojevi, a n prirodan broj. Dokazati sledeca
tvrdenja:
a) Broj a(a®® — 1)deljiv je sa 6;
b) Zbir S’ = af"*! + ... + a2P*! deljiv je sa 6, ako i samo ako je zbir
S=a;+--+ an, deljiv sa 6.

3. RAZRED

1. Data je elipsa b%z? + a?y? — a?b? = 0, koju prava p paralelna osi Oy seée
u tatkama M i N, pri ¢emu M ima pozitivou, a N negativnu ordinatu. Odrediti
geometrusko mesto preseéne tatke P pravih AM i BN i preseéne tatke Q pravih
AN i BM, gde su A(—a,0) i B(a,0) temena elipse, kada se prava p krece ostajuci
paralelna osi Oy.

2. Ako su a, b, ¢ stranice trougla, a a, 8,y njegovi uglovi, dokazati jednakost

b € a b a ¢
(;+;)ma+(;+;)m1+(;+;)cosﬁ=3.

3. U koordinatnoj ravni-zQy nacrtana je éelobrojna. koordinatna mreia.
QOdsetak (p) definisan je u toj ravni sa

(»r) Tz -3y-5=0, 0<z<100.

Odrediti broj kvadrata te mrede unutar kojih ima ta¢aka odsetka (p).

* 4. Nati geometrijsko mesto sredista duii date duiine ¢, &iji se krajevi kreéu po
mimoilaznim dijagonalama donje i gornje osnove date kocke ivice a (a < ¢ < av/2).

4. RAZRED )

1. Odrediti koji je broj veéi: logs4 ili log, 5.

2. Clanove aritmetiékog niza 1,14 2n,1+4n,... (n € N) grupidemo redom
u grupe, tako da u prvu grupu stavimo prvi &lan, u drugu grupu stavimo sledecih

1 + n &lanova, u treéu grupu stavimo sledeéih 1 + 2n Elanova itd. Dokazati da je
zbir svih élanova u svakoj grupi jednak treem stepenu broja &lanova te grupe.

3. Osnova piramide je kvadrat Napbm uglovi boénih strana piramide prema
osnovi odnose se redom kao 1: 2 '4: 2."Odrediti te uglove.

4. Ako je p prost broj, dokazati daje N = E f)), — 2 deljiv sa p*.
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MALA OLIMPIJADA 1970.

1. Prirodni brojevi a i b imaju u dekadnom zapisu po n cifara. Neka je
n/2 < m < n i neka je svaka od prvih m cifara broja a (rafunajuéi sleva nadesno)
jednaka odgovarajucoj cifri broja b. Dokazati da je a'/™ — p'/™ < 1/n.

2. U kocku ili na njenu povrdinu razmestiti temena trougla, tako da je njegova
najmanja stranica to je moguéno veca.

3. Ako sve stranice prostornog Zetvorougla dodiruju sferu, onda sve Zetiri
dodirne taéke pripadaju jednoj ravni. Dokazati.

DVANAESTO SAVEZNO TAKMICENJE
BEOGRAD, 1971.

2. RAZRED

1. Nekasu AD, BE, CF teiidne duii, a T teiiste trougla ABC. Akosu py, p3,
P3, P4, Ps, P i T1, T3, T3, T4, T3, Ts, redom polupreénici upisanih i opisanih krugova
trouglova BDT, DCT, CET, EAT, AFT, FBT, dokazati da vade jednakosti

1 1 1 1 1 1
TN e et e o FIT3rs = raryrs.
Pr Pz Ps P2 P4 Pe

2. Nad stranicama paralelograma A; A;A3A4 konstruisani su sa spoljainje
strane kvadrati A1B,C1 A, A2 B3CqAs, AsB3CaA,, A4B4CyA;. Dokazati da sre-
dista Oy, O3z, O3, Oy4 tih kvadrata éine kvadrat gija je povréina jednaka zbiru
fetvrtina povriina tih kvadrata uvetanom za povriinu datog paralelograma.

3. Odrediti prirodne brojeve p i g, tako da nule trinoma
P —pz+q i 22—qr+p

budu takode prirodni brojevi.

4. Skretnice A i B i okretnica C spojene su Zeleznickim prugama AC, BC
i prugom AB sa dovoljno dugackim produzecima AD i BE. Na pruzi AC nalasi
se vagon Vy, na pruzi BC vagon V5, a na pruzi AB lokomotiva L. Na okretnicu
moze doci svaki od dva vagona, ali lokomotiva ne moie. Sluzeéi se okretnicom i
skretnicama pomocu lokomotive prebaciti vagon V; na mesto vagona V3, a vagon
V2 na mesto vagona Vj, tako da na kraju lokomotiva dode na svoje mesto.

3. RAZRED
1. Neka su a,b,p, g, r, s prirodni brojevi takvi da vagi

gr—ps=1 i

o - |

<

o8
A
™ |
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Dokazati da je b > ¢ + ».
2. Dat je trougao ABC i realan broj k. Neka su P, Q, R talke definisane

relacijama
27;==k;5§, iﬁ?::&iﬁf, CR=kCA.

Dokazati da je AB? + BC? + CA? = g(PQ? + QR? + RP?), gde je g neka funkcija
od k. Odrediti i ispitati tu funkciju:

3. Nad stranicama paralelograma A; A3A3A4 konstruisani su sa unutrainje
strane kvadrati A,B,C) A3, A3B;C2As, A3B3CsAy, A4B4CsA;. Dokazati da sre-
dista Oy, 02, Os, Oy tih kvadrata &ine kvadrat &ija je povrdina jednaka zbiru
Zetvrtina povriina tih kvadrata umanjenom za povriinu datog paralelograma.

4. Lestvica AB termometra koji visi vertikalno na zidu ima dufinu 2r. Oko
posmatraa nalazi se na pravoj / koja je normalna na ravan zida i seée pravu AB u
tacki Zije je rastojanje od sredidta dui AB jednako h (h > r). Na kom rastojanju
od zida treba da se nalazi oko posmatraZa da bi ugao pod kojim posmatraé vidi
lestvicu bio najveéi.

4. RAZRED

1. Neka su a;,43,...,a, realni brojevi veéi od 1, a m prirodan broj. Dokazati
da je

z(logﬂllﬂ---lj-‘lﬂ'....- C,')-m >n(n- I}m.

i=1
Kada vaiZi jednakost?
2. Neka je n prirodan broj. Koliko redenja ima jednaéina
...
sinz 2

3." U ravni su date tatke A;, A3, ..., A,, tako da nikoje tri od njih nisu ko-
linearne. Neka je. p;; prava odredena tatkama A; i A;. Koliki je maksimalan
broj preseénih taiaka pravih p;j i pi, pri déemu su i, j, k, [ razliéiti elementi skupa
{1,2,...,n}.

4. Neka su date funkcije

—co8zcos2z---cosnz
27

falz) = - , nEN.
a) Dokazati da za svako n € N postoji liiraf,.(z) = fa.

b) Odrediti vezu izsmedu f, i fo_;.
¢) Izracunati f,.
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TRINAESTO SAVEZNO TAKMICENJE
BEOGRAD, 1972.

2. RAZRED

1. Neka su ay, a3, as, B1, B2, Bs realni brojevi za koje vadi
PrBafs # 0, (1)
a1f + 2a20; + a3fs = 0, (2)
ajaz — ﬂ‘g > 0. (3)

Dokazati da je 5,8 — p3 < 0.
2. Rediti jednatinu

\/;+2¢?—_1+J=—2Jm=a,

gde je a realan parametar. ;
3. a) Nekasu A, K,L, M, N tacke na jednom orijentisanom krugu. dokazati
da su wtiviKM i LN normalne, ako i samo ako je AK + AM = AL + AN % =,
gde je sa XY oznaéena radijanska mera luka XY .
b) Neka su A, B, C, D bilo koje &etiri tacke na jednom krugu, a K, L, M,
N srediita lukova AB, BC, CD, DA. Dokazati da su tetive K M i LN normalne.
4. a) Ako je S centar upisanog kruga trougla ABC, a D tatka preseka prave
AS i opisanog kruga trougla ABC raslitita od A, tada je DB = DC = DS.
Dokazati.
b) Neka je ABCD tetivni Zetvorougao. Dokazati da su centri A’, B', C',
D’ upisanih krugova trouglova BCD, CDA, DAB, ABC temena pravougaonika.

3. RAZRED
1. Regiti jednaginu

1 1 1
(a—l}( —f: = ) =2,
sinr coSZ SINTCOST

gde je a realan parametar.
2. Kruzni luk AB sa centrom S ima centralni ugao a, a taike C i D dele
tetivu AB na tri jednaka dela.

a) Ako je ZCSD = z, dokazati da je cosz =

b) Izratunati rasliku cosz — cos =

3
¢) Koliki mora biti ugao « da bi ta raslika bila jednaka nuli.

44 5c08x
5+4cosa’
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3. Prave odredene temenima paralelograma i sredinama nesusednih stranica,
svojim presecima odreduju jedan osmougao. Dokazati da je povriina tog osmougla
jednaka Bestini povriine datog paralelograma.

4. Odrediti zapreminu trostrane piramide &ije strane imaju povréine Sp, Si,
S, Sa, a diedri uz stranu sa povrdinom Sy su jednaki.

4. RAZRED

1) Za svaki prirodan broj n, broj n-+3n% 4+ 7a7+9n® je deljiv sa 10. Dokazati.

2. Koliki je maksimalan broj permutacija od n elemenata takvih da su svaka
dva elementa susedna u najviSe jednoj od permutacija?

3. Nad duZi AB sa sredistem O konstruisan je polukrug k. Krugovi a(A,r) i
b(B,r), gde je r = AB/2, seku polukrug k u tatkama C i D. U figuri ogranicenoj
lukovima OC, CD i OD upisan je niz krugova k,, k2, ks, ... sa polupreénicima
ry, ra, ra, ... . Prvi od njih dodiruje sva tri luka, a svaki sledeéi lukove CO i OD i
prethodni krug. Dokazati da za svaki prirodan broj k vadi rp = m

4. Dati su koncentriéni krugovi a i b sa centrom O i tatka P # O unutar
manjeg od njih. Poluprava ! sa pofetnom tatkom P seée te krugove u tatkama A
i B. Dokazati da je duZ AB najveéa, ako je poluprava | normalna na pravu OP.

MALA OLIMPIJADA 1972.

1. Dati su realni brojevi u,v,w, z,y, z razli¢iti od nule. Koliko je moguénih
izbora predznaka tih brojeva, ako vaii:
(u+iz)(v+ iy)(w+iz) =147

2. Ako konveksan skup tacaka u ravni ima bar dva dijametra, recimo AB i
CD, onda duzi AB i CD imaju zajedniéku tatku. Dokazati.

3. Poznato je da brojevi iz tablice

ay 12 e G
az a2 ... G2
ani Qn3 cer  OGpp

zadovoljavaju nejednakost

Y lajizy +ajaza + - + ajaza| < M,
y=1

za svaki izbor brojeva z ; = 1. Dokazati da je

lay1] + |aza] + - - - |ann| < M.
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_4) Odrediti najveéi prirodan broj k() sa sledeéom osobinom: Postoji k(n)
razlicitih podskupova datog skupa od n elemenata, takvih da svaka dva od njih
imaju neprazan presek.

CETRNAESTO SAVEZNO TAKMICENJE
BEOGRAD, 1973.

1. RAZRED

1. U nekom drustvu matemati¢ara svaki od njih se bavi bar jednom od sledeéih
grana matematike: algebrom, analizom, geometrijom ili logikom. Onaj koji se bavi
algebrom ili logikom, bavi se i analizom. Onaj koji se bavi geometrijom bavi se i
logikom. Onaj koji se bavi analizom i geometrijom, bavi se i algebrom. Kojim od
ovih grana se bavi najvise, a kojim najmanje matematitara?

2. Dat je krug k i njegov preénik AB. Na jednom polukrugu izabrano je n
tacaka Py, Py, ..., Pa, takvih da je P, izmedu A i P;, P; izmedu Py i Ps, ..., Py
izmedu P,_; i B. Odrediti tacku C na drugom polukrugu, tako da zbir povriina
trouglova CPy P2, CP3Ps, ..., CPy_1 Py bude najveci.

3. Izragunati
‘/44...g+ 11...1—-66...6.
in n4l n

4. Dijagonale AC i BD jednakokrakog trapeza ABCD sa osnovicom AB seku
se u tatki O pod uglom AOB = 60°. Dokazati da su sredista duii OA, OD, BC
temena jednakostraniénog trougla.

5. a) Resiti sistem jednaéina

lz|+ly=1=1 z+2y=3.
b) Prikazati resenje graficki u ravni pravouglog koordinatnog sistema zOy.

2. RAZRED

1. U skupu realnih brojeva reiti jednaginu /2z — a = z—b, gde su a i b realni
brojevi.

2. Ako je zbir duii odredenih sredistima parova suprotnih stranica éetvorougla
jednak njegovom poluobimu, onda je taj éetvorougao paralelogram. Dokazati.

3. Dat je jednakostraniéni trougao ABC stranice a i centra O i tatka P
koja pripada odsetku OC. Konstruisati jednakostraniéni trougao XY Z upisan u
trougao ABC, tako da tacke X,Y, Z pripadaju redom stranicama BC, CA, AB i
da stranica XY sadrii tatku P. Kada zadatak ima redenja?

4. Dokazati nejednakost . L. \

3501
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3. RAZRED

1. Unutar tetraedra ABCD data je proizvoljna tatka O. Dokazati da je zbir
uglova pod kojim se iz tatke O vide ivice tetraedra veci od 3.

2. Unutar pravougaonika ABCD data je proizvoljna tatka O. Dokazati da je

Poac _ tg£LAOC
Posp - tg LBOD’

3. Reiiti sistem jednaina
z:y:z=(l¢—z]:(z-=]:(z_y)'

gde su z,y, z rasli¢iti kompleksni brojevi.

4. Neka je S(a) zbir cifara prirodnog broja a prikazanog u dekadnom brojnom
sistemu, a m dati prirodan broj. Dokazati da je razlika S(a™) — S™(a) deljiva sa
9 za bilo koji prirodan broj a.

4 RAZRED
1. Dat je strogo rastuéi niz prirodnih brojeva

a =1, Gy, @2, --. (a)

takav da za svaki prirodan broj n vaZi

-1
1+ 65 2 an. (b)

j=0

Dokazati da se svaki prirodan broj N moie prikazati kao zbir nekoliko razligitih
¢lanova niza (a). Dokazati da je taj prikaz jednoznacan, ako i samo ako za svaki
prirodan broj n u (b) vaZi jednakost.

2. U prostoru je dato pet tafaka od kojih nikoje Eetiri ne pripadaju istoj ravni.
Dokazati da se od tih pet taaka uvek mogu odabrati dve tatke, tako da prava
odredena tim dvema tatkama prodire ravan odredenu preostalim trima tatkama u
nekoj tagki koja se nalazi unutar trougla &ija su temena te tri tacke.

3. Neka je {z,y,2,t} = {12,14,37,65}. Odrediti brojeve z,y, z,1, ako je
zy—zz+yt = 182.
4. Odrediti skup tataka z u kompleksnoj brojnoj ravni za koje postoji realan

c—1
broj ¢ takav da je z = ?
T0j vdajes=—
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MALA OLIMPIJADA 1973.

1. DuZine stranica pravougaonika jednake su neparnim prirodnim brojevima.
Dokazati da u tom pravougaoniku ne postoji tatka &ije je rastojanje od svakog
temena jednako prirodnom broju.

2. Pomoéu datog diska, na primer kovanog novéiéa, nacrtan je krug k i na
njemu je izabrana taika A. SluZeéi se samo tim istim diskom konstruisati tatku B
na krugu k, tako da je AB preénik kruga. (Dozvoljen je izbor proizvoljne tatke na
nekom od nacrtanih krugova, a pomoéu diska se moie konstruisati bilo koji od dva
kruga koji sadrii dve tacke &ije je rastojanje manje od preénika kruga.)

3. Na ravnom belom listu papira oznaéeno je nekoliko tataka sa medusobnim
rastojanjima veéim od 2. Nepazljiv uéenik je kanuo kap mastila na taj list i ono se
rasprskalo po njemu prekrivéi povriinu manju od x. Dokazati da postoji vektor ¥,
takav da je | 7’| < 1i da posle translacije oznatenih taZaka za taj vektor nijedna
tacka ne ostaje u isprljanom delu papira.

PETNAESTO SAVEZNO TAKMICENJE
BeOGRAD, 1974.

1. RAzZRED

1. Grafizki predstaviti skup taZaka u koordinatnoj ravni zOy koje zadovolja-

vaju uslov
llzl = 1] +]lvl - 1| < 1.

2. Date su tri prave p, g, r koje se seku u tri razli¢ite tatke. Konstruisati prava
normalnu na pravoj r, takvu da su duZi koje na njoj odsecaju prave p i ¢, odnosno
¢ i r, podudarne.

3. Nadi Sestocifreni broj &iji proizvodi sa brojevima 2,3,4,5,6 u izvesnom
poretku jesu Zestocifreni brojevi dobijeni iz datog broja cikliénim zamenama cifara.

4. Na krugu su poredana 1975 deteta i igraju igru na ispadanja na sledeci
nafin: prvo dete ostaje na krugu, drugo ispada, trece ostaje, Zetvrto ispada itd.
dok na krugu ne ostane samo jedno dete. Odrediti kaje ée to dete biti.

2. RAZRED
1. Neka su m i n dati pozitivni brojevi. Dokazati da je sa

] =T3=Tyg='""=Tgg ="M,

I3 =Z4=Zs=-'-=Ti00 =N,
dato jedino redenje sistema jednaéina
NI = TaTy = X425 = -~ = TgaTey = M 100,
1 +z3=23+24=2T5+Tg=---=Zgg+Zjpo=m+n,
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kod koga su svi brojevi zy, 23, ..., Z100 pozitivni.
2. U skupu celih brojeva rediti jednaginu z? + zy + y* = z%y°.
3. Temena konveksnog Sestougla A; A2A3A4A5Ag su krajnje tacke preénika
Ay A4, AzAs, AsAg kruga k. Tatka P koja pripada krugu k ne poklapa se ni sa
jednim temenom Sestougla. Neka su Qy, Q2, @3, Q4, @s, @s normalne projekcije
tacke P redom na prave A;Aj, AzAs, AsAy, AgAs, AsAg, AsA).
a) Dokazati da prave odredene proizvoljnim dvema susednim stranicama
gestougla Q,Q2Q3Q4QsQs obrazuju prav ugao.
b) Dokazati da tatka P, centar O kruga k i sredista R,, Ry, R3 dugi Q,Q4,
Q2Qs, @3Qs pripadaju jednom krugu.
4. Data su dva medusobno normalna preénika AB i CD kruga sa sredistem
O i polupreénikom r. Na duZi OA izabrana je tacka M, tako da je OM = r/n/l’_a.
Prava koja sadrii tatku M seée pravu CD u taéki R, dati krug u tackama P i Q,
tako da su tatke P i R sa iste strane taike M. Dokazati jednakost

f o R
MQ ™~ MP ™ MR

3. RAZRED

1. Resiti jednaéinu Vi z 4+ \/l+ % =+z+3.

2. Izragunati ugao o, ako je

cga=2+va+Vh+ve,  ctg2a=2+/a,

gde su a, b, ¢ prirodni brojevi koji nisu deljivisa 4, a \/a i v'be su iracionalni brojevi.
3. Data je prava kruina kupa sa vrhom V, sredistem osnove S i uglom pri
vrhu osnog preseka 8. Dve tangentne ravni kupe dodiruju kupu po izvodnicama
VAiVB, gde tatke A i B pripadaju osnovi. Ako je ugao izmedu tih ravni jednak
o izratunati ugao ASB.
4. Naéi maksimalan proizvod prirodnih brojeva éiji je zbir jednak datom
prirodnom broju n.

4. RAZRED

1. Nadi ¢isti periodiéan razlomak, koji je veéi od 1/4 i manji od 1/3, a zbir
cifara periode mu je za 12 veéi od kvadrata broja tih cifara.

2. Nadi sve prirodne brojeve n, takve da neka tri uzastopna koeficijenta razvoja
(a + b)" ¢ine aritmeticki niz.

3. Odrediti onu tangentu elipse b?z? + ay? = a?? &iji je odsedak izmedu osa
elipse najmanyji.

4. Na sahovskoj tabli formata 8 x 8 nalaze se na prvom i osmom redu 8 belih
i 8 crnih Zetona respektivno. Beli pofinje igru. Igraéi naizmeniéno pomeraju po
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jedan Zeton za jedno ili vise polja po njegovoj koloni u bilo kom smeru ali najdalje
do ivice table ili do protivnitkog Zetona. Igru gubi onaj koji prvi dode u situaciju
da ne moze povuéi potez. Dokazati da crni moze da pobedi ma kako beli igrao.

MALA OLIMPIJADA 1974.

1. Dat je iracionalan broj a.
1° Dokazati da za svaki pozitivan broj £ postoji bar jedan ceo broj ¢ # 0,
takav da je ag — [aq] < &.
2° Dokazati da za dato € > 0 postoji beskonaéno mnogo racionalnih brojeva

il Ak A g 5 0 |a- ';’| <&

2. U ravni su data dva direktno podudarna trougla ABC i A'B'C’, tako da
se krugovi sa centrima C i C” i polupreénicima CA odnosno C’'A’ seku. Kretanje
koje preslikava trougao ABC na trougao A’ B'C’ prikazati kao kompoziciju najvise
tri rotacije, tako da trougao ABC rotacijom oko nekog svog temena prelazi u neki
trougao A;B,C), ovaj trougao rotacijom oko nekog svog temena prelazi u neki
trougao A2 B3C3, a ovaj trougao rotacijom oko nekog svog temena prelazi u trougao
A'B'C'.

3. Neka je S bilo koji skup od n taiaka Py, P;,...,P, u ravni, takvih da
nikoje tri nisu kolinearne i neka je o najmanji od uglova P,PjPs (i # j # k # i,
1,7,k € {1,2,...,n}). Odrediti max & i naéi one skupove § za koje se ta maksi-
malna vrednost ugla a postize.

SESNAESTO SAVEZNO TAKMICENJE
BeoGrab, 1975,

1. RAZRED
1. Dokazati da za svako a, za koje je 5 < a < 10, vaii jednakost

Va+3-4va—T+\a+8-6v/a-T=1

2. U unutragnjosti ili na nekoj stranici jednakostraniénog trougla ABC data je
tacka S, kroz koju su konstruisane prave SA4,, SB;, SC), redom paralelne strani-
cama AC, AB, BC tog trougla, tako da A, B, i C, pripadaju redom stranicama
BC, AC i AB. Dokazati da zbir SA; + SB, + SC; ima konstantnu vrednost
nezavisno od izbora tacke S.

3. Dva automobila polaze istovremeno iz mesta A prema mestu B. Prvi ide
polovinu vremena brzinom u, a drugu polovinu vremena brzinom v. Drugi ide
polovinu puta brzinom u, a drugu polovinu puta brzinom v. Koji ée automobil pre
sti¢i na cilj?
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( 4) Na krugu je napisano u proizvoljnom redosledu pet nula i Zetiri jedinice.
Zatim se izmedu jednakih cifara napife nula, a izmedu razligitih jedinica, pa se
prvobitne cifre obrifu. Dokazati da ma koliko puta se ponovio ovaj postupak ne
mogu se dobiti devet nula.

2. RAZRED

1. Dokazati da jednatina az? + bz + ¢ = 0 nema racionalnih redenja, ako su a,
b i ¢ celi neparni brojevi.

2. U ravni su date Zetiri prave od kojih nikoje dve nisu paralelne i nikoje tri
ne prolaze kroz istu tacku. Ako je Zetvrta prava paralelna sa nekom teZisnom duii
trougla koji odreduju prve tri prave, tada je svaka od prve tri prave paralelna sa
nekom teZifnom dufi trougla kojeg Zine ostale tri prave. Dokazati.

3. Slovoslagaé je rasuo cifre 0,2, 3,4,4,7, 8, 8,9 nekog broja koji je desti stepen
nekog prirodnog broja. Koji je taj broj?

4. U unutrasnjosti kvadrata dato je n taiaka. Spajaju se po dve tatke medu
sobom kao i pojedine tatke sa temenima kvadrata, ali tako da se nikoje dve dusi
ne seku dokle god je to moguéno. Koliko se najvise odsetaka na taj nafin moze
konstruisati?

3. RAazZrED

1. Neka je n prirodan broj veéi ili jednak 4. Dokazati da n-tougao odreden
sreditima stranica datog konveksnog n-tougla M ima povriinu koja nije manja od
polovine povréine poligona M.

2. Neka je S proizvoljna tatka u unutradnjosti trougla ABC ¢ije su stranice
a, bi¢. Dokazati da je

A B C_a+b+e
.‘:".flt:lcm2 +SBoos2 +SCcos-2—2-——2——.

Kada vaZi jednakost?
3. Reiiti jednaéinu

(\ﬁ/z’—5z+s+\/§=-5z+s)’+
+ (\ﬁ?—&ws— \/:=-S=+6)‘ = o(=+4)/4,

4. Koji najvedi broj topova se moZe postaviti na dahovskoj tabli 3n x 3n tako
da svaka od tih figura bude pod udarom najvide jedne od ostalih.

4. RAZRED

1. Data je parabola y = 22. Za |zo| > /2 kroz taiku A(zo,z3) parabole
prolaze dve njene normale éija su podnoja B i C, razli¢ita od A. Dokazati da
prava BC seée osu parabole u fiksiranoj tacki koja ne zavisi-od zg.
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2. Rediti jednaéinu 1! 4+ 2! 4 --. 4 z! = y*, gde su z, y i z prirodni brojevi i
z>1
3. Dati su realni brojevi a;,as,..., 6, 2a koje vaii

lajl < M (j =1,2,...,n), ay+az+---+a,=0.

2
Dokazati da je a; + 263 + 3a3 + - - + na, < -’i—M.
4. U nekom druitvu svaka dva poznanika nemaju zajedniékih poznanika,
a svaka dva Zoveka koji se ne poznaju imaju taino dva zajednitka poznanika.
Dokazati da u tom drustvu svi imaju jednak broj poznanika.

SEDAMNAESTO SAVEZNO TAKMICENJE
KRAGUIEVAC, 1976.

1. RAZRED

1. Dato je N objekata od kojih N, ima svojstvo a, N; svojstvo b, N, svojstvo
¢, Ny svojstva a i b, N, . svojstva a i ¢i Ny svojstva b i c. Dokazati da je

3N + N.,l + Nc,e + Nl.e 2 2N¢ + 2Nl + 2”;.

/; Dokazati da se u krug polupreénika 9 ne moie smestiti 400 tataka, tako da
rastojanje izmedu svake dve tatke bude veée od 1. ;

3. Dokazati da za 3 realna broja &iji je proizvod jednak 1 i &iji je zbir strogo
vedi od zbira njihovih reciproénih vrednosti, vaZi: Postoji tafno jedan medu tim
brojevima koji je veci od 1.

B 4. Na obali reke nalazi se mesto A, a
nizvodno od njega, dalje od obale, nalazi
se mesto B. Odrediti na kom mestu treba
izgraditi pristaniSte C, da bi transport iz A
u B, preko C, bio najjeftinjji, ako se zna da
je cena transporta rekom dva puta manja

nego kopnom. Pretpostavija se da su tok

c Sl. 1 reke i put iz C u B pravolinijski, sl.1.

>0

2. RAZRED
1. Izraunati zbir

TS T i
WT+1V/2 324243 100+/99 + 99/100°

2. Dat je pravilan Sestougao &ija stranica ima dufinu a. SluZeéi se samo
lenjirom konstruisati duZ a/n,zan =2,3,4,....
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3. Dat je trougao ABC s dufinama stranica @ = BC, b = CA, ¢ = AB.
Odrediti tacku P unutar tog trougla, tako da je vrednost izraza az® + by* + cz*
minimalna, ako su z,y, z rastojanja taéke P redom od pravih BC, CA, AB.

4. Odrediti najveéi broj deljiv sa 11 &ije su sve cifre razliite.

3. RAZRED
1. Akojea>l,b>1,c>1iliﬂ<a<l,ﬂ<b<l,l]<c<l, dokazati da

vaii nejednakost ; ; 5
log, a +!§Eb, +lo§! > 9 .
a+b  b+c  e+a Ta+b+tec
2. Ako su a, B, 7 uglovi netupouglog trougla, dokazati da je

sina +sinf+siny > cosa + cos f + cos .

3. Odrediti maksimalnu vrednost odnosa zapremina lopte i oko nje opisane
kupe.

4. Dat je skup S od n tataka u ravni (n > 2) sa svojstvom: ako A,B € S,
onda postoji C € S tako da je trougao ABC jednakostrani¢an. Koliki moige biti
broj n?

4. RAZRED

1. Neka je S skup svih tataka u ravni sa celobrojnim koordinatama u datom
pravouglom koordinatnom sistemu. Dokazati da za svaki prirodan broj n postoji
krug sa centrom (\/5, 1/3), koji u svojoj unutradnjosti sadrii tatno n tataka skupa
S.

2. Zatvorene konveksne krive C},Cj imaju obime 1,23, gdeje z; +z2 =d =
const i sli¢ne su krivim C;, C; koje imaju obime Oy, 0; i povriine p;, pz. Odrediti
), 22, tako da je zbir povrsina koje ogranitavaju krive Cj, C; minimalan.

3. Dati su skupovi celih brojeva:

A= {61,82,...,an}, B={bbs...,0}

tako da postoje elementi z € A iy € B za koje vaii z = y (mod 2n). Dali
uvek postoje neprazni skupovi A’ C A i B’ C B takvi da ie zbir elemenata iz A’ i
elemenata iz B’ deljiv sa 2n7

4. Grad ima kvadratnu mrefu sa'm ,horizon-
talnih“ i n ,vertikalnih“ ulica, vidi sliku 2. Kolika
je najmanja duZina dela mree koji treba asfalti-
rati, tako da se od svake raskrsnice do bilo koje
druge moze stici asfaltom?

Sl 2.
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MALA OLIMPIJADA 1976.

1. Dokazati da za dati konveksan mnogougao povriine P i obima S postoji
krug polupreénika P/S koji je u njemu sadrzan. _

2. Dato je 2n + 1 celih brojeva sa svojstvom: ako se izdvoji bilo koji od njih,
preostalih 2n brojeva mogu se podeliti na dve grupe po n brojeva, tako da je sbir
brojeva u jednoj jednak zbiru brojeva u drugoj grupi. Dokazati da su svi dati
brojevi medusobno jednaki.

3. Odrediti najmanju i najveéu vrednost funkcije

ar® + by az? 4 bt?
az 4 by az+ b’

f(z,y,2,1) = (a>0,b6>0),

uz uslove z4+z=y+t=1, =z,9z,120.

OSAMNAESTO SAVEZNO TAKMICENJE
VELENIE, 1977.

1. RAzZRED

1.) Odrediti celobrojna redenja jednaéine p(z + y) = zy, gde je p dati prost
broj.

2. Neka su a, b i ¢ prirodni brojevi i a® + b? = ¢*. Dokasati da je broj abe
deljiv sa 60.

3. Na stranicama kvadrata ABCD nalase se tatke P, Q i R koje dele njegov
obim na tri jednaka dela. Dokazati da je zbir dufina dufi PO, QO i RO najmanji
moguéan, ako je jedna od tafaka P, Q i R srediite stranice kvadrata na kojoj se
nalazi. (Tatka O je centar kvadrata.)

4. Da li se dve ploge 5 x 5, prislonjene
Jedna uz drugu kao na slici 3, mogu pokriti
dominama 2 x 1 (jedna domina pokriva dva
susedna polja)?

2. RAazrED
1. Rediti u skupu realnih brojeva jednaéinu

3=J2—1+J-l.
E4 F 4

2. Na stranicama AB, BC i CA trougla ABC date su tatke P, Q i R, takve
da je

AP=)AB, BQ=ABC, CR=ACA, (1/2<A<1).
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Dokazati da obim trougla PQR nije veci od obima trougla ABC pomnoienog bro-
- jem A.
3. Dato je 20 prirodnih brojeva a;,a3,a3,...,830, takvih da je

g <az<azg<---<azp <70

Dokazati da medu raglikama a; —az (j > k) postoje bar Zetiri medusobno jednake.
4. Dokazati da za svaki prirodan broj n > 1 vaii nejednakost:

351709 2n—-1
<z g g g gy <V

5. RAZRED

1. Neka je k prirodan broj i ay,a2,...,a; pozitivni brojevi manji od 1.
Dokazati da vadi nejednakost :

Vi +(1—a0) e +(1-a5)+ -+

+ a%i-l+(l-n=l‘)z+\/agi+(l-“ﬂl)=Zk\/i,

2. Odrediti sve prirodne brojeve &iji je kvadrat jednak petom stepenu zbira
njegovih cifara (u dekadnom zapisu).
3. Krug upisan u pravougli trougao sa hipotenuzom duiine ¢ dodiruje krakove
oétrog ugla u tatkama M i N. Dokazati da je MN < 2¢V/3/9.
4. Neka je D skup dijagonala pravilnog 100-ugaonika. Da li postoji podskup
E skupa D sa sledeca tri svojstva:
1) Nikoje dve dijagonale iz skupa E nemaju zajednickih unutrainjih tacaka.
2) Iz svakog temena 100-ugaonika polazi paran broj dijagonala iz skupa E.
3) Dijagonale iz E dele 100-ugaonik na trouglove.

4. RAZRED

1. Nekajen > 2ia; =n!+j,2aj € {1,2,...,n}. Dokazati da za svaki broj
k € {1,2,...,n)} postoji bar jedan prost broj p, takav da je broj a; deljiv sa p, a
nijedan od brojeva a;,8@32,...,8k-1,08k41,..-,8n Rije deljiv sa p.

2. Dokazati da povriina kvadrata koji se ceo nalazi unutar datog trougla nije
veéa od polovine povriine trougla.

3. Na koliko se naéina broj 6k (k € N) mo#e napisati kao zbir tri prirodna
broja? Zapisi koji se razlikuju samo u redosledu sabiraka smatraju se istim.

4. U ravni je dat skup S od 100 taéaka. Dokazati da postoji konaéno mnogo
krugova za koje vaii:

1) Svaka tagka iz S je sadriana u unutrasnjosti nekog kruga.
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2) Krugovi su disjunktni i rastojanje izmedu svaka dva kruga je strogo vece
od 1. (Rastojanje d izmedu dva disjunktna kruga ky i ks prikazano je na slici 4.)
3) Zbir preénika tih krugova je strogo manji od 100.

d
Sl. 4.

MALA OLIMPLJADA 1977.

1. Odrediti skup svih red#‘ih brojeva a sa slede¢om osobinom: Za svaki pozi-
tivan broj ¢ postoji raslomak = (m € Z,n € N) razlitit od a, za koji je
e
a——| < —.
nl n
2. Odrediti sve estorke (p, g, , z, ¥, z), tako da su p, g, r prosti brojevi, a z,y,
prirodni brojevi i da vadi p** = ¢'r* + 1. _
3. U trouglu ABC vaii relacija 2 BC = AB + AC. Dokazati:
a.}'IbmeA,nedi!taMiNstnnianBiAC,mtuSupiamogkmgai
centar O opisanog kruga pripadaju istom krugu k.
b) Prava T'S, gde je T teiidte trougla ABC, jeste tangenta kruga k.

DEVETNAESTO SAVEZNO TAKMICENJE
Beéiéi, 1978.

1. RAZRED
1. Odrediti vrednost izraza

1 1 1
- 1+z+zy+1+y+yz+l+:+zz’

ako za realne brojeve z, y i z vadi zyz = 1.

2. Odrediti sve prirodne brojeve koji su 33 puta veéi od zbira svojih cifara.

3. Neka su AA,, BB,, CC, paralelne tetive nekog kruga. Talke A, B, C
su simetri¢ne tackama A;, By, C; redom, u odnosu na sredista dufi BC, CA, AB.
Dokazati da su tacke A’, B, C' kolinearne.

4.) Tablica 9 x 10 je najpre pokrivena dominama 2 x 1, a zatim su domine
izmeZane. Dokazati da se tablica ne moie ponovo pokriti tim dominama, tako da
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svaka domina koja je u prvom pokrivanju bila u horizontalnom poloZaju u drugom
bude u vertikalnom i obrnuto.

2. RAZRED
1. Da li postoje realni brojevi a,b, ¢, d takvi da:
1° jednatina az? + bdz + ¢ = 0 ima rasliZita realna redenja z, i z;.
2° jednatina bz? + cdz + a = 0 ima razliita realna redenja z, i zs.
3° jednatina cz? + adz + b = 0 ima razliita realna redenja z3 i ;.
2. Neka je S podskup skupa realnih brojeva takav da vaie sledeéi uslovi:
a) ZCS,
b) vV2+v3€S,
¢c) Iz z,yeS sledi z+y€S, zy€eS.

1 .
Dokazati d 5.
Y
3. Dat je tetvorougao ABCD. Neka je E tatka na pravoj DB takva da je
AE || DC, a F tafka na pravoj AC takva da je DF || AB. Dokazatida je EF || BC.
4. Nekasu A;, Aj,..., A, taike jedne uvnihkndujenazjveéeodrutojanja

A;A; (i # j) jednako 1, a najmanje d. Dokazati da je d < —

3. RAzrED
1. Odrediti sve prirodne brojeve n za koje postoji polinom P, (z) n-tog stepena
#a celobrojnim koeficijentima, takav da je u n rasli¢itih celobrojnih taéaka jednak
n, a u nuli jednak nuli.
2. Dokazati da je ceo broj r > 2 slofen, ako i samo ako je tafno bar jedno od
sledeéa dva tvrdenja:
a)sanekos € {2,3,...} jer=2% u
b) sa neke u,v € {3,4,...} (U< V) jer= i{?ﬂ-—u-}-l).
3. Neka je T teiilte, a O proisvoljna tatka u trouglu ABC. Akosu A,, B;,
C; tatke preseka prave OT sa pravim BC, CA, AB redom, dokasati da je

OA; 0B, -0C, <TA, -TB, -TC,.

4. U ravni je dato n tafaka A;, Ay,...,An. Ako je A;A; > 1, za svako
i,j € {1,2,...,n}, gde je i # j, dokaszati da broj dudi A;A; dufine jednake 1 nije
vedi od 3n.

4. RAZRED
1. Neka je n prirodan broj. Oznaiimo sa p; broj nenegativnih celih redenja
jednaéine kz + (k+ 1)y=n—k+ 1. Isralunati p; +p2+ -+ Pas1-
2. Nekajea+ (n—1)d, n = 1,2,... aritmetiZki niz sa raslikom d > 0.
Dokazati da je a/d racionalan broj, ako i samo ako se iz tog niza mode izdvojiti
skt Dodniz.
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3. Neka je P C N, takav da vaie sledeéa dva uslova:
1) a€ PbeP=a+beP;
2) (VgeN)g>1=(3c€ P)c=0 (mod g).
Dokazati da je N\ P konaéan skup.
4. Neka je a > 3 i neka je P,(z) polinom n-tog stepena sa realnim koeficijen-
tima. Dokazati da je

oJPEX. la* — Pa(i)] > 1.

MALA OLIMPIJADA 1978.

1. Odrediti sve cele brojeve z,y, z takve da je z%(2? 4+ y) = y**+1.
2. Neka je ko jedini¢ni polukrug nad preénikom AB, a k; krug polupreénika
ry = 1/2 koji dodiruje kg i AB. Krug k., polupreénika r,,; dodiruje kj,, ko i
AB. Dokazati: q 6
a) Za svako n € {2,3,...} vaii: -+ =——4.
Tntl Tn-1 Tn
b) 1/r, je ili kvadrat parnog prirodnog broja ili dvostruki kvadrat neparnog
prirodnog broja.
3. Neka je F familija podskupova skupa od n elemenata, takva da nijedan
njen &lan nije podskup nekog drugog njenog &lana. Dokazati da familija 7 moZe

[»/2]

imati najvise élanova.

DVADESETO SAVEZNO TAKMICENJE
Nov! Sap, 1979.

1. RAZRED

1. Odrediti realne brojeve z,,z3, 3, 24, 5 za koje je 2; < 23 < 23 < 24 < 75,
ako su poznati zbirovi 51, 53,...,510 po dva od tih brojeva, pri éemu je

S <8 <---< Sp.

2. U krug k je upisan sedmougao &ija su tri ugla jednaka 120°. Dokazati da
su bar dve stranice ovog sedmougla jednake.

3. Da li se u krug polupreénika 1 moZe smestiti izvestan broj krugova, tako da
nikoja dva od njih nemaju zajedni¢ku unutrasnju tacku i da im je zbir polupreénika
jednak 19797

4. Za koje prirodne brojeve n je zbir cifara broja n! jednak 9?7
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2. RAZRED

1. Neka su taéke P i M na stranicama DC i BC kvadrata ABCD, takve da je
PM tangenta kruga sa centrom A i polupreZnikom AB. Dalje, neka su Qi N tacke
preseka pravih PA i M A sa dijagonalom BD. Dokazati da tatke P,Q,M,N,C

pripadaju jednom krugu.
2. Ako je z > y > 0, dokazati da je

4
+ — 21
(z=v)y+1)* =
3. Naéi sva razlaganja broja 2001 u obliku zbira 1979 kvadrata prirodnih
brojeva.

4. Neka je dat niz m+ n kuglica, gde su m i n uzajamno prosti brojevi. Prvih
m kuglica tog niza premestimo u istom poretku iza preostalih n, pa postupak
ponavljamo sa tako dobijenim nizom. Dokazati da se posle nekoliko koraka prva

kuglica moZe dovesti na bilo koje (unapred odredeno) mesto u nizu.

3. RAZRED
1. Dati su polinomi sa kompleksnim koeficijentima

P(z)=z"+4+a1z" ' +---+ 6, samulama z),23,...,2, |
Qz)=z"+bz" ' +.--+b, sanulema z},z3,...,z2.

Akosu a;+as+as+- -+ i ag+aq+as+- - - realni brojevi, dokazati da je by +b2+- - -+b,,
takode realan broj.

2. Dati su pravilan tetraedar ivice a i pravilna Zetvorostrana piramida (osnova
je kvadrat, a sve ivice su jednake) takode ivice a. Razrezati ova tela i od dobijenih
delova sastaviti kocku.

3. Neka su z;,73,...,2, kompleksni brojevi. Dokazati da se mogu izabrati
prirodni brojevi iy,1s,...,ik, takodaje 1 <ij <ia < < <mi

1 el
|zl'| +z,+--+ zl'a' b Eﬂhl"" lzal +---+ 'znl)-

4. Na svim crnim poljima prvih 3est redova
=& sahovske table nalaze se pesaci, sl.5. U svakom
x =l =l potezu pesak preskaée jednog od pedaka koji mu

x| 1%l 1x| % je susedan po dijagonali i time se pomera za dva
x| [x| [x] |x polja po dijagonali dolazeéi na slobodno polje, a
LIS L preskoéeni pedak se sklanja sa table. Da li se moze

L igrati tako da posle nekog broja poteza na tabli
ostane samo jedan pedak?




1980 ZADACI 39

4. RAZRED
1. Dokasati da ne postoje prirodni brojevi n i p > 5, takvi da vadi

(p-1)'+1=p"

2. Da li postoje brojevi a,b > 0 takvi da je
a) a,b¢QicteQ?
b) a,b,a*¢Q?
¢) a€Qiba®¢Q?

3. Neka su A, B,C tri rasliite tatke kruga, P povriina trougla ABCi P
povréina trougla odredenog tangentama u A, BiC. Nadi graniénu vrednost odnosa
P, : P, kada je tatka A fiksirana, a B i C teie taZki A po luku kruga, tako da je
uvek B# C.

4. Isti kao 3. zadatak za 3. razred.

MALA OLIMPIJADA 1979.
1. Dokazati da za raslitite prirodne brojeve ay, a3, ...,an vaii nejednakost
(ay+a2+--+a)? Sal+ai+---+a3.

2. Naéi sve prirodne brojeve n, gde je 1 < n < 1979, koji zadovoljavaju sledeci
uslov: Ako je m prirodan broj, 1 < m < n i (m,n) = 1, onda je m prost broj.

3. Data su dva kruga obima 1979. Na prvom je oznafeno 1979 tadaka, a na
drugom nekoliko lukova tako da je zbir dufina svih tih lukova manji od 1. Dokazati
da se drugi krug mode postaviti na prvi tako da nijedna od oznafenih taZaka ne
pada u oznaéeni luk.

DVADESETPRVO SAVEZNO TAKMICENJE
Kumrovec, 1980.

1. RAZRED

1. Cena olovke je ceo broj para. Ukupna cena 9 olovaka je veta od 11, a manja
od 12 dinara; dok je ukupna cena 13 olovaka veéa od 15, a manja od 16 dinara.
Kolika je cena jedne olovke?

2. Dati su brojevi 1,12,123,...,1234567890, 12345678901, .. .. Svaki broj
dobija se iz prethodnog tako 3to mu se dopide sledeéa cifra, pri Zemu posle 0 dolasi
1, posle 1 dolazi 2, ..., posle 9 dolazi nula. Dokazati da je bar jedan od tih brojeva
deljiv sa 1981.

3. Neka je D tatka na stranici BC datog trougla ABC, takva da je DC =
2 BD. Odrediti ostale uglove trougla ABC, ako je ZABC = 45°, LADC = 60°.
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4. Grad ima 1980 raskrsnica, a u svakoj od njih sastaju se po tri ulice. Pos-
toji kruina autobuska linjja, koja prolasi kroz svaku raskrsnicu taino jedanput.
Odluéeno je da se u svakoj ulici zasade stabla samo jedne od ovih vrsta drveéa:
kesten, breza i lipa. Dokazati da se to mode uéiniti tako da se u svakoj raskrsnici
sastaju tri drvoreda razliZitih vrsta.

2. RAZRED

1. Odrediti sve cele brojeve z tako da 22 + 3z + 24 bude potpun kvadrat.

2. U dati romb ABCD upisan je krug. Neka tangenta tog kruga sece stranice
BC i CD u tatkama M i N. Dokazati da je povriina trougla AM N konstantna.
3. Stranica kvadrata K ima dufinu 7. Mode li se taj kvadrat pokriti sa 8
kvadrata Eije stranice imaju dufinu 3,
a) uz uslov da su stranice tih kvadrata paralelne odgovarajuéim stranicama
kvadrata K;
b) bez tog uslova.
4. Za prirodne brojeve ay, a3, ... ,a19, b1, b3, ..., by vadi

1<a; <a3 <---<ag <200, 15b1<h<"-<h15200-
Dokazati da se medu njima mogu izabrati brojevi a;, a;, by, by, tako da vaii

a;<aj, by<b;, aj—a;=0b—0b,.

3. RAZRED
1. U skupu prirodnih brojeva refiti jednaéinu z*—* = (6 —z)'~—=.
2. Dato je 18 duii za &ije dufine z;,23,...,213 vadi

1<z <z3< - <213 < 1980.

Dokazati da postoje tri od tih duii koje mogu biti stranice trougla.
3. Neka je S presek dijagonala konveksnog Zetvorougla ABCD. Ako je
LSAB = /SBC =30°, {SCD = /SDA=45",
odrediti ugao izmedu dijagonala datog etvorougla.
4. Odrediti sve polinome oblika a,z" + @n-12"~! + --- + a1z + ag, gde je
a; € {-1,1} ( =0,1,2,...,n), koji imaju samo realne nule.

4. RAZRED
1. Data je elipsa parametarskim jednaZinama

r=acost, y=bsint, a#b.
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Dokazati da tacke &iji su parametri t;, t3,13,14 pripadaju jednom krugu, ako i samo
ako postoji ceo broj k za koji je t; + 13 + 13 + 14 = 2kx.

2. Neka je S skup koji se sastoji od n realnih brojeva i T skup zbirova od po
k razlicitih brojeva iz S, gde je n > k. Dokazati da skup T sadr#i bar k(n — k) + 1
elemenata.

3. Dat je prirodan broj a. Niz (a,) odreden je na sledeéi naéin: ap = a; ako je

an =co+ 10¢; + -+ - + 10%¢y,
gde cg,¢y,...,¢ € {0,1,...,9}, onda je
Gn41 =260+ €1 + 103 + -+ - + 1051y,

Koji se brojevi u nizu (a,) pojavljuju beskonaéno mnogo puta?
4. Data je funkcija f : [0,1] — [0,1], takva da 0,1 € f([0,1]) i da za sve

z,y € [0,1] vai
e = £2)] + v = S
2

1f(z) - f(W) <
Dokazati da postoji taZno jedan broj z € [0, 1] takav da je f(z) = =.

MALA OLIMPLIADA 1980.

1. Krugovi & i I seku se u tatkama P i Q. Neka je A proizvoljna tatka kruga
k, razli¢ita od P i Q i neka prave AP i AQ seku krug [, redom, jos u tatkama B i
C. Dokazati da prava odredena visinom iz temena A trougla ABC sadrii fiksiranu
tatku koja ne zavisi od tatke A.

2. Neka su a, b, ¢ celi brojevi i m prirodan broj veéi od 1. Ako je
a"+bn+c¢c=0 (mod m),

za svaki prirodan broj n, dokaszati da je 4> = 0 (mod m). Da li mora biti b = 0
(mod m)?
3. Dat je niz (z,) &iji €lanovi zadovoljavaju relaciju
zl+a

Zn4y = Fa— za né€EN.
s

Ako su zo, z; i (z} + z} + a)/(zoz,) celi brojevi, dokazati da su svi &lanovi niza
(zn) celi brojevi.



42 SAVEZNA TAKMICENJA - - 1981

DVADESETDRUGO SAVEZNO TAKMICENJE
OnriD, 1981.

1. RAZRED

1. Prirodni brojevi a, b i ¢ su takvi da su a + ¢ i b + ¢ kvadrati uzastopnih
prircdnih brojeva. Dokazati da su ab+c i ab+ a+ b+ ¢ takode kvadrati uzastopnih
prirodnih brojeva.

2. Iz jednog temena ostrouglog trougla konstruisana je visina, iz drugog sime-
trala ugla, iz treceg teZidna duf. Njihove preseéne tafke su temena novog trougla.
Dokazati da taj trougao ne moZe biti jednakostraniéan.

3. Prva Zetiri Elana jednog niza su 1,9,8,1. Svaki sledeéi &lan niza jednak je
poslednjoj cifri zbira prethodna éetiri &lana.

a) Da li se u nizu pojavljuje éetvorka 1,2,3,47
b) Da li se u nizu nekad ponovi polazna Zetvorka?

4. Jedan mis gricka parée sira u obliku kocke sa ivicom 3. Kocka sira podeljena
je na 27 manjih kockica sa ivicom 1. Mis gricka sir na taj naéin sto poéinje sa
kockicom u jednom od temena. Pojevsi celu kockicu, prelazi na susednu, koja sa
tek pojedenom kockicom ima zajednitku stranu. Da li mi# moZe pojesti celo parée
sira tako da poslednja kockica koju pojede bude ona u centru kocke?

2. RAZRED

1. Neka su a, b i ¢ celi brojevi i @ > 0. Pretpostavimo da jednagina az? +
bz + ¢ = 0 ima dva razli¢ita redenja u intervalu (0, 1). Dokazati da je @ > 5 i nadi
primer takve jednaéine za a = 5.

2. Jedan konveksan Zetvorougao podeljen je dijagonalama na Eetiri trougla
¢ije se povriine izraiavaju celim brojevima. Dokazati da je proizvod ta Zetiri broja
potpun kvadrat.

3. Nadi sve parove celih brojeva (z,y) za koje vaii

v —z(z+1)(z+2)(z+3) =1

4. Skup {1,2,3,...,100} razbijen je na 7 medusobno disjunktnih podskupova.
Dokazati da postoje brojevi a, b, ¢, d, koji®pripadaju istom podskupu, medu kojima
ima bar tri razli¢ita broja i za koje vadi a + b = ¢ +d.

3. RAZRED

1. Dokazati da se za svaki prirodan broj n, broj tg?" 15° + ctg®® 15° moie
napisati kao zbir kvadrata tri uzastopna prirodna broja.

2. Sa iste strane duzi PQ konstruisana su tri sliéna trougla KPQ, QLP i
PQM, takva da je

ZQPM = /PQL=a, ZPQM =/QPK =8, LPQK =/QPL =+,
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pri éemu je a < B < 7. Dokazati da je trougao KLM sli¢an sa prva tri.

3. Neka je S; niz prirodnih brojeva 1,2,3,... . Definisemo niz Snt1 (n =
1,2,3,...) pomou niza S,, poveéavajuéi za jedan one &lanove niza Sn koji su
deljivi sa n. Tako, na primer, S; je niz 2,3,4,5,6..., S5 je niz 3,3,5,5,7,7,....
Dokazati da je u nizu S, taéno prvih n — 1 élanova jednako n, ako i samo ako je n
prost broj.

4. Nekasu Ay, As, ..., Ayses podskupovi konatnog skupa M takvi da je |4;| >
}IM] 2a 1 < j < 1066. Dokazati da postoje elementi z;,22,..., %10 iz M, takvi
da svaki A; sadrii bar jedan od elemenata 2y, 23, ..., %10 (Sa |S| je oznaéen broj
elemenata skupa S.)

4. RAZRED

1. Prava deli trougao na dva dela jednakih povrdina i obima. Dokazati da ona
prolazi kroz centar upisanog kruga tog trougla.
2. Neka su a i b pozitivni realni brojevi. Naéi minimum izraza

z4+y
1+zy

ako su z i y kompleksni brojevi, takvi da je |z| = a, |y| = b.

3. Neka je F, = a"sinnA+b"sinnB + ¢" sinnC, gde su a,b,¢, A, B,C realni
brojevi, a A+ B + C je ceo umnozak broja x. Dokazati da iz F; = Fy = 0 sledi da
za svaki prirodan broj n vaii F, = 0.

4. Skup S = {1,2,...,n} je prvi put razbijen na m, a drugi put na m +
nepraznih podskupova, pri &emu je k > 0. Dokazati da se bar k+1 element skupa
S prvi put nalazio u brojnijem podskupu nego drugi put.

MALA OLIMPIJADA 1981,

1. Dat je prirodan broj n > 3. Za n-totlani skup S realnih brojeva oznatimo
sa A(S) skup svih strogo rastuéih troglanih aritmetickih nizova sastavljenih od
elemenata skupa S. Koliko najvise elemenata moie imati skup A(S)?

2. Unutar konveksnog etvorougla ABCD postoji takva tatka S da duzi
SA,SB,SC,SD dele taj éetvorougao na Zetiri dela jednakih povriina. Dokazati
da jedna od dijagonala tog Zetvorougla polovi drugu.

3. Neka su a i b nenegativni celi brojevi. Dokazati da je 5a > 7b, ako i samo
ako postoje nenegativni celi brojevi z, y, z, ¢ takvi da je

z4+2y+3z2+Tt=a,
y+2:+5t=0b.
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DVADESETTRECE SAVEZNO TAKMICENJE
SARAJEVO, 1982,

1. RAZrRED

1. Ako za prirodne brojeve a,b,¢,d vaii (a + b)2 +a = (c + d)? + ¢, dokazati
dajea=cib=d.

2. Dato je n sijalica (n > 13) od kojih svaka ima svoj prekidaé. Dozvoljeno je
Jednovremeno promeniti stanje taéno 13 sijalica. U poZetnom trenutku neke sijalice
su upaljene, a neke nisu.

a) Da li se mogu pogasiti sve sijalice?
b) Koliko je najmanje koraka za to potrebno, ako je n = 111 i ako su u
pocetku sve sijalice upaljene? : _

3. U ravni je dato Sest krugova, takvih da centar nijednog od njih nije sadrian
u uniji preostalih pet. Dokazati da je presek tih krugova prazan.

4. Neka se prave odredene naspramnim stranicama AB i CD konveksnog
getvorougla ABCD seku u tagki W i neka su X i Y sredista dijagonala AC i BD.
Dokazati da je Papcp = 4Pxyw.

2. RAZRED

1. Odrediti skup S sa najmanjim brojem elemenata za koji vase sledece tri
osobine:
a) Sc{0,1,2,3,...};
b) 1981¢ S;
c) Akoz,y,z € S, onda ostatak pri deljenju broja z +y+ z sa 1982 takode
pripada skupu S.
2. Kroz ortocentar trougla ABC konstruisana je prava I. Dokazati da se prave
njoj simetri¢ne u odnosu na stranice trougla seku na krugu opisanom oko trougla
ABC.

3. Neka su k, n i ay,ay,...,a; prirodni brojevi za koje vasi

n-;-l]-

g <a<--<ap<n, k)[

Dokazati da postoje brojevi i i r, takvi da je a; + a; = a,. i
4. Odrediti realne brojeve a i b, tako da za proizvoljna dva realna broja uiv

vagi:
|22 —uz —v| > maxl'lzz-az—b[.

max
0<z<1 0<s<
3. i 4, RAZRED

1. Odrediti sve polinome p(z) sa celobrojnim koeficijentima, takve ds za svaki
realan broj z vadi 16 p(z?) = [p(2z)]°.
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2. Dokazati da je

Ytglo tg20 .. -tgd4° < tg22°30' < ?L-(tgl'+tg2'+---+tsﬁ°).

3. Neka je M skup svih taéaka u ravni sa celobrojnim koordinatama i S neki
njegov podskup. Za preslikavanje f : § — S kalemo da je ,susedno®, ako je f
bijekeija i za svako P € S, tatke P i f(P) su susedne. Ako postoji ,susedno
preslikavanje f : § — S, dokazati da postoji i ,susedno” preslikavanje g : S — S,
koje zadovoljava uslov g(g(P)) = P za svako P € §.

4. Dokazati da postoji taino jedna Eetvorka (z,y, z,1) prirodnih brojeva sa
sledeéim osobinama:

a) l<z<y<z<i
b) proizvod bilo kojeg od tih brojeva uveéan za 1 deljiv je Zetvrtim brojem.

MALA OLIMPIJADA 1982.

1. Neka je p prost broj veéiod 2. Za k = 1,2,...,p~1 oznaéimo sa a; ostatak
pri deljenju broja £? sa p?. Dokazati da je
P -

Gtag+--+ap = 2

2. Naéi sve polinome P,(z) oblika
Pa(z) = nlz” + 6p1z” ' + - -+ a1z +(-1)"n(n + 1),
sa celobrojnim koeficijentima, za &ije korene z,, 23, ..., 2, vadi
zp €[k,k+1), 23 k=12,...,n
3. Dati su realni brojevi z; > 1 (i = 1,2,...,2n). Dokasati da interval [0,2]

sadrii najvise (2:) gbirova oblika a1 z) + @373 + - - - + Q2mZ3m, gde a; € {-1,1},
i=12,...,.

DVADESETCETYR:TO SAVEZNO TAKMICENJE
PRISTINA, 1983.

1. RazrED

1. Odrediti sve prirodne brojeve n koji imaju osobinu da se koristeéi taZno
jednom svaku od cifara 0,1,2...,9 mogu napisati brojevi n® i nf.

2. Tablica od 1983 reda formira se na sledeéi nadin: U prvi red upisuju se
redom brojevi 1, 9; 8, 3; zatim se ispod svakog broja upisuje zbir ostalih brojeva
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iz njegovog reda, umanjen za taj broj. Koji se broj nalazi na prvom mestu 1983.
reda?

3. Dat je trougao ABC u kome je CA = CBi ZACB = 80°. Neka je M tatka
u unutradnjosti trougla ABC, takva da je ZMBA = 30° i ZMAB = 10°. Naé
LAMC.

4. Nazvaéemo delfinom figuru koja se
po sahovskoj tabli krece jedno polje nagore 1
ili jedno polje nadesno ili jedno polje dijago- >
nalno levo dole (vidi sliku 6.). Moze li delfin
da polazeéi iz donjeg levog ugla obide tatno
jedan put svako polje i zatim se vrati na
polazno? Sl. 6.

2. RAZRED

; Akosuz,yizpositivnibrojevi,takvidaje%-l-%-k%:l,dohutida
je(z=1)(y-1)(z-1)>8.

%: Dokasitt dicia sviki reulic boj 3.5 % Saakojiicns ooy % takav da je

1
2 _qpl< M =f
|£*—n| < \/z 1

3. Dat je pravougaonik ABCD. Na manjem luku AB kruga opisanog oko
ABCD izabrana je proizvoljna tatka M i kroz nju su konstruisane dve prave para-
lelne stranicama pravougaonika. Jedna od tih pravih seée du#i AB i CD redom u
tatkama P i R, a druga seée prave BC i DA redom u tatkama Q i S. Dokazati da
su prave PQ i RS medusobno normalne i da se seku na dijagonali pravougaonika
ABCD.

4. Pravougaonik dimenzija 1 x n sastavljen je od n jedini¢nih kvadrata (n > -{),
redom numerisanih sa 1,2,...,n. Na poljima n — 2, n — 1 i n nalazi se po jedan
Zeton. Dva igrala igraju sledeéu igru: naizmeniéno prebacuju po jedan ieton na
proizvoljno slobodno polje sa manjim rednim brojem. Igru gubi igra koji je na
redu, a ne moZe odigrati potez. Dokazati da prvi igrat moge tako da igra da sigurno
pobedi, bez obzira kako igrao drugi.

3. i 4. RAzZRED

1. Neka su p i ¢ kompleksni brojevi. Redenja jednatine z? 4+ pz + ¢ = 0 su
po modulu jednaka 1, ako i samo ako je |p| < 2, |¢g| = 1 i p?/q nenegativan realan
broj. Dokazati.

2. Funkcija f je definisana na skupu celih brojeva i zadovoljava sledeéi uslov:

_{:—10, ako je z > 100,
He)= f(f(z+11)), ako je z < 100.
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Dokazati da je f(z) = 91, za z < 100.

3. Neka je P tatka unutar trougla ABC, takva da je ZPAC = ZPBC i neka
su M i L podnoZja normala iz tatke P redom na prave AC i BC. Ako je D srediite
stranice AB, dokazati da je DL = DM.

4. Niz prirodnih brojeva (z,,) je definisan na sledeéi natin:
3
21=2, Zppa= [E:"] (n=1,2,3,...).

Dokazati da u nizu (z,) ima beskonaéno mnogo neparnih i beskonaéno mnogo
parnih brojeva.

DVADESETPETO SAVEZNO TAKMICENJE
SMEDEREVSKA PALANKA, 1984,

1. RAZRED
1. Broj a je dobijen tako sto su brojevi od 1 do 101 napisani jedan za drugim.
Dokazati da je a slofen broj. Da li je a kvadrat prirodnog broja?

2. Neka su a, b i ¢ tri medusobno razliéita realna broja koji zadovoljavaju
jednakost

Dokazati da je
0.

-0 " c=a) "(a-0p -

3. Neka je O unutradnja tatka trougla ABC. Nekasu K, L i M tatke u kojima
prave koje sadrie taiku O, a paralelne su stranicama CA, AB i BC seku redom
prave AB, BC i CA. Dalje, neka su P, Q i R taike u kojima se seku redom prave
CK i KL, AL i BM, BM i CK. Dokazati da je zbir povriina trouglova AK P,
BLQ i CMR jednak povréini trougla PQR.

4. Kvadrat stranice 5 je razlofen na 25 jedini¢nih kvadrata i svaki od njih je
obojen jednom od dve boje. Dokazati da postoje Zetiri istobojna jedini¢na kvadrata
¢iji su centri temena pravougaonika sa stranicama paralelnim stranicama kvadrata.
Dokazati da tvrdenje ne vaii za kvadrat stranice 4.

2. RAZRED

1. Neka je p, n~ti prost broj (py =2, p» = 3, ps = 5,...) i neka je x(n) broj
prostih brojeva koji nisu veéi od n. Ako je

A={n+ps|n€EN} i B={n+x(n)+1|neN},

dokazati daje ANB =0, AUB=N\{1}.
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2. Ako realni brojevi z, y i z zadovoljavaju jednaéine
z+y+z=2 | zy+yrtzz=1,

dokazati da oni pripadaju intervalu [0,4/3].
3. Dat je konveksan Eetvorougao ABCD, kod koga je

LABD =50°, LADB=80°, LACB =405, /DBC = /BDC + 30°.

Izracunati ZDBC.

4. U nekoj driavi ismedu svaka dva grada postoji jednosmerna avionska linija.
Dokazati da postoji grad iz kojeg se u svaki drugi grad moie sti¢i avionom sa najvise
jednim presedanjem. :

3. i 4. RAZRED

1. Odrediti niz (a,) koji zadovoljava uslov

1+ Y (-1)"aa=0, n=1,23,...
din
(Sabira se po svim pozitivnim deliocima broja n ukljuéujuéi 1 i n.)
2. Dokasati da za svaki prirodan broj n jednaéina

(B2 (452 e

ima taZno jedno celobrojno redenje.

3. Dat je &etvorougao ABCD. Dokasati tvrdenje: Ako postoji tatka P takva
da su trouglovi ABP i CDP jednako orijentisani jednakokrako—pravougli s pravim
uglom kod temena P, onda postoji tatka Q takva da su trouglovi BCQ i DAQ
jednakokrako-pravougli s pravim uglom kod temena Q.

4. Neka je S skup od n elemenata. Odrediti najveéi broj m 3a koji postoji
familija {S;,53,...,5m} rasli¢itih neprasnih podskupova skupa S, takva da je
presek svaka tri skupa iz te familije prazan.

DVADESTSESTO SAVEZNO TAKMICENJE
CETINIE, 1985.

1. RAZRED

1. Dokasati da se medu 39 usastopnih prirodnih brojeva nalasi bar jedan broj

&iji je zbir cifara deljiv sa 11.
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2. U unutradnjosti kvadrata ABCD data je tacka E takva da je trougao CDE
jednakokrak sa uglom od 150° kod temena E. Odrediti uglove trougla ABE.

3. U ravni je dato 3000 taiaka tako da nikoje tri ne leZe na istoj pravoj.
Dokazati da postoji 1000 trouglova sa temenima u tim tatkama tako da nikoja dva
od njih nemaju zajedni¢kih tagaka.

4. Dokazati da za pozitivne realne brojeve a,b, ¢, d, ¢, f vaii nejednakost

ab " cd " ef . (a+c+e)(b+d+f)
a+d c+d e+f~ a+btc+dte+ S’

2. RAZRED
i\l Odrediti najmanji prirodan broj n sa osobinom da su sbirovi cifara brojeva

nin+ 1 deljivi sa 1985.

2. Neka je funkcija f : N — N zadata formulom f(m) = m + [/m]. Dokazati
da za svako m € N postoji k € N, tako da je

k(m) = ...(f(m))...
[ (m) f(f. (f(m))...)

potpun kvadrat.

3. Dati su tetraedar PABC i tatka Q unutar njega. Dokazati da je

£BQC + LCQA + LAQB > £LBPC + LCPA + LAPB.

4. Naéi najmanji prirodan broj n za koji postoji M C {1,2,...,100} od n
elemenata, koji zadovoljava uslove:
a) 11 100 pripadaju skupu M;
b) zasvakoa € M\ {1} postoje z,y € M, takvidajea=z+y.

3. 14. RAZRED

1. Naéi sve prirodne brojeve manje od 1000 koji su jednaki zbiru faktorijela
svojih cifara. :
2. Neka je p polinom sa realnim koeficijentima takav da za svaki realan broj

z vafi
p(cos z) = p(sin z).
Dokazati da postoji polinom g, takav da za svaki realan broj ¢ vadi
p(t) = q(t* - 17).

3. U trouglu ABC simetrale uglova a, 8, ¥ seku opisani krug redom u tatkama
P, @, R. Dokazati da je

AP+ BQ+ CR> AB + BC + CA.

4. Data je kvadratna tablica n x n u koju su upisani celi brojevi, tako da razlika
proizvoljna dva susedna broja iz te tablice nije veta od 1{dva broja su susedna ako
su upisana u kvadratice koji imaju zajedni¢ku stranicu). Dokazati da postoji broj
koji se u tablici pojavljuje bar n puta.
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MALA OLIMPIJADA 1985.

1. Nekaje S = {1,2,...,n}. Svakom elementu i € § pridruiimo neki neprasan
skup S; C S, tako da vaii:
a) Za proizvoljne brojeve i,j € 5 vaii: j € §; = i € 5;.
b) Za proizvoljne rasli¢ite brojeve i, j € S vaéi:

ISil= ISl = SinS; = 0.

Dokasati da postoji broj k € S, takav da vadi |Si| = 1.
2. Neka je ABCD paralelogram i E takva taka da je AE L AB i BC 1 EC.
Dokasati da je '
ZAED = /BEC ili ZAED+ /BEC = 180°.

3. Dokesati da je

a b e d

- >
bie Terd Tdza T anb

2,

gde su a, b, ¢, d pozitivni realni brojevi.

DVADESETSEDMO SAVEZNO TAKMICENJE
PosToINA, 1986,

1. RAZRED

1. Dokasati da postoji beskonaéno mnogo trojki uzastopnih prirodnih brojeva
od kojih je evaki sbir dva potpuna kvadrata. (Primer: 72 = 62 + 62, 73 = 82 + 32,
T4=T72+5%) .

2. Neka u konveksnom &etvorouglu ABCD waii AB + BD < AC + CD.
Dokasati da je AB < AC.

3. U trouglu ABC uglovi kod temena B i C su jednaki 40°. Neka je D tatka
prave AB, takva da je tatka B izsmedu tataka A i D i da vaii AD = BC. Odrediti
uglove trougla ADC. .

4. Kvadrat veli€ine 5 x 5 podeljen je na 25 polja (jediniénih kvadratica). U
svako polje postavijen je po jedan feton. Jedan potes sastoji se u premestanju bilo
koja dva fetona, svakog od njih u neko susedno polje. UoZimo neko polje. Da li
se mode posti¢i da se posle izvesnog broja poteza svih 25 fetona nadu u uoéenom
polju? (Dva polja su susedna ako imaju zajednitku stranicu.)

2. RAzZRED

1. Neka su z i y prirodni brojevi za koje vadi 2z% + z = 3y? + y. Dokasati da
su brojevi z — y, 2z 4+ 2y + 1 i 3z + 3y + 1 potpuni kvadrati.
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2. Dokazati da za pozitivne brojeve a, b i ¢ va#i nejednakost

B iV g e O a+b+c
al+ab+ b2  b24be4+c® A4catar™ §

3. Na preéniku AA,; kruga data je tatka C. Neka je B taka tog kruga za koju
vaii AB = CA,. Dokazati da se u trouglu ABC simetrala unutrainjeg ugla kod A,
teZiSna dui iz temena B i visina iz temena C seku u jednoj tazki.

4. Dato je pet razli¢itih pozitivnih brojeva. Dokazati da medu njima postoje
dva, &iji ni zbir ni apsolutna vrednost razlike nisu jednaki ni jednom od preostala
tri broja.

3. i 4. RAZRED

1. Nafi sve funkcije f : R — R koje zadovoljavaju uslove:
a) fz+f(¥))=f(z+y)+1zasveziyiz R;
~ b) fjestrogo rastuéa (tj. z > y = f(z) > f(y) sasvez iy iz R).
E) Neka su z,, z3,...,z, realni brojevi, takvi da je

(n— l)(zf+t;+---+za)=(zl +:g+--_-+z,,)’.

Dokazati da su brojevi zy,z3, ..., 2, svi nenegativni ili svi nepozitivni.
3. Iz sredista svake stranice tetivnog Zetvorougla konstruisana je normala na
suprotnu stranicu. Dokazati da se ove Zetiri normale seku u jednoj tagki.

4. Nadi najveli ceo broj k sa sledeéim svojstvom: ma kako upisali brojeve
1,2,...,64 u polja tablice 8 x 8, mogu se naéi dva susedna polja takva da razlika
brojeva upisanih u tim poljima nije manja od k. (Dva polja su susedna, ako imaju
bar jedno zajednitko teme.)

DVADESETOSMO SAVEZNO TAKMICENJE
Titov VaBas, 1987,

1. RazreDp

1. Dokazati da za nenegativne brojeve a i b vaZi nejednakost
( 2
a-;b) a+5>avr+b\/_

2. Dat je trougao ABC sa tupim uglom kod temena A. Neka je a = BC,
b= CAi h,, odnosno h;, visine iz temena A, odnosno B. Dokazati da je a + h, >
b+ hs.

3. Dat je prirodan broj n. Odrediti broj redenja jednacine

2~ [ = (= - )",
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zakojajel <z < n.

4. Svako teme kocke oznateno je jednim od brojeva 1ili —1, a na svakoj strani
zapisan je proizvod brojeva kojima su oznaéena Zetiri temena te strane. Da lj zbir
tako dobijenih 14 brojeva moie biti jednak: a) 7, b) 07

2. RAzrED

1. Dokazati da postoji beskonaéno mnogo prostih brojeva p, takvih da jedna-
¢ina z? + 2+ 1 = py, po z i y, ima celobrojno resenje.

2. Cetvorougao ABCD je upisan u krug, M je tatka preseka normala na AB
u tatki A ina CD u tagki D, a N je tacka preseka normala na AB u taéki B i na
CD u tatki C. Dokazati da prava M N sadrii tatku preseka pravih AC i BD.

3. Ako se u Eetvorougao moie upisati krug, dokazati:

a) Krugovi upisani u dva trougla, na koje jedna od dijagonala deli dati
tetvorougao, medusobno se dodiruju.

b) Taéke dodira tih krugova sa stranicama datog Zetvorougla su temena
tetivnog &etvorougla.

4. Neka je P(z) polinom sedmog stepena sa celim koeficijentima, takav da za
sedam razli¢itih celih brojeva ima vrednosti u skupu {-1,1}. Dokazati da se P(z)
ne moZe predstaviti u obliku proizvoda dva polinoma sa celim koeficijentima, tako
da nijedan od njih nije konstanta.

3. i4. Razrep

1. Neka su ay,ay,...,a, pozitivni realni brojevi &iji je proizvod jednak 1.
Dokazati da je _
(4+a1)(d+a3) - (4+an) > 5"
2. Neka su a i m prirodni brojevi i z ceo broj, takav da m deli a?z — a.
Dokazati da postoji ceo broj y, takav da m deli brojeve a?y —a i ay? — .

3. U prostoru je dato n tataka, takvih da bilo koje &etiri obrazuju nedegene-
risani tetraedar zapremine ne veée od 1. Dokazati da postoji tetraedar zapremine
ne vece od 27 koji sadrii sve date taike (u unutrasnjosti ili na stranama).

4. Neka je X skup svih konaénih nizova &iji su élanovi brojevi 0i 1 i f: X=X
funkcija definisana uslovom: za z € X, f(z) dobijamo tako 3to u nizu z svaku
Jedinicu zamenimo sa 01, a svaku nulu sa 10. Koliko se parova 00 javlja u nizu

J(f..-(£(2))...)?
N —
n puta
MALA OLIMPIJADA 1987.
1. Neka je 2o = a,z; = b, gde su a i b celi brojevi i

ZTny1 =22, —92,_y, 2a n> 1.
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Odrediti potreban i dovoljan uslov na a i b, pri kome postoji élan datog niza koji
je deljiv sa 7.

2. Neka je
v‘2+;2z+ \/2—;2
f(z) = :
—--\.4_"2 - j§:+ ;2+ 32
Odrediti ;

SU(--(f(=))-..).
1887 puta

3. U prostoru su date prave a, b i ¢, tako da nikoje dve nisu medusobno
paralelne i da postoje ravni a, # i 7, tako da vaii:

aCa, bCH, e¢Cv alp, BLly 7vrla

Konstruisati tacku preseka ravni a, f i 7. (Konstrukcija u prostoru dozvoljava
postavljanje pravih, ravni i sfera i translaciju za proizvoljan vektor.)

DVADESETDEVETO SAVEZNO TAKMICENJE
Sing, 1988.

1. RAZRED
1. Ako je n prirodan broj veéi od 1, za koji vaii

[+ B+ -+ B =os 7] [25] o+ [35H)

onda je n prost broj. Dokazati.
2. Izratunati uglove trougla ABC, ako teiina dui, simetrala ugla i visina iz
temena C dele ugao ACB na ¢&etiri jednaka dela.

3. U dati o3trougli trougao T upisana su
dva pravougaonika R i S, kao na slici 7. Odred-
iti najveéu mogucnu vrednost izraza

PR-I-PS
SL. 7. Zl R Pr

gde P oznatava povrsinu.

4. Medunarodnoj konferenciji prisustvuju po dva predstavnika iz 27 zemalja.
Dokazati da se ucesnici konferencije ne mogu poredati za okruglim stolom, tako da
izmedu svake dvojice uéesnika, koji su predstavnici iste zemlje, sedi taéno 9 drugih
uéesnika konferencije.
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2. RAZRED

1. Neka je O centar opisanog kruga trougla ABC. Osznaiimo sa P, Q, R
redom srediita lukova AB, BC, CA, koji ne sadrie redom tatke C, A, B. Ako za

tacku X vadi
CW:CT#+CTQ'+O?,

dokazati da je X centar upisanog kruga trougla ABC.
2. Odrediti za koje neparne prirodne brojeve n > 3 je funkcija

f:Q—=qQ, f(@)=z"~22

injektivna.

3. Zaskup A C N kaZemo da je ,dobar“, ako za neki prirodan broj n jednaZina
z —y = n ima beskonatno mnogo redenja (z,y), gde z € A, y € A. Ako je
N = A UAz U ---U Ajgge, onda je bar jedan od skupova A;, Az, ..., Ajsss
ndobar“. Dokazati.

4. Dokazati da unutar konveksnog 2n-tougla ne postoje dve razlitite tatke
kroz koje prolazi po n dijagonala tog 2n-tougla.

3. i 4. RazrED
1. Neka a,b,c,d € Ny i d # 0. Funkeija f : Ny — Ny odredena je uslovom

0= [=5].

Dokazati da je f injektivna, ako i samo ako je ¢ = 01 a > d. (Np je oznaka za skup
nenegativnih celih brojeva.)

2. U n-tostranu piramidu mode se upisati sfera. Svaku od boZnih strana
piramide zarotiramo oko odgovarajuée ivice osnove do poklapanja sa ravni csnove,
tako da slika boéne strane ima sajednitkih unutrainjih taaka sa csnovom. Na taj
naéin je dobijeno n slika vrha piramide. Dokasati da tih n slika pripadaju jednom
krugu.

3. Dat je strogo rastuéi nis a;, a3, @s, ... prirodnih brojeva, takoda je a; = 1,
a; = 2 i da za sve usajamno proste brojeve m i n vaii 6,58y = Gmn. Dokazati da
za svaki prirodan broj n vafi a, = n.

4. U jednoj driavi ima viSe od 7 gradova. Dokaszati da ne postoji mrefa
jednosmernih puteva sa sledeim osobinama:

a) Iamedu svaka dva grada postoji taZno jedan direktan put.

b) Za svaka dva grada A i B postoji taéno jedan grad u koji se direktnc
mode stiéiiiz Aiiz B.

¢) Za svaka dva grada A i B postoji taZno jedan grad iz koga se direktnc
mode stidiiu Aiu B.
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TRIDESETO SAVEZNO TAKMICENJE
SxopLIE, 1989.

1. RAZRED
1. Neka sa positivne brojeve z,y, z vadi z + y + z = 1. Dokazati da je )

(D) D)2
Kada vafi jednakost?

2. Neka su z;, z3,. .., %1900 Prirodni brojevi za koje vaii
£+ 23+ + 2500 = ZTiom-

Dokazgati da su bar dva od tih brojeva pami.

3. Konstruisati trougac ABC, kod koga je stranica BC jednaka datoj duii a,
stranica CA jednaka datoj dui bi ZCAB = 3£LABC.

4. Odrediti sve prirodne brojeve n za koje vaii jednakost

(V1) + (Y3 + -+ [¥7] = 2n.

2. RAZRED

1. Dat je polukrug nad preénikom AB i na njemu tatke C i D, tako da vaii:
a) Tatka C pripada luku AD;
b) ZCSD je prav, gde je S sredite dufi AB.
Neka je E presek pravih AC i BD, a F presek pravih AD i BC. Dokazati da
vektor EF ne savisi od izbora tazaka C i D.
2. Akojea>1,b> 1, ¢ > 1, dokasati da je

Va-1+Vb=1+vVe=1</c(ab+1).

Kada vaii jednakost?
3. Odrediti sve trojke (z,y, 2) celih brojeva za koje vadi z¥ -2 =1
4. Dati su uzajamno prosti prirodni brojevi m i n. U svakom polju beskonaZne
sahovske table zapisan je po jedan realan broj, tako da vadi: sbir brojeva u svakom
pravougaoniku m x n ili n x mjednak je nuli. Dokazati da su bar dva od zapisanih
brojeva medusobno jednaki.
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3. i 4. RazreED
1. Naéi sve Zetvorke (z), 23, 23, 24) pozitivnih brojeva za koje vazi

zy 423 +23 =3,
=3+z§+zi..—.3,
z3+zi+2) =3,
za+zi+23=3.

2. Neka je P(z) polinom sa realnim koeficijentima takav da za svako realno z

vaii P(z) 2> 0. Dokazati da postoje polinomi Q(z) i R(z) sa realnim koeficijentima,
takvi da za svako realno z vaii

P(z) = Q*(z) + R*(2).

3. Koliko ima uredenih trojki (A, B, C) za koje vagi
a) AUBUC=({(1,2,...,n},
b) ANBNC=0,
¢c) ANB#0.

4. Data je kocka ABCDA;B,CyD;. Da li postoji prava koja seée svaku od
pravih AB, CC,, A1 Dy, DB,?



RESENJA

60.3.1. Neka su osnovne ivice kvadraa i b. Tada je a+b = 2, pa za zapreminu

kvadra dobijamo
V = 5ab = 5a(2 - a) = 10a — 507,

pri éemu je 0 < a < 2. Maksimum te funkcije postignut je za a = 1 i iznosi V = 5;
grafik je prikazan na sl. 8.

v v
5 [ /
a .
L. 8. SI9. it -

0 1T 2

Oznaéimo sa s obim osnove. Tada je,zaa=2ih =5, 5§ = 4+ 2), odakle je
b=(s—4)/2i .
V = 10b = 5(s — 4) = 58 — 20,

pri éemu je s > 4; grafik te funkcije prikazan je na sl. 9.

¢ 60.3.2. Neka je z ivica kocke za koju vade uslovi

x zadatka i @ ravan ,gornje“ osnove kocke, tj. ravan

koja sadrii 4 temena kocke koja pripadaju boénim

stranama. Oznaéimo sa A, B i C ta¢ke preseka ravni

/ x| \b-x a sa boénim ivicama piramide i b = AB. Tada je
X
A Sl 10. 8 v:(v=z)=a:b i w::.
Eliminacijom b iz ovih jednakosti lako dobijamo
\/§au

Via+(2+V3)v



58 SAVEZNA TAKMICENIA 60.3.3
80.3.3. Data nejednakost vafi ako i samo ako je
0<z*-42z+3<8.

Leva od ove dve nejednakosti vadi 38 z < 1 ili 2 > 3, a desna 3a -1 < z < 5.
Dakle, data nejednakost vafiza -1<z<1ili3 <2 <5.

60.3.4. Neka je a = ZAOB. Tada
je u jednakokrakom trouglu 01 A0 (A0 =
00, = R, 1A = R/2) ugao pri vrhu a/2,

e R
pajesing = — -4-2!!&61,

FAOE i At % w 1,0107.

Oznaéimo sa C presek pravih AB Sl 11.
i00;. Kakoje ZCAO;, = a/4,t0je O1C =
O1A -sinaf4 = R/8 i OC = TR/8. Trajena zapremina jednaka je zbiru zapremina
dva loptina odseka — prvi ima poluprenik 0,4 = R/2 i restojanje od centra
lopte 0,C = R/8, a drugi ima polupretnik OA = R i rastojanje od centra lopte
OC = TR/8. Koristeéi formulu

%=r(§R’-R’:+%:’)

za sapreminu loptinog odseéka polupreénika R i rastojanja od centra lopte z, do-
bijamo da je tradena sapremina

13
V - EI’R’

60.3.5. Elementarnim transformacijama dobijamo:

(1 — cosbeosc)® — 2(1 — cosbcos ¢) — sin? bsin® ¢ + sin? b + sin? ¢
=1—2cosbeosc + cos® beos® ¢ ~ 2 4 2 cos b cos ¢ — sin® bein? ¢ + sin® b + sin’ ¢
= =1+ (1 —sin?b)(1 — sin? ¢) — sin? bsin? ¢ + sin? b + sin? ¢ = 0.

60.4.1. Dati proisvod je oblika (z® — 1)z3(z® + 1), gde je z ceo broj. Ako je z
paran broj, onda je z°, a sa njim i dati proizvod deljiv sa 2% = 8; ako je z neparan
broj, onda su z%—1i z%+ 1 dva usastopna parna broja, pa je njihov proizvod deljiv
sa 8. Dakle, dati proizvod je deljiv sa 8.

Ako3 |z,onda 9|z akoje z=1 (mod 3),onda 9|z*-1,aakojez=—1 -
(mod 3), onda 9 | 2% + 1. Dakle, u svakom sluéaju, 9 | (z* - 1)23(z* + 1).
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Najzad, dokagimo da je dati proizvod deljiv sa 7. U sledeéoj tablici dati su
ostaci pri deljenju sa 7 navedenih brojeva:

z2? 2 2-1 2841

hoOn o OB O W
e B OB ol D
(= -~ N — ]
oo oo
OO O N R

Dakle, u svakom sluéaju je jedan od brojeva z® — 1, z%, 2® + 1 deljiv sa 7, pa je
takav i njihov proizvod.

60.4.2. Izaberimo koordinatni sistem tako da
je tagka O koordinatni podetak, a tatke A i B pri-
padaju z-osi i imaju koordinate (—r,0), odnosno
(r,0),sl. 12. Neka tatka M ima koordinate (2o, %o),
pri demu je z3 + y = r? i zo # £r. Tada tatka
N ima koordinate (2o, %0/2). Kako je ZQAN =
A B LBAD = 90° - ZDBA = 90° - LPBQ = LQPB,
to su pravougli trouglovi ANQ i PBQ sliéni, pa je

AQ BQ _ (r+zo)r—2) _,

P

PQ = = \
< NQ /2 w
Sl. 12. Dakle, tatka P ima koordinate (zo,2y0), pa pri-
pada elipsi
22
= + = j

Lako je proveriti da se svaka taéka te elipse, osim tataka A(—r,0) i B(r,0), moie
dobiti na opisani naéin.

60.4.3. Treba odrediti ceo broj z (z # 0, —1), takav da je

1 1 1 . a
P e Y A

tj. z(z + 1) = 90/a, gde je a € {1,...,9}. Desna strana poslednje jednakosti uzima
celobrojne vrenosti 90, 45, 30, 18, 15, 10 za a jednako, redom, 1, 2, 3, §, 6, 9.
Medutim, od tih dest brojeva samo se 90 i 30 mogu prikasati kao proizvod dva
uzastopna cela broja: 90 = 9-10 = —10-(-9), 30 = 5-6 = —6 - (—=5). Dakle,
traiene vrednosti za a su 1 i 3 (odgovarajuée vrednosti za z su 91 —10, odnosno 5
i —6).
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60.4.4. Oznalimo temena datog trougla sa A, A
B, C, tatku u unutradnjosti sa S, a preseéne tatke
pomenutih pravih sa stranicama kao na sl. 13. Jasno
je da su trouglovi PQS, NSM i SKL slitni trouglu P
ABC; oznaéimo sa k;, k; i k3 odgovarajuée koefici- @
jente sliénosti. Vagi:

BK_QS_, Lc_sM_, Ki_, BK ; .
BC T BG- T BC T BC ™ BC ™ Sl. 13.

éto, zbog BK + LC + KL = BC, daje ky + k3 + k3 = 1. S druge strane, ako sa s
oznaéimo povréinu trougla ABC, imamo:

81 .9 83 2 83 2
—=k —=k;, —=k;,
s b L 3

Zato je /51 + /52 + /33 = /3, odnosno s = (/51 + /73 + /53)°.

60.4.5. a) Otigledno je da sve krive date familije prolaze kroz tatke A(—2,0)
i B(0,4).

b) Osu Oz dodiruje kriva y = (z + 2)? (dobija se 2a m = 2), a teme u taiki B
ima kriva y = —z? + 4 (dobija se za m = 0).

61.3.1. Na osnovu Vietovih formula dobijamo zy + z3 = —k, z12; = 1. Dalje

odnosno

je

5 7 2 4+ 4
(z_;) * (:_:) - H = [(21 + 22)" - 22,2, - 22]2]

=k -2 -2=E(k-4)+2.
Nejednakost (z1/z2)? + (z2/z1)? > 2 vadi ako i samo ako je k2 > 4, tj. ako i samo
ako k € (—o0,-2) U (2, +00).
61.3.2. Neka je log; z = t. Primetimo da ¢ raste od 0 do 6 kada z raste od 1

do 64. Dalje je
log3 z + 12log3 = - log, (g) =logiz + 12log2 = - (3 — log, z)
=11 - 12t° 4 36¢ = [t(t — 6))°.

Funkcija ¢(t) = ¢(t — 6) uzima negativne vrednosti za 0 < f < 6 i dostife minimum
u tacki t = 3. Zato je maksimum datog izraza jednak (¢(3))? = 81.
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61.3.3. Neka su r i h, redom, polupreénik osnove
valjka i njegova visina. Tada su povrdine valjka i kupe
redom jednake

Py =2xrh+2rx, Pa=rx 2 4 h? 4 r’x.

Iz uslova P, /P; = 7/4 redom dobijamo

Bh+8r=TVvhi4r24+7Tr,

48¢% — 16rh — 152 =0,
ry? r
-~ 43(-5) ~167-15=0

i konaéno r/h = 3/4. Ako sa ¢ oznadimo trafeni ugao (sl. 14), onda je tgy =
r/h = 3/4, pa sledi ¢ = arctg 3/4.

61.3.4. Neka je ke visina pravougaonika konstruisanog nad stranicom dugine
¢, pri cemu je k > 0. Postoje sledeée tetiri moguénosti za visine pravougaonika koji
su konstruisani redom nad stranicama dufine a i b:

b

1° ka, kb; 2° ka, B

68 1, 408 b
P L

Dovoljno je (u svakom od tih slu¢ajeva) odrediti vrednost koeficijenta k. Uslov
zadatka u navedenim slu¢ajevima prima oblik:

1° kc? = ka? + kb® + m?,
2

2° kc’:l-n’—i-&l_ +m=,_
a?

3 kc’=T+H’+m’,
2 2

] _ﬂ_ 5_ 2

4° ke = E + 3 + m*,

. 3 11 i mg
Ako je ¢ > a® + b7, onda u sluaju 1° dobijamo refenje k = ——57—3. U

slu¢ajevima 2°, 3° i 4° k je pozitivno redenje redom sledecih jednacina

(¢ — a®)k? = m*k - b? = 0,
(¢ = )k — m’k —a’ =0,
Akt —m?k—a’ -6 =0.

Prema tome, ako je ¢? > a? + b, onda postoje etiri redenja, a ako je ¢? < a® + b?,
onda postoje tri resenja.
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61.4.1. (a) S, = a;+a2+- - +a, = ncz - 2+%(l+2+- ctn) = %(2c2+n—3).

(b) Brojilac zbira S., za ¢ = 10k + 1, jednak je

(10k + 1)[2(10k + 1)® 4 10k + 1 — 8] = 25k(10k + 1)(8k + 2).

61.4.2. Neka je k krug polupreZnika r sa centrom u koordinatnom poéetku i
neka su A, B, C tacke tog kruga sa kordinatama, redom:

r r/3 r rn/3
(E'T) v % (5"7) -
Proizvoljna tatka X kruga k ima koordinate (rz,ry), gde je z2 + y® = 1. Tada je

2
XA*+XB*+ XC* = (rz—§)2+ (""r—i@) +(rz+r)? 4%

2
+(rz—§)z+ (ry+$) =3(z? + y*)r* + 3r = 612,

)

SI. 15.

61.4.3. Jednadinu datog kruga k mozemo zapisati u obliku

(z+27+(@y—-2)7=25.
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Centar kruga je tacka 0(—2,2). Jednafina
|-2-2(A+2)-2—-4] 5
Jit(A+22 2

ima dva refenja: Ay = 51i Ay = —15/7. Prava z — Ty — 9 = 0 sede krug k u tatkama
A(2,-1) i B(~5,-2), sl. 15. Jednatine tangenti na krug k u tatkama A i B su,
redom:

y+1= g-(,-.-z) i y+2=—§-(:+5).

Presek tih tangenti je tatka C(—1,-5). Primetimo da je &etvorougao AOBC
kvadrat stranice 5. Traena povriina jednaka je

52x 1 /50 25
T+'§(—4—‘l—25)——2—(l—1).
61.4.4. Primetimo prvo da pogitivni brojevi a, b i ¢ mogu biti dufine stranica
trougla ako i samo ako je
a+b>e, b+c>a, c+a>bh
Oznatimop =z,¢ = 1—z, a’p + b%g — 3pg = f(z) = S32? + (a® = b* — )z + b°.
Diskriminanta kvadratnog trinoma f(z) je
D=(a®-b0"-c?) - 4’? = —(a+ b+ c)a+ec—b)(a+b—c)(b+c—a).
Nejednakost f(z) > 0 vadi za svaki realan broj z ako i samo ako je D < 0, tj. ako
i samo ako je
(a+b—c)b+c~a)c+a—b)>0. (1)
Lako se vidi da za pogitivne brojeve a, b i ¢ mode biti negativan najvise jedan od
brojeva a4+ b—e¢, b+ c—a, ¢+ a— b. Nejednakost (1) vai ako i samo ako je
a+b>e¢, b+c>a, c+a>b
62.3.1. Za sve z;, 3 € R, zbog a > 0, vadi:

(252) - (232) (252 e
=a£=L+ 2.-.;:: +z3 +§=1-;-::
=32_’{+2’§‘@{—3=1=3+§ﬂ+5=1;t:
Sa:i;—z; 51142-3:3_“'

_ (az} +b21 +¢) + (azf + bza +¢)

2
_ (=) + f(z3)

2
Jednakost vaZi ako i samo ako je £; = z3.

+c

+c
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62.3.2. Neka je ABC fiksirani osni
presek date kupe (A je vrh kupe). Oznaéi-
mo sa O i O sredista datih lopti,sa Di D,
njihove dodirne tacke (koje pripadaju pos-
matranom preseku) sa kupom, sa E srediste
njene osnove i sa a ugao izvodnice prema
visini kupe (sl. 16). Iz pravouglog AAOD
dobijamo r/AOQ = sina, a iz pravouglog
trapeza 01D, D0 da je d/c = sin . Odatle
sledi r/AO = d/c, tj. AO = cr/d. Zato je

visina kupe
Sl 16.
h=A0+001+0:E =T +c+ R= °('+‘:)+Rd = RC:d.
Ako sa p oznaéimo polupreénik osnove kupe, iz trougla AEC dobijamo

p—htga-Rc-‘-d dfec =R...f_td_
d J1-d%/c Vel —d?’

Zato je zapremina kupe

1 R (c+d)?
Ve A= ad)
a njen odnos prema zapremini vee lopte
(c+d)?
4d(c—-d)’
Da bi taj odnos bio veci ili jednak 2, neophodno je i dovoljno da vazi (¢ + d)? >
8d(c — d), &to je ekvivalentno sa (c — 3d)? > 0.
Jednakost vaii ako i samo, ako je ¢ = 3d. Tada je p = RV?2, h = 4R, pa
je izvodnica takve kupe jednaka /h?+ p? = 3RV2, a povriina *RV2(RV2 +
3RV?2) = 8xR?. 0 C
62.3.3. Trougao M BC) je jednakokra-
ko pravougli (sl. 17), pa je MB = BC; =
AC, — AB = a(v2~1). Iz pravouglog
trougla ABM dobijamo:
AM? = AB* + MB? = a® + a*(V2 - 1)? G
= 2a%(2 - V2).

V:%fR“:

62.3.4. Ako jednakost f(z1) = 0 po- SL. 17.
mnoZimo sa sin z3, a jednakost f(z3) = 0
pomnoZimo sa sin z, i tako dobijene relacije saberemo, dobijamo Asin(z;—z,) = 0.
Kako je z3 — z; # kn, k € Z, sledi da je A = 0. Sliéno se dobijai B = 0.
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62.4.1. Opiti &lan datog niza jednak je a,(z) = log(z!/?") = -251; log z, pa je
_a(z) _ (ogz)/* _1
a-1(z) ~ (logz)/2"~' ~ 2
i taj niz je geometrijski (za logz = 0 je aa(z) = 0). Zbir odgovarajuceg reda je

S(z) = %;}5 = 2logz.

Skiciranje grafika te funkecije prepuitamo Eitaocu.
62.4.2. Jednostavnim trigonometrijskim transformacijama dokazuje se da je

Zato te funkcije imaju osnovni period jednak 2x/4 = x/2 i vadi 3y — 2y = 1.
Jednatina y = yz2 + 1/16 ekvivalentna je sa cosdz = 1/2, pa su joj redenja

n w

62.4.3. Neka je ¢ dufina nepoznate stranice i § = %(a + b+ ¢). Iz uslova
zadatka, primenjujuéi Heronov obrazac, dobijamo

Vile— - 0e-a = 3¢,
§to posle kvadriranja i sredivanja daje sledecu jednacinu po nepoznatoj ¢:

5¢t — 2(a® + 6%)c? + (a* — )7 = 0.

Diskriminanta ove jednaine je
D = —4(a* — 3a%? +b*) = —4 (:.’ i +2\/Eb’) (a’ s 5'2—“552)
i nenegativha je ako i samo ako je
LRp

Tada ta jednaéina ima redenja ¢? = %(a’ + b? + /D) (u sluéaju kada je a = b,
jedno od reenja je jednako nuli, pa otpada; u sluéajevima kada je D = 0 redenja
se poklapaju).
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62.4.4. Traieno geometrijsko mesto je jedan od konusnih preseka: elipsa ako
je e < 1, parabola ako je ¢ = 1 i hiperbola ako je e > 1. Dokaz te injenice moée se
nadi u svakom udibeniku analititke geometrije (negde se navedeni uslov uzima za
definicioni za pojam konusnog preseka).

63.3.1. Neka je p? > Z %f'edino u tom sluéaju data jednatina ima realnih
rebenjs), A5 Dis= B2 2"“"’. Tada je

4q—%+x)==(u\/?ﬂ-&q’ > 0.

63.3.2. Data nejednaéina ekvivalentna je nejednaéini
(z — 3a)(z + 2a)
(z —a)(z +a)
Skup reéenja te nejednaZine je
(=00,0)U(0,+00), akojea =0,
(—00,2a)U (~a,a)U(3a,400), akojea >0,
(—00, 3a) U (a,~a) U (~2a, +00), ako je a < 0.

z —

>0.

—cosw

. Koristeéi tu
1+ cos

63.3.3. Primetimo da za 0 < ¢ < 7 vaii tgg =
formulu dobijamo

v l—cosz 1-—cosy 1—cosz
I‘.g’ +t5’ +tg’ 1+ous=+1+cocy+l+cmz

_b+c a a+c—&+a+b-c
“b+c+a a+c+b a+b+e

—

z vy, z_ [latdb—c)btc— a}(c-]-—a—b)
63833 =) @+b+ 00 M
2 —al
Na osnovu kosinusne teoreme dobijamo cosa = m’;—;—i. Dalje je
1_6’+c’—a’ -

- (- _(a=btc)atb=0)
[ (b+c)’—u3 (b+c—a)b+c+a)
YT

o
tg 5:

Sli¢ne formule vage i za tg% itg % Na osnovu tih formula lako sledi

ﬁ'tgz ‘ﬁan-c)(u-c—a)(c“-b) @

€3 tg2 (a+b+c)®

Iz jednakosti (1) i (2) lako sledi tg = tgzt; =tg = 2 l;ggtg2
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- Ct  63.3.4. Nekaje A;ABCD data pi-

] ramida (sa osnovom ABCD), zatim

; ABCDA,B,C, D, paralelepiped (sa ivi-

: By cama BB;, CCy, DD,), V zapremina

Dy tog paralelepipedai M i N redom sredi3-
=N ta dui A; D i A;C (sl. 18). Tada je

p“" - ey - -‘b‘; l
s Va,aBcD = E’;V'

Ak Va,aBnm = VD, 4,48 = VD, a,MN
1 3

1 3
Sl. 18. = EV - ﬁV = E;V = EVa,ucn-

Prema tome, ravan ABN M deli zapreminu piramide A; ABCD u odnosu 5:3.

63.4.1. a) Dobija se piramida &ija je osnova kvadrat sa dijagonalom 2a — 2z.
Lako se dobija da su boéna ivica i visina piramide redom jednake va? + z? i v/2az.
Zapremina piramide je

vie) = S22 BV ooy

prifemu je 0 < z < a.

C
ﬁ\’
a
D

x

¥ ' y —zs=
Xg a A c B
Sl 19. Sl. 20.

b) Odredimo izvod funkcije V(z):

>0, akoje 0 < z < a/5,
, _Eﬁa{u—:)(a—h} _ S
Wie) = 3 W =0, akojez=a/5,

<0, akojea/S <z < a.

Prema tome, funkcija V(z) raste na intervalu (0, a/5) i opada na intervalu (a/5,a),
a u tagki z = a/5 ima maksimum.



68 SAVEZNA TAKMICENJA 63.4.2
¢) Drugi izvod funkcije V je
2v/2a 1522 — 6az — a?

) -
Vi(z)= 3 - , 0<z<a.
Kvadratni trinom 15z — 6az — a? ima u intervalu (0,a) nulu zo = ﬁm‘/—ga. To

je prevojna taéka funkcije V &iji je grafik dat na sl. 19.

63.4.2. Neka je ABC jednakokraki trougao sa osnovicom AB i neka je D
presek simetrale ugla A sa krakom BC, sl. 20. Tada je

BD ¢

56:; i BD+DC=a,
odakle lako dobijamo BD = ——— DC = —=——. Na osnovu kosinusne teoreme
imamo &te a-fe
a2\, A
(u+c) =a +d°—2¢dcm§—,
2
ac _ 2 _ d
(a-l-c.) = +d? 2cdcm2.
T A & _ c?a(2a +¢) s
Elunmacuomcmi lako dobijamo d? = @re

63.4.3. a) Neka je E presek ravni § i
prave AB. Trougao SEB je pravougli, pri
éemu je ZSBE = x/2, LSEB = =3, pa
odatle lako sledi BE = z/v/3. Tatka E
je unutrainja tatka dufi AB (tj. krug K i
ravan # imaju dve sajednitke taZke) ako i C
samo ako je 0 < z < 2RV3.
b) Neka je 0 < z < 2R3 i neka je O
centar kruga K. Tada je

OFE = |BE - BO| = %—Rl~ Sl. 21.

Primetimo da su trouglovi CEQ, CEA, SBE, SBA, SEC pravougli sa pravim
uglom redom kod temena F, E, B, B, E, sl. 21. Na osnovu Pitagorine teoreme
redom dobjjamo

2
'_co- 0= - (Z _g) =2 _Z
cB'=00-08' =R - (5 -r) =22,

? 9Rz 22 2Rz
40 = aztront= (1= %) 4 22y 2
SC’:SE’+CE’=SB’+BE’+CE’=z’+?-§—§'—,
SC?+ AC* =22 +4R* = BS? + AB? = SA?.
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Prema tome i trougao SC A je pravougli sa pravim uglom kod temena C. Analogno
se dokazuje da je ugao SDA prav.

¢) y=SA?4+SD? 4+ AD?+SC?+ AC?* +CD* =3-SA* + CD?

5 , 8R 2
== —_ 1 %
3: +ﬁz+ 2R

d) Koordinate temena dobijene parabole su z = -%’ﬁﬂ, y= %R’, odakle

eliminacijom parametra R dobijamo jednaéinu geometrijskog mesta temena

_553
V=130 z<0.

(Razmatrali smo dobijenu kvadratnu funkciju kao funkeciju koja je definisana na
skupu svih realnih brojeva. Funkcija y(z), 0 < z < 2RV/3, nema ekstremuma.)

63.4.4. Nekasu Ay(zy,m) 1
Aa(z3,y,) fiksirane tatke na da-
toj paraboli, Ag(zo,1o) proizvolj-
na tacka te parabole, sl. 22. Tan-
gente tg, t;, t2 na parabolu redom
u tackama Ay, A,, A; odredene su
redom jednainama

T—=Zp= %(U_W)!

n
Z—n==—\y—wn)
Ly )

z—23= %(p-m).

Sl. 22.

Neka je S(zs,ys) presek pravih tp
ity, a T(zp,yr) presek pravih 1 i t3. Lako se dobija da je

1 1
vs =5 +w) vr= §(m+w)-

Kako je direktrisa parabole y? = 2pz paralelna y-osi, to je dufina projekcije duii
ST na tu direktrisu jednaka

1
lys — vrl = 5]!41 - w2

i ne zavisi od taéke Ap.
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64.3.1. Iz date jednaéine dobijamo

22=a-b+/a?+b?-8.

Da bi sva redenja date jednafine bila realna neophodno je i dovoljno da je
(a) a®+ 62 > 81i (b) a—b—Va?+b2 —8 > 0. Prvi uslov zadovoljavaju tacke
u Oab ravni koje se nalage izvan kruga a? + b? = 8 ili na njegovom rubu, a drugi
uslov tacke za koje je a > b i ab < 4, tj. tatke ispod prave b = a i izmedju dveju
grana hiperbole ab = 4. TraZeni skup tataka prikazan je na sl. 23.

Sl. 23. Sl. 24.
64.3.2. DokaZimo najpre da, ako su a, b, ¢ dufine stranica datog trougla i

s= %(u + b+ ¢) njegov poluobim, vadi jednakost

_ 4bes(s — a)
= ey W

U tom cilju oznaéimo sa A, B i C temena trougla, sa D presek simetrale ugla
kod A sa stranicom BC, sa z i y dufine odseéaka koje ta simetrala gradi na BC
i o = ZADB (sl. 24). Iz relacijaz+y=aiz:y =c: b dobijase z = 51—:
y= ba_' S druge strane, primenjujuéi kosinusnu teoremu na trouglove ABD i

c
ADC, imamo
=22 432 —2zs5c08p,

B =y? + 82 + 2ysq cos .

Ako prvu od te dve relacije pomnoZimo sa y, a drugu sa z i dobijene jednakosti
saberemo, dobijamo
Ay + bz = azy + as’.

_ Zamenjujuéi vrednosti za z i y i relavajuéi po 32 dobijamo relaciju (1).
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2
Iz dokazane relacije, s obzirom da je be < 5—;—") , sledi
8o < V/5(s — a).
Na sli¢an nagin se dokazuje da je

sp<Ve(s=b) i s, <s(s—c)

raspsy < Ts\/8(s—a)(s—b)(s—c)=p-p= 7.
Iz prethodnog izvodenja je jasno da jednakost vadi ako i samo akojea=b=c.
D

Zato je

64.3.3. Oznadimo temena osnove pi-
ramide sa A, B, C (A je vrh), vrh piramide
sa D, podnoije visine boéne strane BCD
sa E, sl. 25. Neka je, dalje, krak osnove
b, a polupreénik njenog opisanog kruga R.
Trouglovi DAS i DBS imaju prave uglove
ASD, odnosno BSD, zajednicku stranicu
SDi LDAS = £DBS = ¢, pa su podudar-
ni. Zato je AS = BS i, sliéno, AS = CS,
to znaéi da je S centar opisanog kruga os-
nove i AS = BS = R=>5/(2sina).

Iz pravouglog trougla ABE je AE = bsina, a iz pravouglog trougla DAS je
cos o

SD=Rtga= ztlilmlr.tg«::n:: T P Zato je
1 1 beosa 1
=-AE-S5D = -bsi = =b? ct;
pgAREID e o, =g e

odnosno b7 = 4ptg a. Za sapreminu piramide dobijamo

1 34, § beosa _ 1 gcos?a 4coffa 3/2
3 g¥ on(180° ~20) oy = 5" sne _ 3 ena (ptg )™

¢ 64.3.4. Jasno je da sbir treéih stepena (alge-
barskih vrednosti) projekeija vektora AB, BC i CA
na osu | moie biti jednak nuli samo u sluéaju da je
jedna od tih projekcija jednaka nuli, tj. da je jedna
od stranica trougla ABC normalna na osu [.

V=

64.4.1. a) Funkeija je definisana za svako

z € Rineparna je. Nulnimakjojupok'lapaju‘nng-

lom i znakom argumenta. Zbog ¥’ = (1—2az’)e™"* ,

ima ekstremne vrednosti za z, = *1/V2a, i to

minimum y, = —1/v2ae, odnosno maksimum y, =

1/+/2ae. Intervali monotonosti, kao i konveksnosti prikasani su na grafiku (sl. 27).
Kako je y" = 2az(2az3 — 3)e=%*", prevojne tatke su (£v/3/2a,%/3/2a¢%).
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Sl. 27.

b) Zbog z. = £1/v/2a, ye = £1/v/2ae, sve ekstremne taike pripadaju pravoj

y=z/ /e g .
— -az? _ (1 — o—ab? : .
) P(b)=fjze~o="dz = se(1=e), Jlim P(}) = 5.

64.4.2. Oznaéimo centre datih lopti sa A;, RieRy
B, i Cy, a polupreénike sa Ry, Ry i Rz, 8l. 28. U A, =
pravouglom trapesu ABB) A, je AB =¢, BBy =
Ry, BijAy = Ri+ Ry i AJA = Ry, pajec® =
(Ri+Ra)?—(Ry—Ra)? = 4R\ Ry. Sliéno se dobija g, R Ry [Re
a® = 4RyR3ib® = 4RsR;. Iz poslednje tri relacije
se dobijaju traiene vrednosti polupreénika:

-
———
-
—

S

ca
By=3-y Ra=g5 Rs= 5 o
B - -

64.4.3. Da bi brojevi 2, V6 i 9/2 bili &lanovi jednog aritmeti¢kog niza,
neophodno je i dovoljno da postoji realan broj d i prirodni brojevi k i I, takvi
da je

V6 -2 =kd, g—ﬁ:u.

Medutim, to je nemoguce, jer bi tada bilo

E_v6-2 _ 20116 - 30)
I~ 26 57 !

sto nije racionalan broj.
Dati brojevi su élanovi geometrijskog niza sa korficijentom ¢, tako izabramim

da je
_"/E_ 9 _ i_s-s_
7 =¢" —‘/-...( ) _qﬂ

za neki prirodan broj k.
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64.4.4. Data nejednakost ekvivalentna je sa
a® +b% + ¢ — 2(b?c? 4+ 2a® + a?H?) <0,
odnosno sa
—(a+b+c)a+b—c)(b+c—a)(c+a-b)<0,
tj, zbog a, b, ¢ > 0, sa

(a+b+c)d+e—a)(e+a=2b)>0.

Odatle sledi tvrdenje zadatka.

64.4.5. Svaki Eetvoroclani skup koji sadrii po dve od datih tafaka sa svake

od datih pravih odreduje taéno jednu od opisanih preseZnih taéaka i obrnuto. Zato

je trageni broj jednak (';‘) (;‘)

65.3.1. P(m) = m* = (2? = 2)m? 4 (z = 1)3 = (m? — z + 1)(m? - (z - 1)?).
Resenja date jednacine su
zy=m?+1, z2=m+1, za=-m+1l.
65.3.2. Neka su a, b, ¢ ivice kvadra i neka je ¢ = Vab. Prema uslovu zadatka
= a+b+Vab=s, o+ +ab=d?

odakle dobijamo (s — vab)? = d? + ab i Vab = (s* — d*)/2s, pri Eemu mora biti
s > d. Dalje lako dobijamo

Gb=(sz—dz)= a+b=s’+d’*’_

2s 2s

Prema tome, a i b su redenja kvadratne jednacine

, #+d s=-d9)‘_
t 2s t+( 2s =}

po nepoznatoj ¢. Ta jednadina ima realna redenja ako i samo ako je

2 2 Bl 2
s2 4+ d? _4 § d? >0,
2s 2s
tj. ako i samo ako je 3d? > 5. Konaéno, pri uslovu d < s < dv/3 dobijamo traZene
brojeve

82+ d% +/(3d% — 5?)(3s? = d?) 5?4+ d® — \/(3d% — s?)(3s%2 —d?) 5% — d'"

45 ! 4s : 2s
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65.3.3. Primetimo da je

sinz +sin3z +sin5z _ sin3z(1+ 2cosz)
cos T + co83z + co85z = cos3z(1+ 2cosz)’

Zadatak je odrediti sve realne brojeve za koje vazi
1
tgdz > 1, cos.:#-—i, 0<z<2n.

Skup svih takvih brojeva jednak je

) ((Ak+D)x (4k +2)x
*l:!l( 12 ' 12 )

65.3.4. Neka je ABCDA, B,C,D, da-
ti paralelepiped (ABCD je jedna strana, a
AA,, BB,, CC,, DD, su ivice paralelepipe-
da) i neka je

x  LBAD=LDAA, = LA AB = 60°.

Uvedimo pravougli koordinatni sistem tako
da vazi:

1) koordinatni poietak O poklapa se sa tatkom A,

2) tacka B pripada pozitivnom delu z-ose,

3) taéka D pripada zOy ravni i ima pozitivnu y-koordinatu,

4) tatka A, ima pozitivnu z-koordinatu (sl. 29).

Neka je a = AB. Tada je ABD jednakostraniéni trougao &ija je visina jednaka
av/3/2, a ABDA, je pravilan tetraedar &ija je visina jednaka @¢v/6/3. Na osnovu
toga lako odredujemo koordinate svih temena paralelepipeda:

A(0,0,0), B(a,0,0), C (E ﬂ.u) D (.‘.’.. “_ﬁ'g) A (%’%'ETJE) ,

Sl 29.

- R 2" 2
3a av3 aV6 2av/3 a6 2av/3 a6
& (?’T'T)'C‘(“‘T'T)’ “ (TT)

203 2 /B 2
Daljejed? = AC? = (2a)3+( as ) +(a3 ) = Ba?, paodatle sledi a = d//6.
Dalje lako dobijamo duiine dijagonala paralelepipeda:

BD, = DB, = CA, = d/\3.
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65.4.1. Tradeni zbir jednak je

E oj+k-1 k 2 _ k

s T £=E;(2j+t-l)=!{—k2-—1]+iz.f

j=1 i=j i=1 i=1
=k’{k-—1)+tk(k+ll=k.,-

2 2
65.4.2. a) S obzirom da je y = 3z? 4+ p, to data funkcija ima lokalne ek-
stremume u tatkama z; = —/=p/3, z2 = \/—p/3, ako je p < 0. Zato je
- i O B (R 2 iR _P
Mm = y(z1)y(z2) = (3\/ 3 91/ 3 +q) ( 3\/ 3 +P\/ 3+q)
_ _EEJ_E) 38}_2)-2 4 v

4
b) Sistem jednaéina
M-m=-2P [P_4 (—2°-2p+¢=0
3 3
X
ima tano jedno redenje: p = —3, ¢ = 2. h 3D b1 2
Grafik funkcije y = z2 — 3z + 2 prikazan je na
sl. 30. Sl 30.

65.4.3. Konstruisano je ukupno 35 pravih (10 odredenih tatkama Ai, 10
odredenih tatkama B; i jo& 15 pravih koje spajaju tatke B; sa temenima petougla).
Svaku od tacaka A; sadrZi tatno 7 od tih pravih, a svaku od tataka B; sadrii taéno
8 od tih pravih. Broj svih tataka u kojima se seku taino dve od konstruisanih

IR R R

65.4.4. Neka su ivi¢ni uglovi datog triedra
3 jednaki ¢ (pri ¢emu je 0 < ¢ < 27/3) i neka
su a(= AB) i h redom osnovna ivica i visina iz
temena S tetraedra SABC, sl. 31. Tada je
a? =1 +1% -2 cosp = 4P sin’%,

c a = 2lsin

L)

S1. 31.
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Zapremina tetraedra jednaka je

Ha’\/3

=3 =1 "HE/_ in2 ¥
V(p)_s 2 _sl’am 5|3~ 4sin” .

Izvod funkeije f(t) = tv/3— 42, 0 <t < 3/4(= sin®x/3) je
>0, akoje0<t<1/2,
§oi jel < /

f'(it) = =0, akojet=1/2,
:/- — 41
= <0, akojel/2<t< 3/4.

Prema tome, funkcija f dostife maksimum za ¢t = 1/2, a funkcija V(p), 0 < ¢ <

. 1l .
27 /3, dostize maksimum za sm’-;: =3 tj. za o = x/2.

66.3.1. Iz uslova
aabb = 1100a + 116 = 11(100a + b) = k?, keZ,

dobijamo da mora da bude 100a + b = 11, € Z, gde a, b € {1,...,9}. Provera
pokazuje da je jedina moguénost da to bude ispunjeno | = 8, a = 7, b = 4; zaista
je 882 = T744.

66.3.2. Neka su SABC i SA,B,C; te
traedri za koje vaZi uslov zadatka i neka je

v=¢BSC (= £B,SCy),

a p ugao izmedu prave SA i ravni BSC, sl. 32.
Visine tetraedara SABC i SA; B,C) iz temena

A i A; jednake su redom SAsing i SA;singp. 4
Zapremine tih tetraedara su

. -;-SB - SCsiny SAsin g,

. %S,Bl - SCysiny SA; sin ¢,

VsaBc =

[ R R

Vsa.B,c, =

pa odatle sledi
Vsapc _ SA-SB.SC

Vsa,Bic, SA1-SBy-SCy
66.3.3. Data nejednaéina ekvivalentna je sa

2(V3 - 1)sin*z + (1 - 3v3)sin®z + 1> 0.
Oznaéimo sa yy, ¥2 (y1 < y2) resenja kvadratne jednaéine

AVI-1)?+(1-3v3)y+1=0.
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Lako je proveriti da za njih vagi 0 <y < 1 < ¥a. Uzimajuéi u obzir da mora
biti 0 < sin?z < 1, odatle dobijamo da je data nejednatina zadovoljena za 0 <
sin’ z < y, odnosno |sin z| < ,/§1. Dakle, vrednosti z € [0, 2x] koje zadovoljavaju
jednaéinu su:

0 < z < aresin /y;, w—aresin/y <z < x-+arcsin /31, 2r—arcsin /iy < z < 27.
66.3.4. Pod datim pretpostavkama sistem ima jedinstveno resenje:

,_@-Yd-9 _{d-ad-9 _(@d-ad-b
(a—=b)a—¢)’ (b—a)(b—c)’ (e —a)(c—1b)

Sl. 33.

66.3.5. a) Oznaéimo sa B dodirnu tacku datih krugova i sa D srediste dui
C,Cs, sl. 33. Duii EA,, EB i EA; su medusobno jednake — ozna&imo njihovu
duinu sa z. Dui ED je srednja dui trapeza A;C,Cz A3, pa je jednaka poluzbiru os-
novica: ED = 2 B S8 C,D = DC,. Zato tatka E pripada krugu nad preénikom
C,C», pa je ugao Cy EC; prav.

b) Oznaéimo sa F) i F3 sredista osnova dobijene zarubljene kupe, asa Ry i Ay
njihove polupreénike. U trapezu Fy F343 A, je EB srednja dui, pa je Ri+ Ry =2z.
Povrsina omotaza kupe je M = x(R, + Ry)2z = 47z, Iz sliénosti trouglova EBC,
i C, BE dobijamo ryr; = z?, pa je M = 4xryry.

¢) Kako je

2
M = 4xriry < 4n (rl -;1‘:) = wa?

i jednakost vazi ako i samo ako je ry = ry, to je traena maksimalna vrednost ra?
i postignuta je kad zarubljena kupa prelazi u valjak.
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£6.4.1. Imamo
=1 z;:wsz?’+isin??', z3 =m%+in’n%,
Ijxq =3, ZI|XI3=1I3 i IaZy = I).
Odatle direktno sledi data relacija.

66.4.2. Traieni broj jednak je (2)2’ - 35 = 489888, jer 3 mesta na kojima
# natina, zatim na svakom od ta tri

¢e stajati crne kuglice moZemo izabrati na (3)
mesta mofemo postaviti crnu kuglicu na 2 naéina, a na svakom od preostalih 6
mesta mofemo postaviti belu kuglicu na 3 nafina.

66.4.3. Treba dokazati da su brojevi n i 3n 4+ 1 uzajamno prosti i isto za
brojeve 2n + 1 i 3n + 1. Ako bi n i 3n + 1 imali zajednicki delilac: n = kd,
3n+1=ld, d € N, sledilo bi 1 = (I — 3k)d, &to je moguée jedino za d = 1. Sli¢no,
iz 2n+1=kd, 3n+ 1= l;d sledilo bi 1 = (3k; — 2l;)d, tj. d= 1.

66.4.4. a) Koristeci poznatu nejednakost |sint| < |t|, ¢ € R, dobijamo

r—In

2

T—Z) z4z;
cos

1
3 2 —]:—z;]ﬁm.

|sinz — sin z;| = 2 |sin <2

b) Odgovor je negativan. Naime, izaberimo z; = v/nx, n € N. § obzirom da
Je
T

2

lim (1 /1 +nx— \f-ﬂf) = lim 2 =0,
fn—00 2 n—oo ’*
E +nr 4+ /nr

za dovoljno veliko n bice ﬂ'% +nx — /ar < §, ma kakvo bilo unapred zadato

§>0. Dakie,akoizaberem:=1f§+nr, bicez€e Ai

e e = Tl s RS
|sin z? — sinz}| = Is.m(2 4+ nx) —sinnx|=1> T
Y 67.2.1. a) Teme parabole
y= (k-}»l)d&z—?tt-l-i‘— 1,
-
\ x k # —1, ima koordinate
PR S O
_— TR X
Geometrijsko mesto temena takvih pa-
rabola je skup

Sl. 34.
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{(:FVJ |y=z—l,z#l}
b) Svaka od parabola date familije sadrii tatku (1,0), sl. 34.
k-1

c) Resenja jednatine (k+ 1)z —2kz+ k—1=0suzy =1,z = e s
d) Trageni brojevi su 2, 5, 8, 17.

67.2.2. Neka je f(n) =9n? + 3n—2.

a) Za svaki ceo broj n vazi f(n) =1 (mod 3), odakle sledi da broj f(n) nije
deljiv sa 9 ni za jedno celobrojno n.

b) Vagi: f(4k) = —2 (mod 4), f(4k+1) = 2 (mod 4), f(4k+2) =0 (mod 4),
f(4k + 3) = 0 (mod 4). Broj f(n) je deljiv sa 4 ako i samo ako je ostatak pri
deljenju broja n sa 4 jednak 2 ili 3. D

67.2.3. Neka je ABCD dati kvadrat i
Ay B, C, D, upisani kvadrat, pri éemu tatke A,,
By, C:, D, pripadaju redom stranicama AB, D,
BC, CD, DA. Oznaéimo sa R i r poluprei-
nike upisanih krugova u kvadrat 4;B,C,D; 1
trougao A, BBy, sl. 35. Tada je

A;By=2R i AB+BB, =a, Al
pa, poéto je trougao A; BB, pravougli (sa pra- SI. 35.

vim uglom kod temena B), to je a — 2r = 2R. Zbir povriina upisanih krugova
Je

Rix+4rixr = (g—— )=r+4r’r= (Srz—ar+a7:-)r
= [5(r--1%)2+a5—2]t X

i ima minimalnu vrednost za r = a/10. Oznalimo AA; =z, A1B=y. Zar = af/10
dobijamo R = 2a/5 i

z+y=a, z’+y’=4R’=%a’,
. Y Ve 1 V7
odakle lako sledi z = (-2--?0-)&111:_ (2+ IO)G'
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67.2.4. Neka je § ravan koja sadrii centar date sfere i tacku M ravni o, a
normalna je na ravan a. Oznaéimo sa p presek ravni a i 5, a sa k presek date sfere
i ravni #. Neka je P pol prave p u odnosu na krug k i m polara tatke M u odnosu
na isti krug, sl. 36. Tada prava m sadrii taike u kojima tangente iz M na krug k
dodiruju taj krug, a kako M € p, to P € m. Ravan koja sadrii pravu m (pa prema
tome i tatku P), a normalna je na ravan S, deli osvetljeni od neosvetljenog dela
sfere ako je izvor svetlosti u tacki M. Tatka P je pol ravni a u odnosu na datu
sferu, a sadrie je sve opisane ravni.

Sl. 36. Sl. 37.

67.3.1. Data jednaéina ekvivalentna je sa jednainom
Voz + 14+ V52 + 10 = V16 — 4z + /61 — 4z,

pri éemu su svi zapisani izrazi definisani za —1/5 < z < 4. Oznaéimo f(z) =
Voz + 1+ bz + 10, g(z) = V16 — 4z + /61 — 4z. Tada je f(3) = 9(3) = 9. Za
~1/5 < z < 3 vadi f(z) < f(3) = 9(3) < 9(2), aza 3 < z < 4 vadi f(z) > f(3) =
9(3) > g(z). Prema tome z = 3 je jedino resenje date jednaéine.

67.3.2. Neka je s simetrala datog ugla, a ¢, i t; tangente datog kruga koje su
normalne na pravu s. Neka su A;, B; i M (odnosno Az, B; i N) redom preseéne
tacke tangente f; (odnosno t3) sa kracima datog ugla i dodirna tacka sa datim
krugom. Bez smanjenja opatosti moZemo pretpostaviti da tatka A; pripada duii
OA,, a tatka By duZi OB,. Neka je a prava koja sadrii tatku A, i paralelna
je sa OBy, a P, Qi R redom podnoZja normala iz M na prave a, OB, i OA,.
Poéto je a || OB,, to su taike P, M i Q kolinearne, a duz PQ jednaka je visini iz
temena A; trougla A10B, sl. 37. Trouglovi A; RM i A; PM su podudarni jer je
LPAIM = LA1B10 = ZRAM , AAM = A1 M i

LA PM = LA RM = 90°.
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Zato je MP = MR, pa dobijamo MR+ MQ = MP + MQ = PQ. Neka je
X # M proizvoljna tatka datog kruga, a A, i B, redom preseci prave koja sadrii
X i paralelna je ¢, sa pravim OA, i OB,. Analogno kao malopre dokazujemo da je
zbir rastojanja tatke X od krakova OA; i OB, jednak visini iz temena A, trougla
A;OB;. Kako je X unutrainja taka trougla A,0B,, to tatka A, pripada duii
OA, pa je A;0 > A0, a kako su trouglovi A,0B,; i A.OB, sli¢ni (jer imaju po
dve paralelne stranice i nalegle uglove jednake), to je i visina iz temena A, trougla
A,0B; veca od visine iz temena A, trougla A;OB;. Time je dokazano da od svih
tataka datog kruga tatka M ima najvedi zbir rastojanja od krakova datog ugla.
Sli¢no se dokazuje da je kod tatke N taj zbir minimalan.

67.3.3. Koristeci formulu 2cos?z = 1 + cos 2z datu nejednaéinu mozemo
zapisati u obliku

(1+V3)sin2z > 14 v3+ (V3 - 1) cos 2z. (1)

Neka je t = cos2z. Ako je z resenje date nejednaiine, onda je sin2z > 0, tj.

sin2z =v1-1%i
(I+V3)V1-1221+V3+(V3- 1) (2)

Nejednacina (2) se moZe kvadrirati jer su obe strane pozitivni brojevi. Dobija se
ekvivalentna nejednaéina (po nepoznatoj t) (2t + 1)t < 0 &ije je redenje svaki broj
t € (-1/2,0]. Skup resenja nejednatine (1) je

S={z|-1/2<c082z <0, sin2z>0}

4o . x

= l | — 4 kr, = + kx|.
& 4 3
==—00

67.3.4. a) Neka je O proizvoljna tatka i OM = AOA + (1- .I)O_A;, gde je
0 < A £ 1. Tada je (sl. 38):
MN =0ON - OM = A0B + (1- \)OB, - A0OA - (1- \)04;
= A(OB — 04) + (1 - A)(OB; — OA;) = AAB + (1 - A Bs,
QP = OP - 0@ = AOC + (1 - \)OC; - ADD - (1 - \)0OD;
= MOC - 0D) + (1 - A)(OC, — 0D,) = ADC + (1 - )D:C;
= AAB + (1 - )4, B;.
Prema tome, MN = QP, tj. MN PQ je paralelogram.
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b) Neka su E, E; i R redom sredista paralelograma ABCD, AB,C\Dy o
MN PQ. Tada je

O_R*= %(tﬁ+57«'+(#+b—d)
- %(a+cﬁ+ﬁ+cﬁ)+h;i(ﬁ+5§?+0_0f+ﬁ‘}
= ADE + (1-A)OE;.

Ako je 0 < A < 1, onda tatka R pripada dufi EE,. Obrnuto, neka je X proisvoljna
tatka duii EE; i neka je

OX = pOE + (1 - p)OE;.

Neka su dalje My, Ny, Py, @; redom tatke na dufima AA,, BB,, CCy, DD, koje
dele te dufi u istom odnosu u kome tatka X deli dui EE;. Tada je M;N,PiQ,
paralelogram &ije je sredidte upravo tatka X.

Traieno geometrijsko mesto {afaka je duf EE;.

Dy f(x)

Ol

A

—

12 | 7]
Sl. 38. Sl. 39.

67.4.1. a) Funkcija f(z) = -:—,:’—h-l-p,gdcjep;‘:l],imauh&i-pﬂ
lokalni maksimum jednak 2p, a u taéki p/2 ima lokalni minimum jednak 0. Skup
taZaka maksimuma je

{9 |y=—4z, s #0},

a skup tafaks minimums je {(2,0) {2 ¥ 0}.
Grafik funkcije f(z) = 42® — 8z + 1 = (z 4 1)(2z — 1)? dat je na sl. 39,
b) Kako je cos3t = 4 cos®t — 3cost, to smenom z = cost dobijamo

V2

() = f(cost) =4dl,'-3ﬂll+'vej = cos 3t + T
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Skup resenja jednaéine cos 3t = ~v/2/2 (po nepoznatoj t) je

S={-}+? kez}u{%+2—;1 kez}

L]
= | J{t; + 2= | ke 2},

=1

gde je t; = x/4, t; = 5x/12, t3 = 11x/12, t, = 13x/12, ts = 19%/12, ts = 21x/12.
Lako se proverava da vaii cost; = costg, cost; = costfy i cosfy = costy. Prema
or

tome jednaéina 4z% — 3z + % = 0 ima tri refenja: z; = cuz, Z2 = cos

4 12’
5 lix
3—“12.

C=Ms 67.4.2. a) Put do tatke M; se sastoji
od k dugi paralelnih pravoj AC i n— k dugi
paralelnih pravoj AB, sl. 40. Tradeni broj
jednak je (:)

o)+ )+ ()=

¢) Duiina svih puteva je

w

A BeMo < (n\ [, AB AC
a0, g (E) (k-;— +(n- k)-,;—)
n=1 1
_ABZ(,E—I)'( +Acz:i%—)—ﬁ—r'1(AB+AC]

k=1
67.4.3. Primetimo da je

cosa co8la - sin 2a cos a — cos 2arsin &

ctga — ctg2a =

sina  sin2a sin arsin 2
_sin%a-a) 1 kx
" sinasin2a  sin2a’ nkouré{ 2 ,EEZ}.

Stavljajuci u jednakosti ctga — ctg2a = sin12n umesto « redom vrednosti z, 2z,

we{E

i sabirajuéi dobijene jednakosti, dobijamo

22z, ...,2" 12, pri ¢emu
]

1 L]
2 —5 - = Ctgz —cig 2"z,
lmlsm? z
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67.MO.1. Primetimo da su log(az+5) i log(z+1) definisani ako je az+8 > 0
1z41> 0i da je diskriminanta D kvadratne jednagine (z 4 1)? = az + 8 jednaka

. 2,; vD Je redenje date jednaéine

D>0, VD<a, aVD<a®-2a+28;

a’?~4a+4p. Na osnovu toga dobijamo: z; =
ako je

_a—2+\/ﬁ

= 2 Je redenje date jednaZine ako je

D>0, VD> -a, oaVD> 2 -a®-28.

Lako se dokazuje da zapisane uslove moZemo izraziti u pogodnijem obliku: z; je
resenje ako je Dy > 0, a > B, a > 0; z, je resenje ako je D > 0 i vadi a > 0 ili
8> e

67.MO.2. a) Kako je nejednakost a > b ekvivalentna nejednakosti o > 8, to
je (a = b)(a— B) > 0. Pri tome jednakost vaii ako i samo ako je a = b. Slino je
(b=¢e)(B~7)20i(c—a)(y—a) >0, pasledi

(@a=b)(a=B)+(B-c)B-7)+(c~a)(y—a)20. (1)

Koristeci uslov @+ #+ ¥ = =, nejednakost (1) mozemo ekvivalentno transformisati
na sledeéi naéin:

a(2a-BF-7)+b28-7-a)+c(2y-a-pB) >0,
a3 — ) + 53~ 1) + c(3y - 7) 20,
aa+b8+cy) > w(a+b+c),
L3 aa + bf + cy
3= a+b+e

Jednakost vaii ako i samo akojea=b=c.
b) Kako je zbir dve stranice trougla veéi od treée, to je

(b+c—a)a+(c+a—b)B+(a+b—c)y >0,

pa dalje lako sledi:

af+y—a)+by+a=-P)+cla+8-7)>0,
a(x —2a) + b(x — 28) + c(x — 29) > 0,
m(a+b+c)>2aa+ b8+ ),
aa+bf+ey =

a+b+c <.2-'
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67.MO.3. Neka je O proizvolina tatka. Kako tagke P i R pripadaju ravni
kojoj su paralelne prave AD i BC, to te tatke dele dugi AB i DC u istom odnosu,
tj. postoji realan broj A, takav da vagi

OP = 04 + (1-A)0B, OR =\0D +(1-\)OC. (1)
Analogno dobijamo da postoji broj , takav da vagi

03 = uDA + (1 - OB, 0B = uDB + (1 - w)OC. @
Neka je X tacka duzi PRiY tatka duii QS odredene uslovima

OX =208 +(1-2)0G, OY = uOP +(1 - u)OR, 3)

sl. 41. Iz jednakosti (1), (2) i (3) sledi

OX = OY = AuDA + (1 - \)uOB + (1= A)(1 — w)OC + A(1 - u)OD.

Prema tome, X =Y, prave PR i QS se seku, a tatke P, Q, R, S pripadaju isto]
raval.

Sl. 41. Sl. 42.

67.MO.4. Iz uslova zadatka sledi da su trouglovi ABC, BCD, CDE, DEA
i EAB podudarni, pa su dijagonale AC, BD, CE, DA, EB petougla ABCDE
medusobno jednake. Neka je f(A) = B, f(B) = A, f(C)=Ei f(D) = D. Tada je
f izometriéno preslikavanje skupa {A, B,C, D} na skup {4, B, E, D} i jednoznaéno
se moZe produiiti do izometrije celog prostora. Ta izometrija je jedno od sledeéa
dva preslikavanja:

1) Simetrija u odnosu na ravan 7 koja sadrii srediste D, duii AB i normalna
Je na pravu AB. U ovom sluéaju tacke C i E su medusobno simetriéne u odnosu na
ravan 7. Zato je AB || CE, pa sledi da taike A, B, C, E pripadaju jednoj ravni.
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2) Simetrija u odnosu na pravu DD;. U ovom sluéaju srediste Dy duii CE
pripada pravoj DD,, pa tatke C, D, E, Dy, D, pripadaju jednoj ravni.

Analogno zakljuéivanje moZemo ponoviti polazeéi od skupova {B,C, D, E},
{C,D,E,A}, {D,E,A,B}ili {E, A, B,C} umesto skupa {A, B,C, D}. Ako su bar
dva od parova taéaka Ci E, Di A, Ei B, AiC, B i D simetriéni u odnosu na
ravni koje se definidu analogno definiciji ravni », onda od datih pet tagaka mofemo
izabrati bar dve Zetvorke komplanarnih taiaka, pa sledi da su i sve date tacke
komplanarne.

U suprotnom, sredidta bar Zetiri od dijagonala CE, DA, EB, AC, BD pri-
padaju redom pravim DD,, EE,, AA,, BB,, CC,, gde su A,, By, Cy, Dy, E;
redom sredista duii CD, DE, EA, AB, BC. Bar dve od te éetiri dijagonale polaze
iz istog temena petougla ABCDE. Neka su to, na primer, dijagonale CE | CA, t).
neka sredidta Dy i B; dijagonala CE i CA pripadaju redom pravama DD, i BB;.
Tada su komplanarne tatke C, D, E, By, Dy, D3. To isto vaidi i za tatke A, B,
C, Dy, B,, B;. Prema tome, ravan odredena taikama B,, C i D, sadrii svaku od
tataka A, B, C, D, E.

67.M0.5. a) Nekajec#0i va+ b=+ +c+ b +c. Tadaje
a+b=a+b+2+2Va+evb+te, ti. e=—vatecvb+e

Zatojec<0,a> —c>0,b> —c >0, pa dalje redom dobijamo

C’={ﬂ+c)(6+c}, ab+bctca=0, i—+%+%=0.
b) Neka jea > 0,6 > 0, al+il+;=1-=0. Tada jec < 0i ab+be+eca = 0, odakle

sledi ¢ = (a+¢)(b+¢). Kako je c <0, to je ¢ = —y/(a +¢)(b + ¢). Brojevia+ci
b+ c su istog znaka. Akojea+c<0ib+c<0,ondajec<—-a<0,c<-b<0,
pa sledi [e+a] < [e], |b+¢] < |e] i (@ + €)(b+ ¢) < ¢?, &to je kontradikcija. Zato je
a+c¢>0,b+ c> 0, pa dobijamo:

ce=—-va+evb+e,
a+b=a+b+2c+2vVa+cvb+e,
a+b=(Vate+vb+ec)?

i konaéno va +b=+va+c+vh+e

67.MO.6. Neka su k,, k; i k3 redom krugovi opisani oko trouglova APN,
BMP | CNM. Razmotrimo sledece sluéajeve:
a) Krugovi k; i k3 imaju dve zajednicke tagke M i Q i taika Q se nalazi unutar
trougla ABC, sl. 43. Tada je
INAP 4+ ZNQP =180° — LNCM — LPBM + 360° — ZMQN - ZPQM
= 180° 4 360° — (LNCM + LMQN) - (LPQM + LM BP)
= 180° + 360° — 180° — 180° = 180°,
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Sl 43. Sl 44.

pa sledi da tatka Q pripada krugu k.
b) Krugovi k; i ks imaju dve zajednicke tatke M i Q i tatke A i Q se nalaze
sa raznih strana prave BC, sl. 44. Tada je
ENAP+ ZNQP = LINAP 4+ LNQM + LM@QP -
=LNAP+ ZNCM + LMBP = 180°,

pa sledi da taka Q pripada i krugu k;.

¢) Krugovi k3 i k3 imaju zajedni¢ku tatku Q van trougla ABC, ali sa iste strane
prave BC sa kaje je i tatka A, sl. 45. Tada je ZANQ = 180° - ZCNQ = LCMQ =
180° — ZQMB = 180° — ZQPB = ZAPQ, pa tatke A, Q, P, N pripadaju istom
krugu.

Sl. 45. ' Sl 46.

d) Krugovi k3 i k3 se dodiruju u tacki M, sl. 46. Tada se centri krugova k; i
k3 nalaze na pravoj BC, pa je ZCNM = ZMPB =90° i

LNAP + LNMP =360°- ZMNA - ZMPA = 180°,
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odakle sledi da taZka M pripada krugu k;.
e) Sluéaj kada krugovi k3 i k3 imaju zajednicke taZke M i Q, pri éemu je Q = P
ili @ = N je jednostavan i njegovo razmatranje prepustamo &itaocu.

67.MO.7. Neka je A, srediite stranice BC A
trougla ABC, sl. 47, i neka su a, b i ¢ prirodni
brojevi, takvi da vaii BC = AA; = a, CA =},
AB =¢. Tada je

5&!3
¥ = < ¢ ? cos LAA,C,

2
A= %—+a’mm1c

odakle sledi 5a%/4 — b? = ¢ — 5a%/4, tj. 5a® = 2(b? + c?). Iz poslednje jednakosti
sledi da je a paran broj. Lako se proverava da za a € {2,4,6,8,12,14} jednaZina
5a% = 2(b + ¢*) nema redenja u skupu prirodnih brojeva za I:oja. vaii b+ ¢ > a,
c+a>b,a+b> e Zaa = 10 jedino redenje za koje vaie navedeni uslovi je a = 10,
{b,c} = {9,13}. Obim odgovarajuceg trougla je 32. Ako za prirodne brojeve a, b,
¢ koji mogu biti duiine stranica trougla vaii 5a® = 2(b% + ¢?) i a > 16, onda je
a+b+¢>a+a > 32. Prema tome, dufine stranica traienog trougla su 9, 10, 13.

67.MO.8. Datu nejednakost dokazujemo metodom matematiéke indukcije.
Za n = 1 ona prima oblik 1 + a; < 1 + a; i odigledno vasi. Pretpostavimo da za
neki prirodan broj n vadi

. 47.
sLar. gL

(L+a1)(1+a3)-- {l+d..}<1+5n+£+ +§n— (1)

Na osnovu binomne formule dobijamo da za nenegativne brojeve ay, ..., a,, any
i svaki prirodan broj k € {1,2,...,n} vaii
(@14 +6n+a41)* 2 (a1 + - +an)" + k(a1 + - + an)* " Tany,
odakle sledi
S,f S* okt 2
R R P T @
gde je Sp41 = a3y + -+ + @n + @n41. Na osnovu binomne formule takode sledi
S:j-l _ (8 + @ap1)*! 5 (n+1)Stany: _ S7 3)
(r+1)!-  (n+l)! = (n41) T~ al"tE
Na osnovu induktivne pretpostavke (1) i nejednakosti (2) i (3) dobijamo

(1+a1)--(1+an)(1 +an41) < (1+Sn+£i+ +%) (1+an)

n si Sh-l Su
< 1+E( Ef—l)-,ﬂuu) + S on+
k=1

Sty . . st
< n b=t 2 SR
14 Spp1 + 9 +(n+1)'

Time je dokaz zavrien.
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67.MO0.9. Kakoje z,22+z2Z3+ - -+Z,zy = 01kako je svaki od brojeva z;z3,
ZoZ3, ..., TaZy jednak 1ili =1, to medu tim brojevima ima isti broj pozitivnih i
negativnih. Zato je n = 2k, gde je k prirodan broj. Primetimo da medu brojevima
z1Z3, Z3Z3, -- ., £nZ) ima onoliko negativnih koliko u nizu

Ty L3y c0vy Tpy T

ima &lanova sa razli¢itim predznakom od prethodnog &lana. Kako su u tom nizu
prvi i poslednji élan jednaki z,, to je broj promena znaka u njemu paran. Prema
tome, postoji prirodan broj ! takav da vaZi k = 21, tj. n = 4l

67.M0.10. Pretpostavimo da ne postoji
tatka koju sadri svaka od datih pravih. Neka
je A ona od preseénih tafaka datih pravih i p
ona od datih pravih za koje vaii:

a) tatka A ne pripada pravoj p,

b) rastojanje od tatke A do prave p je mi-
nimalno.

Prema uslovu zadatka tacku A sadrie bar
tri od datih pravih. Neka te prave seku pravu p
u tackama By, By i B3 i neka je, na primer, tatka By izmedu taZaka B, i Bs, sl. 48.
Bar jedan od uglova AB; B, i AB;Bs nije oétar. Neka je, na primer, ZAB; B3 > 90°.
Tada u trouglu AB;Bs vaii ABs > B2 Bs, pa sledi d(B2, ABs) < d(A, B1Bs), to
je kontradikcija. (d(X,Y Z) je oznaka za rastojanje tatke X od prave Y Z.)

67.MO0.11. Neka je n > 7 i neka je S = {A;, Az,..., Az} podskup datog
skupa tataka. Pretpostavimo da nikojih pet od tacaka skupa S ne pripadaju jednom
krugu. Neka je k; krug koji sadrii etiri od tataka A;, A;, A3, A4, As, na primer,

Sl. 48.

Ay, Az, A3, AqE k.

Neka je ky krug koji sadrii Zetiri od tataka A;, Az, As, As, As. Tada krug k; ne
sadrZi neku od taiaka A;, Aa, A3, jer bi se u protivnom poklapao sa k, i sadriao
bar pet od datih n taaka. Neka, na primer,

Az, As, As, As € k2.

Neka je ks krug koji sadrii cetiri od tataka A,, As, A4, As, As. Lako se dobija

Az ¢ ks, tj.
Al) A‘I ASI AG € ka'

(U ostalim sluéajevima k3 se poklapa sa nekim od krugova k; i k3 i sadrZi bar pet
od datih n taéaka.) Neka je k4 krug koji sadrZi Zetiri od tadaka A;, Az, Az, As, A7
Tada krug k4 sadrzi tacku A, (inage se poklapa sa k; i sadrZi pet od datih tacaka)
i ne sadrii svaku od taiaka A, A2, A3 € k,. Neka, na primer,

Ay, As, As, A7 € kq.
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Neka su ks, kg, k7 krugovi koji sadrie po Zetiri take redom iz sledeéih petoélanih
skupova

{Az, A3, Ay, As, A7}, {A1, Az, A5, As, A7)},  {As, Ay, As, Ag, A7)
Lako se dokazuje da vagi
Az, Ag, As, A7 € ks, Ay, Az, As, A7 € ks, Aa, Ay, As, A7 € k7.

Sl. 49. Sl. 50.

Pretpostavimo da se tatke A;, A3, A3, A4 u zapisanom redosledu pojavljuju
na krugu ky, sl. 49. Kako krug k; sadrii tatke Ay i A, a krug ks sadrii tadke A, i
A4, to se zajednicke tacke As i As tih krugova obe nalaze unutar ili obe van kruga
ky. Pretpostavimo da su taike As i Ag unutar kruga k,. Tada se i tacka A, nalaszi
unutar kruga k;, jer '

Ag, A7€ ke Nk7, Ay, A3 € kg, A3, A4 Eky.

Medutim, kako A;, A3 € k4, A2, A4 € ks i As, A7 € k4N ks, to se jedna od taiaka
Ag i A7 nalasi unutar, a druga van kruga k;. Dobijena kontradikcija dokasuje da
bar pet od talaka skupa S pripada jednom krugu. Pretpostavimo da krug k sadr#i
tatke A;, Az, As, A4, As. Neka su X i Y neke dve od datih taéaka za koje vadi X,
Y ¢ {A1, Az, As, Ay, As}. Pretpostavimo X ¢ k, Y ¢ k.

Neka je ¥’ krug koji sadr#i Eetiri od tacaka A;, A4, 4s, X, Y, a & krug koji
sadrii Zetiri od taiaka A;, As, As, X, Y. Tada jedha od tafaka Ay, Ay, A5 ne
pripada krugu k¥’. Neka, na primer, 4;, Ay, X, Y € ¥, sl. 50. Sli¢no, jedna od
tataka Az, A3, As ne pripada krugu ¥’. Neka, na primer, A3, As, X, Y € ¥,
Tada nikoje ¢etiri od tataka As, Ay, Ay, X, Y ne pripadaju jednom krugu, 3to je
kontradikcija. Prema tome, najvide jedna od taiaka X i Y ne pripada krugu k, pa
lako sledi da najviSe jedna od svih n tataka ne pripada krugu k.

Za n = 6 tvrdenje ne vaii, sl. 49, za n < 5 oéigledno vadi, a za n < 5 gubi
smisao.
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68.2.1. Da bi leva strana jednafine bila definisana, mora biti z > 1/5 i
v 2 1/5, odnosno, s obzirom da z i y teba da budu celi brojevi, z > 1iy > 1.

Takode, mora biti z — % <5iy-— % < 5, odnosno z < 5iy < 5. Potraiimo
ona redenja jednaéine za koja je z < y; oznaéimo y = z + k. Tada trafimo redenja

jednadine
/ 1 / 1
=+k_g__,f5'_. ;-E

2a koja je z € {1,...,5}, k € {0,...,5 — z}. Poslednja jednaiina se, posle
dvostrukog kvadriranja, transformise u

k? — 10k + 29
20 !

8to pri datim uslovima ima jedino refenje £ = 1, z = 1. Dakle, jedina moguéa
redenja date jednaiinesu z =1,y =2iz = 2, y = 1. Lako se proverava da ona
zaista zadovoljavaju jednaéinu.

68.2.2. Da bi tangentne dugi iz tataka C i D na neki krug bile jednake,
neophodno je i dovoljno da su taéke C i D podjednako udaljene od centra tog
kruga. Dakle, centar traienog kruga pripada simetrali du#i CD, tj. nalazi se u
preseku simetrala duzi AB i CD.

Konstrukciju i dokaz prepustamo Zitaocu. Zadatak ima redenja ako simetrale
duzi AB i CD imaju (jednu ili vise) zajednickih taéaka i ako krug sa centrom u
nekoj od tih tadaka koji sadrzi A i B ne sadrZi u svojoj unutradnjosti tacke C i D.

M
Sl 51. Sl. 52.

68.2.3. a) Neka je SABC data piramida (sa vrhom S), A,, By, C;, M, N,
P redom sredidta duii SA, SB, SC, BC, CA, AB; dalje neka je s data sfera i k i
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k; redom njeni preseci sa ravnima ABC i By MC,. Kako su prave BC, CAi AB
tangente na sferu s, to su one tangente i na krug k (redom u tatkama M, N i P).
Zato je

AB=2AP=2AN = AC=2CN=2CM = BC,
tj. trougao ABC je jednakostraniéan. Dalje, ako je O, srediite kruga k,, onda su
tacke B i By simetriéne tackama C i C u odnosu na pravu Oh M, sl. 52, pa sledi

ByB=C,C, tj. SB=SC.

Analogno je SA = SB. Time je dokazano da je SABC pravilna piramida.
b) Neka je O centar date sfere, R njen polupreénik, T i T; teiista trouglova
ABC1 AB,C,,h=8T, y=0T,a= AB = SM, sl. 51. Tada je

1av3)'_ 1,

3 2 12

Kako su trouglovi OTP i OT A, pravougli (sa pravim uglovima kod temena T i
T1), to je

h’:.S'M‘—MT’:d’-(

R®=0T*+TP? = OT} + A\T},
2 za_f,s)’..(&_ ) (ui)
”"’(32 =\z7Y) Y37 )

Dalje lako dobijamo h/2 -y =y, tj. y=h/4i R = 3a/8.

68.2.4. Za datoa > 0 uvek postoje realne vrednosti za z sa proizvoljno velikom
apsolutnom vrednodéu koje zadovoljavaju datu nejednaéinu. Pretpostavimo zato
da je a < 0. Tada je uslov naveden u zadatku ekvivalentan uslovu da jednaéina

az’ +(1—a*)z—-a=0

ima oba korena po apsolutnoj vrednosti manja ili jednaka od 2 (lako se proverava
da su njeni koreni uvek realni i razli¢iti). Kako su ti koreni z; =a iz; = —1/a, to
je navedeni uslov ispunjen ako i samo ako je —2 < a < -1/2.

68.3.1. Sistemn ima smisla ako i samo akojem,n€Ria >0, a+# 1. Pri tom
nepoznate treba da zadovoljavaju uslove z, y > 0i y # 1.
Ako uvedemo smenu log, z = z,, log, ¥y = y1, dati sistem se moZe napisati u
obliku i
mz; = ny, zl—ylz—l-. {l)
n
U sluéaju da je m = 0, mora biti i n = 0 (jer nije dozvoljenc y; = 0). Tada se sistem

2
svodi na jednaéinu £, — ¥y = z1/y ¢Eija resenja su parovi oblika (y LI 1,y1) za
—

1 # 1, pa su resenja datog sistema u tom sluéaju svi parovi oblika

_log,y
(ylag.y-—l'y)’ y>ﬂly#ls y#a-
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Pretpostavimo sada da je m # 0. Redavanjem siatem: (1) tada dobijamo da
: .. n )
za m = n nema redenja, a 38 m # n redenje je par m(n_m),n_m).‘l‘ada]e

resenje datog sistema ,

(o, ax25).

),

%4

Sl. 53.

68.3.2. Data relacija moie se napisati u obliku
1 - z ; z
3 (Jsins +con 3|~ fin - con3|) <
5l+%(|ain2=+cos2:|+1sin2:-coszzl).

Leva strana ove dvostruke nejednakosti ima vrednosti:

sin(z/2), zaz€[0,x/2)],
L={ cos(z/2), 1zazé€(x/2,3x/2)],
—sin(z/2), zaz € (37/2,27],

a desna:
1+4cos2z, zaz € [0,x/8]U(7x/8,9x/8] U (15x/8, 2],
Be 1 4+sin2z, zaz € (x/8,3x/8]U (97/8,11x/8],
T ) 1-cos2z, zaze€ (3r/8,57/8)U(11%/8,13x/8],
1-sin2z, zaz€ _(5:'/8,7!/8] U (13#/8, 157/8].

Skup tagaka ravni 2Oy za koje je 0 < z < 2 i L <y < D prikazan je na sl. 53.
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68.3.3. a) Neka prava OX ima jed-
naéinu y = tz, ¢ > 0; tada prava OY ima

Jednaéinu y = —==z. Njihovi preseci sa
datom parabolom (osim tatke O) su

x(2.2), v, -om).
Zato srediste Z duZi XY ima koordinate

:..—.p(lz-}-il-':—), y:p(-l+-:-).

Eliminacijom parametra ¢ dobijamo jed-
natinu trafenog geometrijskog mesta

vy’ = p(z — 2p).
Lako se proverava da svaka tacka te parabole jeste srediite jedne od opisanih dufi

XY.
b) Prava XY ima jednaéinu

AW l = E . i
(- t*) ‘ (‘ f’) a (”' : ) ' (" )
Direktno se proverava da tu jednaéinu, za proizvoljno t, zadovoljavaju koordinate
tacke (2p, 0).
68.3.4. a) Iz datog identiteta (koji se dokazuje direktnom proverom) sledi

Sl. 54.

zy+yr+iz= %[(z+y+z)’— %((z-r)’+(y—z)’+(z—z)’)] < %a’,

pri é¢emu se jednakost postife ako i samo ako je r = y = z = §/3. Dakle, traiena
maksimalna vrednost je s?/3 ako su z, y i z jednaki medu sobom.
b) Tvrdenje zadatka sledi iz dvostruke nejednakosti:

(F+y+2) 22+ + = (2 +y+2) - 2Azy+yz +22) 2 5" - gs’= %s’.

pri éemu se jednakost na prvom mestu postize ako i samo ako su dva od brojeva z,
y, z jednaki nuli, a na drugom ako i samo akoje z = y = 2.

68.4.1. Iz ¢ | p—1sledi ¢ < p, pa kako je p prost,izp | ¢®—1 = (¢—1)(¢*+¢+1)
ip>g—1,sledip|q¢®+q+1. Nekaje ¢ +¢+1= kpi, suprotno tvrdenju, k > 1.
Tada iz ¢ | p— 1 dobijamo p— 1 = lg za neko ! € N, pa je

C+g+1=k(lg+1)=kig+k.
Odatle sledi ¢ | ¥ — 1, pa je k > ¢+ 1. No, onda je
CHe+12@+)lg+1)2¢ +29+1,
§to je nemoguée. Dakle, morabitik=1ip=¢*+q+1.
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68.4.2. Neka se, pod datim uslovima, moZe formirati n ekipa. Uoéimo sve
dvotlane podsku ;we skupa od 25 uéenika — njih ima (2:) = 300. Svaka od n
ekipa sadrzi po (2) = 10 takvih dvo¢lanih podskupova. Zbog uslova zadatka dva
para iz ragli¢itih ekipa su razli¢ita, pa mora biti 10n < 300, tj. n < 30.

Napomena: Mo#e se dokazati da se moZe formirati 30 ekipa na opisani naéin,
tj. da je » = 30.
68.4.3. a) Lako se izvodi da je polu-
preénik upisanog kruga pravouglog trougla
sa hipotenuzom c i oétrim uglom a jednak
e, . .
-i(lma + cos a — 1). Dati trouglovi

A

ABA;, BA\ By, A\B1A;, BiA3B,, ...

su pravougli sa oétrim uglom e i hipotenu- B B B2 - C
zama jednakim redom (sl. 55) Sl. 55

'h_l_' hh hl sin o, hl 'iﬂ’ﬂ'.
8iln o

Zato je traZeni zbir povréina njihovih upisanih krugova:

S

]

hi(sina + cosar — 1)? [--:;l;-;+1+lin’u+...]

k3
4
LAY (lina'l-cosa-l)‘
4! sina cosa ;

b) Izraz u poslednjoj adi ima na intervalu o € (0,x/2) maksimum za
a = x/4 koji iznosi 4(3 — 2v/2), pa je Smax = ¥hi(3 ~ 2V2).

68.MO.1. Pretpostavimo najpre da postoje tri od datih Sest tafaka (neka su
to A, B i C) koje pripadaju jednoj pravoj i neka je B izmedu A i C. Tada je

d> AC > 2min{AB, BC) > 25,

odakle je d/6 > 2 > V3.

Neka sada medu datim tatkama ne postoje tri kolinearne. Dokazademo da
neke tri od njih obrazuju trougao &iji je jedan ugao veéi ili jednak 120°.

Formirajmo konveksni omotaé datih Sest tadaka, tj. najmanji konveksan skup
koji ih sadrii. On mode biti trougao, Eetvorougao, petougao ili sestougao. Razmot-
rimo posebno svaki od tih slu¢ajeva.

U slutajevima da je taj konveksni omotaé trougao, etvorougao ili petougao,
sl. 56, bar jedna od datih taZaka lefi unutar tog omotata, pa je jasno da postoji
trougao &ija su temena date tatke, unutar koga se nalasi jedna od datih talaka.
Ako tu taZku spojimo sa temenima trougla u kome se nalasi, zbir triju uglova
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Sl. 56.

éije je teme uolena taZka biée 360°, pa je bar jedan od njih veéi ili jednak 120°.
Odgovarajuéi trougao zadovoljava postavljene zahteve.

Ako datih Sest tataka obrazuju konveksan Sestougao, zbir uglova tog sestougla
je 720°, pa je bar jedan od njih veéi ili jednak 120°.

Uotimo sada trougao &ija je egsmtencua dokazana,; neka su njegova temena A,
BiC inekaje ZBCA > 120°. U njemu je

d> AB = /AC? + BC? — 2AC - BCcos ZBCA > \/52 + 62 + 262 - 1]2 = /3,

Zime je dokazano da je d/6 > /3.

Napomena: Dokazana procena d/é > /3 nije najbolja moguéa. Mode se
dokazati da vadi d/6§ > 2cos18° = 1,90, pri éemu se jednakost postize ako su pet
od datih taéaka temena pravilnog petougla, a Sesta je njegovo srediste.

68.M0O.2. Dokaiimo najpre da je navedeni uslov dovoljan. Pretpostavimo,
dakle, da je za neko € N ispunjeno n! = n(n - 1){an+ 1), tj. (n—2)! =an + 1
i da, suprotno tvrdenju, broj n nije prost. Neka je p bilo koji njegov prost delilac.
Tadajel <p<n-2 pap|(n-2). Medutim, an + 1 nije deljivo sa p jer p | n.
Ova kontradikcija dokazuje da n mora biti prost broj.

Da bismo dokazali da je uslov dat u zadatku neophodan, dokaZimo najpre
slede¢a dva pomocéna tvrdenja:

LEMa 1. Neka su a i m uzajamno prosti prirodni brojevi. Tada brojevi a, 2a,

., ma, uzeti u nekom poretku, daju ostatke 0, 1, ..., m — 1 pri deljenju sa m.

LeMa 2. Ako je p prost broj, tada za svaki ceo broj k, 2 < k < p— 2, postoji
taéno jedan ceo broj I, 2 <! < p— 2, takav da je kI = 1 (mod p), pri Eemu je
14k

Za dokaz leme 1 primetimo da brojeva a, 2a, ..., ma ima koliko i ostataka 0, 1,
..., m—1, pa je dovoljo dokazati da ne postoje razli¢iti brojevi kil, 1 <k, [ <m,
takvi da ka i la daju isti ostatak pri deljenu sa m. Medutim, ako bi bilo ka = la
(mod m), tj. m | (k — l)a, s obzirom da su a i m uzajamno prosti, a |k — I| < m,
sledilo bi k — | = 0, &to je iskljuéeno.
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Na osnovu leme 1, 2a 2 < k < p— 2, brojevi k, 2k, ..., pk daju, u nekom
poretku, ostatke 0, 1, ..., p — 1 pri deljenju sa p. Medutim, k # 1 (mod p),
(p—1k=p—k#1 (modp) i pk=0 (mod p), pa znaii jedan (i samo jedan)
od brojeva kl (I = 2, 3, ..., p— 2) daje ostatak 1 pri deljenju sa p. Da ne mode
biti I = k dokazujemo na sledeéi naéin: kongruencija k? = 1 (mod p) ekvivalentna
jesa (k—1)(k+ 1) =0 (mod p), &to povlati k =1 (mod p) ili k= —1 (mod p), a
oboje je iskljuéeno pretpostavkom 2 < k< p-—2.

Iz dokazane leme 2 neposredno sledi da ako je n prost broj, onda se Einioci 2,
3, ..., n—2 proisvoda (n — 2)! dele na (n — 3)/2 para, tako da proizvod Elanova
svakog od parova daje ostatak 1 pri deljenju sa n. Zato jei (n—2)! =1 (mod n),
éto i znaéi da je 3a neko a € N ispunjeno n! = n(n — 1)(an + 1).

|

81 57.

68.MO.3. a) Neka se dati trougao nalazi u kompleksnoj ravni i neka njegovim
temenima A, B, C odgovaraju, redom, kompleksni brojevi a, b, c. Tada tatkama
C) i C; (oznatenim na sl. 57) odgovaraju, redom, brojevi
b—a 2a+b . 2a+b+b—a_a+2b
3 3 3 3 3°
Tagka C’ se dobija rotacijom tatke C; oko tacke C; za —«/3, pa njoj odgovara broj
2"; M (m% - isin%). Na sli¢an nain se dobija da tackama A', B', A",
B", C" odgovaraju kompleksni brojevi:

a+

4 2b+¢ ec—-b xr .. 7
A 3 + 3 (ooes—:mn3),
. 2¢4+a a-c r ., x
B 3 +T(cos§—lun§),
- 264+¢c c-b o ¥
A 3 + 3 (cos3+1sm3),
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i 2c+a a-c B X
B 3 + 3 (coss+:sm3),

2a4b b-—a A

i’ et L —_ —
c" 3 3 (oos3+lsm3).

Rotacijom taike B’ oko tatke A’ za x/3 dobija se tatka kojoj odgovara kompleksan
broj

2b+¢ ec-—0b r .. T c+a-2b x .. T a+b—2¢
3 T3 (‘“‘3'”‘“3)+ 3 (“’“3*"‘“3)* 3
2a4b b-a r .. %
=3 + 3 (msa-tsmg),

dakle tacka C'. Zato je trougao A’B’'C’ jednakostranian. Na sli¢an nacin se
dokazuje i da je trougao A”B"”C" jednakostraniéan.

b) Tezistu T trougla ABC odgovara kompleksan broj %(a + b+ c), tezistu T'
trougla A’B'C’ broj

1[3a+ 364 3¢ ¥ -]
3 [T-‘-D' (oosa —tsms)] = §(a+b+c),
a isti broj odgovara i tezistu T trougla A” B”"C", ¢ime je tvrdenje zadatka doka-

zano.

68.MO.4. Bez ogranicenja opstosti moiemo pretpostaviti da je k = 0 (inage
bismo umesto datog polinoma P koji uzima celobrojne vrednosti u tackama k, k+1,
..., k4 n, posmatrali polinom P;(z) = P(z + k) koji uzima celobrojne vrednosti
u tackama 0, 1, ..., n).

Tvrdenje zadatka éemo dokazati indukcijom po n. Pretpostavimo, najpre, da
je P(z) = az + b polinom prvog stepena, takav da su P(0) = bi P(1) = a + b celi
brojevi. Tada je i a ceo broj, pa polinom P zaista za svako celobrojno z uzima
celobrojnu vrednost.

Pretpostavimo sada da svaki polinom @ stepena n — 1 koji u taékama 0, 1,
..., n— 1 uzima celobrojne vrednosti, uzima takode celobrojne vrednosti u svim
celobrojnim tackama. Neka je P polinom stepena n, takav da su P(0), P(1), ...,
P(n) celi brojevi. Tada je

Q(z) = P(z + 1) - P(=z)
polinom stepena n — 1 (zasto?), takav da su
Q(0)=P(1)-P(0), Q(1)=P(2)-P(1), ..., Q(n-1)=P(n)—P(n-1)

celi brojevi. Na osnovu induktivne pretpostavke zakljuéujemo da polinom Q uzima
celobrojne vrednosti za svako celobrojno z. No, odatle sledi da i polinom P ima tu
osobinu — to se moze, na primer, zaklju¢itl indukcijom po z € Z, jer je

P(n+1) =Q(n)+ P(n), P(-1)=P(0)-Q(-1)
1 tako dalje.
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68.MO.5. a) Datu sumu napisimo u obliku

S(z,n) = Z (z+p)z+4q) = z (22 + (p+¢)z + pq) = Az* + Bz + C,

p.g=1 p.a=1
P#q P#qe

gde su A, B, C koeficijenti koje treba odrediti. Parova (p,q) za koje je p, ¢ €
{1,2,...,n}ip#¢giman?’—n,paje A=n?-n.

q A
n n+l n4+2 n+3 ... 2n-1 2n
n-—1 n n+l1 n4+2 ... 2n=-2 2n-1
3 4 5 6 n+2 n+3
2 3 4 5 n+l n+4+2
1 2 3 4 n n+l
Sl. 58. 1 2 3 n-—1 n P

Da bismo izra¢unali koeficijent B, poredajmo sve zbirove p + ¢ u tablicu kao
na sl. 58 (tu se nalaze i oni za koje je p = ¢). Odatle se lako vidi da je
B=24+2-3+344---+(n=1n+nn+1)+(n—-1)(n+2)+ -
+2(2n=1)+2n—-(244+---+2n)
=(24+2n)+2(24+2n)+ 324+ 2n)+ - +(n—-1)(2+2n) + n(n+ 1)
-2(14+24---+n)

=2fn+l)@ +n(n+1)—2w= (n = n(n + 1).
q A _
n n 2n 3n ... (n=1n n?
n—1 n—1 2n—-2 3n-3 ... (n=1)? (n-1)n
3| 3 6 0 In-3  3n
2 2 4 6 9 —2 2
1 1 2 3 n-1 n R
S1. 59. 1 2 3 n-1 n P

Na sliéan naéin, koristeci tablicu na sl. 59 u kojoj su zapisani svi proizvodi pq,
dobijamo
C=(1+2+---+n)+2(1+2+---+n)+---+n(l+24+---+n)
(14224 ... 4n?
_nn+1)nn+1) n(n+1)2n+1) 1
T2 2 6 T 12

(n = n(n + 1)(3n +2).
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Dakle je
S(z,n) = (n = )nz? + (n— Un(n+ 1)z + é(n = 1)n(n + 1)(3n + 2).
b) Redavajuéi jednaéinu S(z,n) = 0 dobijamo

L2 E 2/ CEVE]
& - ,

§to ée (za celobrojno n) biti celi brojevi ako i samo akojen=3k*—-1, ke N.

68.MO.6. Pretpostavimo najpre da se centri
sfera S i S’ poklapaju. Tada su strane datog te-
traedra podjednako udaljene od centra S opisane
sfere, pa su preseci odgovarajuéih ravni sa opisa-
nom sferom podudarni krugovi. Uglovi BAC i
BDC su, dakle, periferijski uglovi u podudarnim
krugovima nad tetivom BC, sl. 60, pa su medu-
sobno jednaki — oznatimo njihovu vrednost sa a.
Na sli¢an natin dobijamo da je

Sl. 60. 3
LCBA=/LCDA=p, LACB=/ADB=+, LABD=/ACD =5,
£ZBCD = /BAD =&, ZCBD = LCAD =¢.

Iz trouglova ABC, BCD, CDA i DAB dobijamo:
a+PB+7=180°, a+e+(=180°, B+6+(=180°, v+ &6+¢=180°

Iz prve dve jednafine ovog sistema sledi da je #+ v = £ 4+ {, a iz druge dve
B+ ¢ =7+¢. Iz te dve relacije dobijamo da je § = ¢ i ¥ = (. To ima za posledicu
da su trouglovi ABC i DCB podudarni, odakle je AB = DC i CA = BD. Sliéno
se dokazuje i da je BC = DA.

Neka je sada ispunjen uslov jednakosti mimoilaznih ivica. To znaéi da su
strane tetraedra medusobno podudarni trouglovi, pa su i oko njih opisani krugovi
podudarni. Dakle, te strane su podjednako udaljene od centra S opisane sfere oko
tetraedra, 8to znaéi da se centar S’ upisane sfere poklapa sa S.

69.2.1. Ako je m # —1, onda je data jednaéina ekvivalentna sa jednadinom
, Sm+6 6m+5
z? — r =

m+1 m+1 =9
i ima redenja z; i z; za koja vaZe jednakosti
Sm+6 1
ntnS Yl Tt
6m+5 _ 1

e T R
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Sabiranjem ovih jednakosti dobijamo
z1+z3+ 7123 =11

69.2.2. Akojen=2k+1, gde k € {0,1,2,...}, onda je

2k
390 4 990 = 277h+1 4 g3 = (27 4 8) ) (- 1Y 270,
j=0
pa je broj 33" 4 23" deljiv sa 27 + 8 = 35.
Ako je n = 2k, gde k € {1,2,3,...}, onda je

k-1
. 33— 9 = 3%k _ 98k — 729% — 64" = (729 64) ) 720"~ ~I64

ji=0

k-1
=35-19) 729*"1-764,
i=1
pa je broj 33" — 2% deljiv sa 35.

69.2.3. Oznaéimo sa k i k; redom date kru-
gove sa centrima O i O;. Pretpostavimo da krug
k3 sa centrom O3 i polupreénikom z dodiruje kru-
gove k i ky i pravu OO, redom u tackama A, BiC,
sl. 61. Oznaéimo OC = ¢. Kako je 0,02 = R/2+
z£,00;,=R—-z,0,C=12,C0,=R/2+cikako
su trouglovi 02CO 1 0,C0; pravougli (sa pravim
uglom kod temena C), to na osnovu Pitagorine

teoreme dobijamo
R 2 , R 2
(§+c) +z _(E+:) ) Sl. 61.

d+22=(R-1z2)%,

tj. Re + ¢ = Rz, ¢ = R? — 2Rz. Eliminacijom c iz ovih jednakosti dobijamo
z = 4R/9. Primetimo da je 0,0, = 1TR/18, 00; = 5R/9.

Konstrukeija. Konstruisimo krug ks sa centrom O, i polupreénikom 17R/18 i
krug k4 sa centrom O i polupreénikom 5R/9. Neka je O’ presek krugova ks 1 ks.
Konsuruisimo krug k4 sa centrom O i polupreénikom 4R/9. Tada je k3 traZeni
krug.
Dokaz. Krugovi ks i k4 se seku jer brojevi 17R/18, 5R/9 i R/2 zadomlja\;aju

potrebannn i dovokjan uslov da mogu biti stranice trougla. Kako je (%R) >
(gﬂ) + («2@) , to je 0,050 tupougli trougao sa tupim uglom kod temena O.
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Prema tome, taéka O se nalazi izmedu taéke O, i podnoija C' visine trougla 0,050
iz temena 0. Oznatimo C'O = ¢’ i C'0% = h. Kako su trouglovi 02C'0 i 05C'0,
pravougli sa pravim uglom kod temena C’, to je

B (gn)g _ = (%R),— (%n*)z.

Dalje lako dobijamo ¢ = R/3 i h = 4R/9, pa krug k%, dodiruje pravu 00,. Iz

jednakosti 0,04 = %R = % + %R sledi da krug &, dodiruje krug k,. Kako je
00, = Vel +ht= §R= R- %R,

to se i krugovi & i k dodiruju.
Diskusija. Krugovi ky i F, imaju dve preseine tatke, pa zadatak ima dva

69.2.4. Neka je ABDA, data pirami-
da i neka su svi iviéni uglovi kod temena
A pravi. Neka je dalje ABCDA,;B,C,D,
paralelepiped (sa jednom stranom ABCD i
ivicama BB,, CCy, DD,), sl. 62. Neka je O
srediste duzi AC) i T tegiste trougla A, BD.
Tada je O centar opisane sfere oko paralele-
pipeda ABCDA, B,C,D, (pa prema tome
i oko piramide ABDA,). Prava AC, je pre-
sek sledeée tri ravni:

ABC\D,, ACC)A,, ADC,B,.
Kako srediste X duZi BD pripada pravoj AC, to tefidna dui A, X trougla A, BD
pripada ravni ACCyA;. Sliéno se dokazuje da i ravni ABC\D; i ADC, B, sadrie
po jednu tefisnu duf trougla A;BD. Prema tome, tatka T pripada preseku te tri
ravni, tj. pravoj AQ.

Sl. 62.

69.3.1. Primenjujuéi kosinusnu i Pitagorinu teoremu dobijamo
AB?+AC?-BC? a’+b+a?+c?—b?—c? _ a?
2AB - AC T Va4 b2/al 4 2 T Val+83al + 3

cosa =

Dalje je
Vaib? + b2¢? + cla?
ina=vy1-cos?a = ——————ee
s cos Vva? + b2 Va? + ¢?

Analogno dobijamo

Va?b? + b2c? + c2a?

b ,
= FEramra S EravRra

pa lako sledi

ctga  cosasinf  a?

ctgf ~ cosfsina =
Sliéno se dokazuju ostali odnosi.
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69.3.2. Ocigledno je da sistem ima sledeéih n resenja
(1,0,0,...,0), (0,1,0,...,0), ..., (0,0,...,0,1).

DokaZimo da drugih resenja nema.
Nekajen=2. Tadaiz z; + 22 = 23 + z3 = 1 sledi

22,25 = (21 + 22)* = (2] + 23) =0,

pa je jedan od brojeva z; i z3 jednak nuli, a drugi je jednak 1.
Nekajen=3. Tadaiz z; +23+23 = 22 4 22+ 23 = 7} + 23 + 23 i jednakosti

’% + 3; +zi=(z1+z2+ z3)? — 2(z122 + 2223 + z311),
B24+2d+23=(n1+z2+ z3)(z? + 23 4 23 — 2122 — 2223 — 2371) + 3217273

sledi 22 + zo23 + 23z = 01 212223 = 0. Prema tome, bar jedan od brojeva z,,
z3, 23 jednak je 0, pa analogno kao u prethodnom slu¢aju dobijamo da je jedan od
ostala dva broja jednak 0, a drugi 1.

Neka je n > 4. Tada iz jednakosti 2 +zi+- 4z = rzi+-+zh=1
dobijamo

£2<1, 73], ..., z2 < 1.

Ako je neki od brojeva z3, #3, ..., 3 (na primer z?) jednak 1, onda je svaki od
brojeva z3, Z3, - .., Tn jednak 0, pa zbog uslova z1 + 22+ -+ zn = 1 dobijamo
z,=1. Akojez? < 1,23 <1, ..., 23 <1, ondaje

B4+ >zi+ri+o 2,

pa n-torka (z3,22,...,%a) Dije redenje datog sistema.

69.3.3. Neka su A, B, : 1
C, D, Ay, By, C\, D, temena
date prizme, pri &emu je os- A
nova kvadrat ABCD stranice
2:1, a A.A;, EBl, CC,[. DD, su
ivice te prizme ¢&ija je dufina
jednaka (1 + V/3)a. Neka je
dalje S presek dijagonala kva- 0
drata ABCD, S; presek dija-
gonala kvadrata A1B1Ci1Dy, x C
O i R redom centar i polupret-
nik date sfere i z = OS, sl. 63.
Trougao OSB je pravougli sa
pravim uglom kod temena S. Sl. 63.

Zato je
5,8 -50=z=+0B?-BS?,

Az
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pa dalje dobijamo

((l-!-\/:?)a---.ilt)2 = R*-2e, R=V3a, z=a.
Ako su A3, B, C3, D, redom taike na ivicama AA,, BB, CC;, DD,, takve da
vaii AA; = BB; = CC; = DD, = 2a, onda je ABCDA3;B,C;D, kocka, a data

sfera je opisana oko te kocke. Deo povrine strane ABB; A, prizme koji se nalazi
unutar kruga opisanog oko kvadrata ABB;A; jednak je

2, 1 2 a’r .,
(2a)? + Z[(w’ﬁ) x - (20)7] = -~ +3.
Deo povriine prizme koji je unutar lopte jednak je

a’x 2 2 2
4 T+3a + 4a :20(8+I’}

|
Yi---- - - - i
e
i i
: i
ili;
— A - N
-.-[---—-'I X—I x
Sl. 64.

69.3.4. Uvedimo pravougli koordinatni sistem tako da se mudrac nalazi u
koordinatnom potetku. Neka se predmet nalazi u tatki (zo,yp). Ne umanjujuéi
opstost razmatranja moZemo pretpostaviti zg > 0, yo > 0. Mudrac moze trafiti
predmet na slededi nacin:

1) Najpre sa najvide &etiri koraka pronade kvadrant u kome se nalazi predmet
(tacnije, kvadrant u kome se predmet nalazi ili od koga je udaljen manje od 1/2),
sl. 64.

2) Zatim se krece po onom delu z-ose koji je granica pronadenog kvadranta,
sve dok ne pocne da se udaljava od predmeta (na primer z koraka), pa se onda
vrati Jedan korak nazad. Pri tome vaZi 2 - 3/2<zp <z —1/2.
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3) Zatim se u uofenom kvadrantu kreée paralelno y-osi (y koraka) dok ne
ugleda predmet. Pri tome vafi
v-1+§5m59+1-
Ukupan broj koraka je najvise A =4+ z + 1 +y, pa imamo

3 3
A=5+3+F55+¢u+—+m+1—£

2 2
1_2‘/5 <V2d+7< §d+7.

=zo+w+T+

Koristili smo tvrdenje: ako za positivne brojeve a i b vai a® + b < d? i % =tge,

0<{p<:1

2 onda je

a+b<d{uinrp+mssa)=\/§dcm(z—«p) <V2d.

69.4.2. Primetimo daje A—B = 2i AB = (a?)?~! — 1. Kako broj A — B nije
deljiv sa p (jer je p prost broj veéi od 2), to nisu oba broja A i B deljiva sa p. Broj
AB je deljiv sa p na osnovu Fermaove teoreme. Zato je taéno jedan od brojeva A
i B deljiv sa p.

y 69.4.3. Ako se elipsa nalazi u-
P/e nutar oblasti ograniéene parabolama
22 =p? +2pyiz? = p? - 2py, gde
Je, na primer, p > 0, sl. 65, onda
se translacijom elipse tako da joj se
P»0 presek osa poklopi sa koordinatnim
potetkom, a zatim rotacijom oko ko-
ordinatnog potetka tako da velika osa
elipse dode na z-osu, dobija elipsa
koja je unutar pomenute oblasti (do-
Sl. 85. kazati!).
Jednaéina traiene elipse-sa maksimalnom povréinom je oblika

2
Ly S m

gde je 0 < b < p/2. Elipsa (1) je cela sadriana u datoj oblasti ako i samo ako za
svako y € (0,b] vaii

z2 — 22 = p? — 2py — (A% - A%y?) 2 0, (2)

gde su z, i z, redom apscise tataka parabole i elipse koje imaju istu ordinatu. Pri
tome, kod elipse koja ima maksimalnu povriinu za neko yo € (0,b] vagi
z2 — z2 = 0. Ako je yo = b, onda je yo = b = p/2, a ordinata temena parabole

= A’y’ - 2py + p’ - A%p? {3)
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nije manja od b, sl. 66. Dakle

iR -
yr=432b=

b

odakle sledi A? < 2. Maksimalna povréina je P, = xAb? = %

Ako je 0 < yo < b, onda
su koordinate temena para- x I

bole (3)
—
yb T A:I \

P '
30=P2"-’i=b:—§=ﬂ, \

b o b Y

odakle dobijamo dve moguée
vrednosti za A% Sl. 66.

N = B ), M= Do+ /B,
2b 2b

Kako je p/A? > b i p/A3 < b, u obzir dolazi samo vrednost A = A;. Povriina
odgovarajuce elipse je P; = xAb?, pa sledi

P}=x"0% = ’2—”’5’@+ Vp? — 4b2).

Maksimum funkcije @(b%) = b2(p + /p? — 4b?) se dostize za b? = 2p?/9. Tada je

. 2p°r
M=3iP,=—5=>P.
Y B

TraZena elipsa je

z‘l‘ yﬂ

—_ —=1.
/3 T 2779
69.4.4. Ako je a =0, onda sistem ima taZno jedno redenje

zy=23=--=z5=0.
Ako je a # 0, onda analogno kao u zadatku 69.3.2. dokazujemo da su
(a,0,0,...,0), (0,a,0,...,0), ..., (0,0,...,0,a)

sva redenja datog sistema.



69.MO.2 RESENJA 107
69.M0O.1. Oznagimo % = Ai; na osnovu pretpostavki zadatka je A; > 0
=12 ...,n)i
MY, MADL ey AR TR, (1)
a, zbog b; — a; = (A — 1)a;, treba dokazati
(A1 =1)a1 + (A2 =1)az + -+ (A — 1)an 2 0.
Koristeéi relacije (1) i nejednakosti izmedu sredina, dobijamo
M21 M+222, .., M+t +A >0
Ako jo§ uvedemo oznake A\; — 1=p; (i=1,2, ..., n), onda imamo

a2a32 - 2a, >0,
#1120, pi+p220, ..., mtpr+--+pa 20,

a treba dokazati
P10y + P30z + -+ G > 0.

To, medutim, sledi iz

#1081 + @202 + - - + linGa
=pi(ay—az3)+ (1 +pa)(az~as)+ -+ (1 +p24+ -+ pn-1)(0n-1 — @)
+(m+pr+-+pn)an 20.

69.MO.2. Oznaéimo h(z) = f(z) — g(z); tada je h(z) polinom stepena ne
veteg od n za koji je

h(:ﬂ) = h'(tl) = h"(z:) _ s == h(n)(:") = 0‘
a treba dokazati da je h(z) = 0. Medutim, ako je
h(z) = ag + a1z + azz® + - + a,z",

tada iz poslednje jednaéine sistema

h(zo) = ag+ a1zo+ @azd+ -+ anzl =0

ﬁ‘(-‘-l) = ay+ 2a3z1+ i + na"z?-l =0
AT(ms) = 203+ o 4n(n-1)a,z;"?=0

K (zp) = (n—=1)!an-1+ nla,z =0

) (z,) = nla, =0
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sledi da je a, = 0, zatim iz pretposlednje da je an—; = 0 itd. Najzad, iz prve
jednaéine tog sistema sledi ¢y = 0. Dakle, svi koeficijenti polinoma A su jednaki
nuli, 8to je i trebalo dokazati.

Sl. 67.

69.MO.3. Vektori _; =A;Az1 T = B, B, su redom vektori brzina tadaka A
i B.' Za posmatraéa iz tatke A tatka B se kreée brzinom koja je odredena vektorom

— —_ — -— —
b — a. Nekasu Z i C tatke odredene uslommﬂ:—a,ﬂ;if: b — a.
Minimalno rastojanje izmedu taiaka 4 i B tokom kretanja jednako je A, X, gde je
X presek prave B;C sa normalom na tu pravu koja sadrii tatku A, sl. 67. Neka

je BiIX =AB,C =AM — a) i neka su Ag i By tacke odredene uslovom
AAc=)a, BiB=2b.

Tatke Ag i By su korespondentni poloZaji taaka A i B tokom kretanja. Kako je

ApBy = A.,,AI+A1X +XB, + BBy
= Aa +AMX =MD =-3)+rb =4, X,

to su Ag i By polozaji taéaka A i B u trenutku kada je rastojanje medu njima
minimalno.

69.MO.4. Neka je {z,z3,...,z3} skup od b uzastopnih prirodnih brojeva.
Tada se medu njima nalazi broj z; deljiv sa b i, zbog a < &, broj z; deljiv sa a.
Ako je i # j, tada je proizvod z;z; deljiv sa ab.

Pretpostavimo da je i = j. Oznaéimo sa d najveéi zajedniéki delilac brojeva a
i b, a sa s njihov najmanji zajednicki sadrzalac. Tada je

ds = ab i s | zi.
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Dokaiimo da bar jedan od brojeva z; + d i z; — d (koji su deljivi sa d) pripada
skupu {z;,Z2,...,23}. Ako to ne bi bio sluéaj, bilobi z; +d >z iz; —d < 7,
odakle bi sledilo 2d > z3 — z; + 1 = b. Medutim, zbog d | b, to bi znatilo da je
d = b > a, pa ne bi moglo da vaii d | a, suprotno definiciji broja d.

Neka, na primer, z; +d € {z,,23,...,,z3}. Tada je proizved z;(z; + d) deljiv
sa ds = ab.

U 69.MO.5. Koristié¢emo oznaku sin(AB) za
sinus diedra sa ivicom AB kod tetraedra ABCD,
kao i analogne oznake u sluéaju ostalih diedara.
Neka je V zapremina tetraedra. tada je

2PaBD
AB

_ 1 2Pscp .
= 3Psco—¢ sin(CD),

A V= %P,mc sin(AB)

B
S8 odakle sledi
AB-CD  _ 4PapcPaspPpcp Pacp
sin(AB)sin(CD) ~ 9v? ’
69.MO.6. Neka je A jedan od datih intervala. Definidimo karakteristiku r(A)

tog intervala na sledeéi nagin: r(A) je najveéi prirodan broj r, takav da skup E
sadrii intervale Iy, I, ..., Ir—1, Iy = A, za koje vaii

I1CI:C”'CL--1CI = A.

Primetimo da ako za dva intervala A i B vaii r = r(A) = r(B), onda nijedan od
njih nije podskup drugog. U protivnom je, na primer, A C B, a osim toga postoje
intervali I, I, ..., I,—;, svi razli¢iti od A i B i takvi da vadi

IICIQC"'CIr—]CACB‘

pa odatle sledi r(B) > r + 1, sto je kontradikcija.

Ako neki od intervala iz E ima karakteristiku veéu od n, tvrdenje je dokazano.
U protivhom karakteristika svakog intervala je broj iz skupa {1,2,...,n}. Kako
skup E sadrii n? + 1 intervala, to na osnovu Dirihleovog principa sledi da bar n+ 1
od tih intervala ima istu karakteristiku. Tada nijedan od tih n + 1 intervala nije
sadrian u nekom drugom od tih istih n + 1 intervala.

70.2.1. Neka su tradeni brojevi #;, 29 i 23. Tadaje z1+22423 =1, 212223 = |

1 1.2 Z3 E7Y I
nzytazztaan=—+— + 3
z3 |z2|

31 2_2' - lzs]? * |2)?
Zato su ti brojevi, na osnovu Vietovih pravila, redenja jednaéine
B-224:2-1=0.
Znagéi, oni su jednaki 1,4 i —i.

=h¥nfm=1
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70.2.2. a) Zbir unutrasnjih uglova pe-
tougla A13101DIE1 iznosi 3 - 180°, a zbir
unutrasnjih uglova desetougla

AABB,CC:DD,EE,

iznosi 8- 180°. Svaki od uglova tog petougla
u zbiru sa odgovarajuéim uglom desetougla
daje 360°, sl. 69. Zato je traZeni zbir uglova
zvezde, koji je jednak zbiru uglova deseto-
ugla kod temena A, B, C, Di E,

Sl. 69.
8-180° 4+ 3-180° — 5 - 360° = 180°.

b) Ako je petougao ABCDE pravilan, on je simetrian u odnosu na simetralu
svakog od svojih uglova, odakle sledi da je AA; = AE, = EE,, AC || ED i
LAAE = LAIED = LCEA = /ZEAA,. Dakle, trougao AEA; je jednakokrak.
Oznaéimo AE = ai A, E| = z. Tada iz sliénosti jednakokrakih trouglova A, AFE; i
A1 EA (koji imaju jednake uglove na osnovici) dobijamo AA; : A1 Ey = A1 E : AA,,
tj. (a — z) : z = a : (a — z). Redavanjem ove jednaéine po z, uzimajuéi u obzir da

je £ < a, dobijamo z = 3 _2‘/53. Petouglovi ABCDE i A;B,CiD1E,; su slicni,

pa je odnos njihovih povriina

Gl (“)2 e
o= = = T— 3.“.5.
R D C ; ; R
70.2.3. DokaZimo najpre da je tac-
ka Py izmedu tagaka D i A, sl. 70.

Kako je tacka P; izmedu A i B, to je
ona izmedu paralelnih pravih AD i BC,
A pa je izmedu D i Py, Dalje, 2bog AB ||
CD, imamo da je tatka B izmedu Ci P;,
Ry A [ B paje P;sonestrane prave AB s koje nije
prava CD. Dakle, A je izmedu P; i Pa.
Iz paralelnosti pravih AD i BC sledi da

S1. 70. je D izmedu P; i C, pa dobijamo da je
P2 P, izmedu Ps i B. Znaéi, P, je izmedu
pravih AB i CD, pa i izmedu taéaka A i D.

Dokaiimo sada da je AP, : PiB = DP, : P4A.

Iz sli¢nosti trouglova AP,D i BP,\P, sledi da je AP, : P,B = DA : BP; =
CB : BP,, a iz paralelnosti pravih AD i P,C da je CB: BP; = DP, : P4A. Dakle,
AP] 5 PxB = DP.| : PqA.

Nastavljajuéi ovaj postupak dobijamo da je taika Py izmedu tacaka D i C i
da je CP;: P;D = AP, : P,B; zatim da je tacka Pg izmedu taaka C i B i da je
BPyo : PioC = AP, : P\B; najzad, da je taka P;3 izmedu taiaka A i B i da je
APi3: P1aB = AP, : P, B. No, to je jedino moguce ako je Pj3 = Py.
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70.2.4. a) Zbog a(a®™ — 1) = a(a — 1)(a + 1)(a?% + .-- + 1), dati broj je
deljiv proizvodom tri uzastopna cela broja, pa i sa 6.

b) Vagi: §' — 5 = a;(a}® = 1) + - - -+ am(a2} — 1); kako je, na osnovu a), svaki
sabirak na desnoj strani deljiv sa 6, to vadi i za razliku S’ — S.

Si. 71.
70.3.1. Neka prava p ima jednafinu z = f, —a <t < a. Tada tatke M i
N imaju koordinate (t,%v‘ai-t’) i (t,-E\/a! —-t’). Prave AM i BN imaju
jednaéine:

] b
y=§ mopite jal m_pite

t+a a a—1’

U njihovoj presetnoj tacki P je :+: = :- ':, odakle je z = a?/t (iskljutuje se

sluéai ¢ = 0 kada su prave AM i BN pualel;e}. Dakle, tacka P ima koordinate
2
z=a—t-, y=;\/n’—t’ (ra<t<a, t#0).
Eliminacijom parametra { se dobija

23
;'-;—%:-=1 (zy > 0),
tj. tacka P pripada jednom od lukova te hiperbole u prvom ili treéem kvadrantu,
Obrnutim postupkom lako se dokazuje da se svaka tacka tih lukova moze dobiti na
opisani naéin.

Sli¢no se dokazuje da je geometrijsko mesto tataka Q unija lukova te hiperbole
u drugom i &etvrtom kvadrantu.



112 SAVEZNA TAKMICENJA

70.3.2. Na osnovu kosinusne teoreme je

b + &2 - a? e +a?-H? a® 46 -¢?
cosa=———— B= e ol ]

e Bea = 7 2ab
Zamenjujudi te izraze u levu stranu jednakosti koju dokazujemo dobijamo

¢+
' B Co8 &

a b c
+(E+;) cosY + (;4’;)60!,3

70.3.2

_F4DF 4l —a) (@448 =) | (@4 @+ - )

2b3c3 2a7h2 2573

232
R P

70.3.3. Odredimo najpre broj &vorova
mreZe kroz koje prolazi dati odsetak. Treba
naéi celobrojna resenja jednaéine 7z — 3y —
5 = 0 uz uslov 0 < z < 100. Sva redenja te
Jjednaéine data su sa
P)

z=5+3t, y=104+Tt, t€Z.

Da bi bilo 0 < z < 100 mora biti -1 <t <

=3

31. Dakle, odsetak (p) prolazi kroz 33 évora 0

koordinatne mrege. "3' 100
Posmatrano ,sleva udesno®, prilikom -2

svakog presecanja neke od linija koordinat- SL. 72.

ne mrezZe, odsetak (p) ,ulazi* u novi kvadrat. Jedino prilikom ,prolaza“ kroz évor
mreZe on preseca dve linije, a ,ulazi“ u jedan novi kvadrat. Zato je broj traZenih
kvadrata jednak broju preseka odsetka (p) sa linijama mrede, umanjenom za broj
&vorova kroz koje on prolazi, tj. 100 4+ 234 — 33 = 301.

B,

—
=

SI. 73.

G

70.3.4. Oznaéimo datu kocku sa
ABCDA,;B,C; D,, prave odredene dija-
gonalama AC i By D, sa p i py, sredijta
osnova sa O i Oy, a krajnje tatke da-
te dudi sa M | M,, pri ¢cemu M € p,
M]_ € n.- D&lie, nethiPmdiﬁta
duii 00y i MM,, sl. 73. Prava p je
normalna na ravan dijagonalnog preseka
kocke BB, D) D, pa je normalna i na pra-
voj OM; u toj ravni. Dakle, trougao
MOM, je pravougli, a P je sredite nje-
gove hipotenuze MM,;, pa je OP =

MM, /2 = ¢f2. Sli¢no se dokazuje da je O, P = ¢/2. Znaéi, trougao 00, P je jed-
nakokrak, a S je srediite njegove osnovice, pa je PS njegova visina. Zakljuéujemo
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da srediste duii M M, pripada krugu koji je u ravni paralelnoj osnovama kocke, &iji
je centar tatka S, a polupreénik jednak Ve —aif2.

Dokaiimo da je pomenuti krug trafeno geometrijsko mesto, t. da je svaka
njegova taika srediste neke duii duiine c sa krajevima na pravim p i p;. Neka je
P proizvoljna taZka tog kruga. Neka ravan odredena pravom p i tatkom P sete
pravu p; u taZki M, a ravan odredena pravom p; i tatkom P seie pravu p u
tacki M (ti preseci uvek postoje). Prva od tih ravni sadrii normalu p dijagonalnog
preseka BDD, B, date kocke, pa je normalna na taj presek. Zato je trougao MOM,
pravougli, a tacka P je sredidte njegove hipotenuze, jer se nalazi u ravni u odnosu na
koju su ravni osnova kocke simetri¢ne. Iz pravouglog trougla PSO u kome su katete
PS = c¥ — a%/2 i SO = a/2 se dobija da je OP = ¢/2, pajei PM = PM, = /2,
#to i snaéi da je P sredifte dufi M M, dufine c sa krajevima na pravim pip.

70.4.1. Na osnovu nejednakosti izmedu sredina je
2 2
logy5-logy 3 < (<425 ) = (Ba) <1

pa je log, 5 < 1/log, 3 = logs 4.

70.4.2. Grupa koja je k-ta po redu ima 1+ (k — 1)n lanova. Prvih k grupa
ima ukupno

§[1+(i—l)n]=i+gi—_;jn

élanova. Zato je prvi Elan (k + 1)-ve grupe
a=1+ [k+ Q"—Tl)in] 20 =1+ 2kn + (k — 1)kn?,

a njen poslednji &lan je
b=a+kn-2n=1+2kn+ k(k+1)n’.
Dakle, zbir svih Zlanova te grupe jednak je

a+b
2

5to je i trebalo dokazati.

70.4.3. Neka je ABCD osnova, a S vrh piramide. Nagibni uglovi boZnih
strana SAB, SBC, SCD i SDA neka su, redom, ¢, 2¢, 4p i 2¢. Oznatimo sa
a stranicu osnove, a sa H visinu piramide, sl. 74. Pretpostavimo najpre da je
x/2 < 4p < = (kasnije éemo pokazati da ne mode da bude 4p < x/2). Ravan
koja sadrii vrh piramide i normalna je na prave BC i DA tada sele te prave van
duii BC i Dé; oznaéimo te preseke sa E i F. Preseke ravni kroz S, normalnih na

(14 kn) = (14 kn)(1 + 2kn + k*n?) = (1 + kn)®,
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Sl. 14,

pravim AB i CD, sa tim pravama oznagimo redom sa M i N (te tatke pripadaju
dugima AB, odnosno CD). Te ravni sadre visinu piramide — ozna¢imo podnodje
te visine sa 0. Po pretpostavci je

ZSMN =p, LSEF =/SFE=12p, LSNM =4p.

Iz odgovarajuéih pravouglih trouglova dobijamo

oM OE a o
ctgY =" dsﬁs°=-ﬁ-=§—, ctgdp = — =,

3

OM-ON MN
. - 3 a
agptgde="pF =g &

]
»

ctg 2¢.
Ova jednagina se sa x/8 < ¢ < x/4 transformise redom u sledece, njoj ekvivalentne:

sin(4p.—2p) _ sin(2¢ — ¢)
sindpsin2p sin2psing’
sin 2 = 2sin 2¢ cos 2,

pa je ¢ = x/6. Tradeni uglovi su x/6, x/3, 2r/3 i x/3.

DokaZimo joé da ne modie biti 4y < /2. Ako bi to bio slucaj, sliénim postup-
kom kao malopre dobili bismo da ¢ treba da zadovoljava jednaiinu ctgp+ctgde =
2 ctg 2. Medutim, ta jednatina nema redenja za koje je 0 < ¢ < /8.

70.4.4. Za svako realno z vafi

(1+zP(1+z)f =(1+2)”.
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Ako razvijemo ove izraze po binomnoj formuli i izjednagimo koeficijente uz z?
dobijamo

1+ ()62)+ G)Ca) -+ (2)0) = 6)

odnosno ‘ x ,

i+1)

Kako je p prost broj, to je svaki od brojeva (f) = L lt;_'(P ~ deljiv sa
7 ik 6 poaddngi shie, 5 ve ko d boo IV deliie: 40 2. '
70.MO.1. MoZemo pretpostaviti da je n > 2 i a > b (ostali sluéajevi su
trivijalni). Iz uslova zadatka neposredno sledi da je
a-b< 10—/

(za n parno ta se procena moge poboljsati, ali to nam nece biti potrebno). S druge
strane, vadi a > b > 10"~!, pa je a'/™ > b1/ > 10(*=1/", Zato je

lfn . bl,‘n i a—b
aln=1)/n + a(n=2/npl/n A bn=1)/n
ﬁ lo(n-—l)f? 10-(n—l}(n-?)f!n i
, n - 100-Do7m ; S
70.MO.2. Neka je duZina ivice kocke
| v K jednaka 2 (taZnije, dve jedinice duZine).
" B . Uvedimo pravougli koordinatni sistem tako
! ’j'.- _ Pq:,;__ da su tatke
- --‘ —
M"J 25y 0(0,0,0), X(2,0,0), Y(0,2,0), Z(0,0,2)
| !
i D j}——-'i ——3= temena kocke. Trougaoc XY Z je sadrian u
Pl Rt A kocki i vazi

S1. 76 XY=YZ=2X=2/2
Pretpostavimo sada da je trougao ABC sadrian u datoj kocki K. Ravni z = 1,
y =1, 2 = 1 dele kocku K na osam kocki ivice 1. Tih osam kocki imaju zajedni¢ko
teme (1,1, 1), neke od tih kocki imaju zajednicku ivicu, a neke zajedni¢ku stranu,
sl. 75. Razmotrimo dve od tih kocki &ija je jedina zajedniZka tatka teme (1,1,1).
Svaka od ostalih dest kocki ima zajednicku stranu sa jednom od tih dveju kocki. Na
osnovu toga zakljuéujemo sledeée: Ako postoje dve jediniéne kocke &ija je jedina
zajednicka tatka teme (1,1, 1), tako da svaka od njih sadrii bar jedno teme trougla
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ABC, onda neke dve od jedini¢nih kocki imaju zajedni¢ku stranu i sadrie bar dva
od temena trougla ABC, na primer, A i B. Tada je
min{AB, BC,CA} < AB < /12 +12 422 = V6 < 2V2.
Preostaje da razmotrimo sluéaj kada svaki kvadar koji Zine dve jediniéne kocke
sa zajednickom stranom sadrii najvise jedno teme trougla ABC. Ne umanjujudi
opitost razmatranja mozemo pretpostaviti sledece:
A€{(l+2,y,2)]0<2<1,0<y<1,0<2<1),
Be{(a,1+b¢)|0<a<1,0<b<1,0<e<1},
Ce€{(a,,1+7)|0£a<1,0£851, 0871}

Tada je
AB?+ BC*+CA’=(14+z-a)’+(y-1-b)+(z2-¢)’
+(@=a)P+(1+b=0) +(c-1-19)?
+(a=1-2)4+(B-y)?+(1+7v-2)*
=5 +5+85,,
gde je

Si=(1+z-a)+(1+z-0a)+(a—a)’
Si=(1+b-9)"+(1+5-8"+ (- A)",
Ss=(1+7-2+(+7- +(z-c)
Kakoz,a,0€[0,1],toje|Jz—a|<1,|a—a| <1, |a—z| < 1, pa sledi
Si=2+(z-al+(@a-a)+(a—-z)’ +4z-2a - 2a
<24 |z—a|+|a—a|+|a=-z|+ 4z - 2a - 2a.
Pretpostavimo da je a < o (analogno se razmatra slu¢aj a < a). Akojez <a < a,
onda je
S1<2+4(a-z)+(a—a)+(a—z)+4z-2a-2a=2+2z-2c < 4.
Ako je a < z < a, onda je
512+ (z-a)+(a—a)+(a—2)+4z—-2a-20=2+4z-4a < 6.
Ako je ¢ € a < z, onda je
S51€24(z—a)+(a—a)+(z—a)+4z—-2a—-2a=2+6z—4a—-2a < 8.
U svakom sluéaju vagi Sy < 8 i analogno Sz < 8, S3 < 8. Prema tome,
AB? + BC? + CA? < 24.
Zato je bar jedan od brojeva AB?, BC?, CA? manji ili jednak 8, pa sledi
min{AB, BC,CA} < 2V2.

Jednakost se dostize akojez =l,a=a=0,b=1,y=F=0,vy=1,z=¢c=0,
tj.akoje A= X, B=Y,C = Z. Prema tome, maksimum M skupa koji sadrii sve
brojeve oblika min{AB, BC, CA}, gde je ABC trougao sadrian u kocki K, jednak
je 2v/2 (jedinica dusine).
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T70.MO.3. Ako je dati Eetvorougao ravan, c
tvrdenje zadatka je trivijalno. Pretpostavimo
da to nije sluéaj. @ a'o
Neka je a ravan odredena tatkama M, N A
i P. Jasno je da ona ne sadrii nijedno teme
datog &etvorougla (ako bi, na primer, sadriala
teme A, onda bi sadriala pravu AM, pa i tatku M
B, zatim, sli¢no, tatke C i D, pa bi dati &et- Sl. 76.
vorougao bio ravan). Tatke A i B su sa raznih
strana te ravni; isto vadi za tatke B i C, kao i za tatke C' i D. Zato su i tacke D i
A sa raznih strana ravni o, te dui DA sede tu ravan u nekoj tazki ¢, sl. 76. Ako
sa hy, hp, hc i hp oznadimo rastojanja tataka A, B, C i D od ravni &, imaéemo

S druge strane, duii AM i AQ su medusobno jednake, kao tangentne duzi date
sfere. Takode je BM = BN, CN = CP i DP = DQ. Zato je

AM BN CP DQ_,

MB NC PD QA
Iz dobijenih relacija sledi da su @ i Q' unutradnje tatke duzi DA za koje vaii
DQ/QA = DQ'/Q' A, #to je moguée jedino ako je @ = Q'. Time je dokazano da
tatke M, N, P i Q pripadaju jednoj ravni c.
c 71.2.1. Koristicemo sledede tvrdenje: Ako su
a, b i ¢ stranice trougla, a P, r i p redom njegova
povriina i polupreénici opisanog i upisanog kruga,

onda je
E D p= a+b+c _ abe
: =72 T
Neka je povriina trougla ABC jednaka 6z. Tada
A E g svaki od trougloa BDT, DCT, CET, EAT,
AFT, FBT ima povréinu jednaku z, sl. 77. Ko-
S1. 77. risteéi navedene formule dobijamo ’
1 1 1 BT+TD+DB 4 CT+TE+ EC+ AT+ TF+ FA
P Py ps 2z 2z 2z
CT+TD+DC AT+TE+4+EA BT+TF+FB
= * 2
2z 2z 2z
= l + "l— + '1"‘.
P2 P« Ps
. BT -TD-DB CT-TE-EC AT -TF-FA
Ty 4z 4z 4z

_CT-TD-DC AT-TE-EA BT-TF-FB
- 4z 4z 4z

= FaT4Ts.
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71.2.2. Neka je, na primer, a =
LAA1A4 < =f2, sl. 7T8. Trouglovi
0,02A3, 01044,, 0302431 030,44 su
podudarni jer je

0143 = O1A; = OsAs = OsA,,

0242 = O4A) = 0243 = O4A,4,

501.«1303 = 4{014‘!104

=0k O = SO A Oy % S

Zato je 0109 = 0205 = 0304 = 040y
1 £0102A; = £030, Ag, pa dalje sledi

20,0703 = £0107A7 + £A20703 = £0303A3 + £A30:03 = £A;0:A;5 = 1'/2,

Sliéno se dokazuje da su i ostali uglovi Zetvorougla 0,02030, pravi, pa kako
mu i sve stranice jednake, taj éetvorougao je kvadrat. Dalje je '

1
Pa,asa.4, + I(PA.B;G.A; + Pa,B,CyAs + PayBycsa, + PA,B.CiAs)

v PA;A:A;J. + PA:OIA: + PA;O;A; + PA;O.A. + PAaOaﬁl
= P0,0,0,0, = P0,0,4; + P0,0,4s = Pos0,4, + F0,0,4, = F0,0,0,0,-

71.2.3. Neka su z; i 23 redenja jedna&ine 22 —pz + ¢ =0, a y; i yp redenja
jednaéine z? — gz 4 p = 0, pri &emu 2,, 23, y1, y2 € N. Tada je

Zy+z=p, T1Z2=4, nt+wm=9¢ nw=p

a) Neka je jedan od brojeva z,, z2, y1, ¥2 jednak 1, na primer z; = 1. Tada
je 14+ 23 = p, z3 = g, pa sledi

th+wm-nw=9-p=-1, . (n-1(p-1)=2

Dalje lako sledi {y1,12} = {2,3},¢=5,p=6,2z2=5.

Lako se proverava da su za p = 6, ¢ = 5 parovi (1,5) i (5, 1) redenja jednaéine
z? — 6z +5 = 0, a parovi (2,3) i (3,2) redenja jednatine z? — 5z + 6 = 0. Slitan
rezultat dobijamo za p = 5, ¢ = 6 (tada je jedan od brojeva y; i y» jednak 1).

b} Nekaje z 221 33221 " Zznﬁzz- Tada.je

p=ni+m<nima=q=n+mp<hp=r

odakle sledi p= ¢ = z; + 23 = 2122 = y1 + ¥2 = i 2. Neka je, na primer, z; < z,.
Tada zbog z; + 23 = 2,24 > 2z dobijamo £, > z;. Prema tome, z; = z;, pa dalje
sledi 2z; = z2, tj. z; = z; = 2 i konafno p = ¢ = 4. Par (2,2) je zaista resenje
jednadine z? —4z 4+ 4 =10.

Tradeni parovi (p, g) su: (6,5), (5,6) i (4,4).
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71.2.4. Jedan nafin premedtanja vagona i povratka lokomotive na svoje mesto
prikasan je na sl. 79.

vI V-,
—o—
L
vt V: Vz
vy
A
L 1
L
“se-
Vi L
VI
L
Va v
V, L N V'l v|
t’—

L
SL. 79.

71.3.1.I:ualonz-(%<Ealedidq—bp>0,br—u>0iqr—pa>0,n

kako su ag — bp, br — as, gr — ps celi brojevi, to je
ag—bp>1, br—as> 1.
Dalje je b(gr — ps) = g(br — as) + s(ag — bp) > ¢+ 5, pa kako je gr —ps =1, to je
b>q+s.
71.3.2. Neka je AB = ¢, BC = a, CA = b. Tada je (sl. 80):

PQ? = (PB + BQ)(PB + BQ) = (1 - k)*c® + k*a® — 2k(1 — k)accos B
= (1- B+ Pa? 21 - Bae T2

Analogno dobijamo

QR? = (1 - k)%a® + B26* - k(1 - k)(a® 4+ b* - &?),
 RPP=(1-kP + - k(1 - E)(¥* + & - a%),



120 SAVEZNA TAKMICENJA 71.3.3
pa dalje lako sledi

PQ? + QR? + RP? = [(1 — k)? + k* = k(1 — b)](a® + b* + )
= (3k% — 3k + 1)(a® + 6% + %),

2 2 g g vae oy ws - X raed 2 2
AB2+ BC?*+CA’=d*+b" +¢ "3&3—3t+1(PQ + QR*+ RP?).

Prema tome,

1 e e
9(*)=m=[3(*'5) +z] =

za svaki realan broj k. Dalje je lim g(k) =0,
kE—too ;

e 1/2—k s e v B __f5 i 4
gm_(ski—skn)” g'(k)_(3k=—3k+l)’(k 3)(k 3)'

Funkcija g strogo raste na intervalu (—oo0, 1/2], strogo opada na intervalu [1/2,00),
a za k = 1/2 ima maksimum g(1/2) = 4. Prevojne tatke su (1/3,3) i (2/3,3),
sl. 81.

{ galk)

§ 4+

“l-‘- e = - —— o ——

wiel
=

wisg

w
@
Loy

Sl. 80.

71.3.3. Neka je ZA2414A4 = @, A1A2 = a, AjAy = b. Uvedimo pravougli
koordinatni sistem tako da vazi:

1) Tacka A; je koordinatni pocetak;

2) Tacka A, pripada pozitivnom delu z-ose;

3) Taéke A3 i A4 imaju pozitivne y-koordinate, sl. 82.



71.3.4 RESENJA 121

]

Cs By
Tada dobijamo: Sl. 82.

A;(0,0), As(a,0), As(a+bcosp,bsing), Ag(bcosyp,bsiny),
Cy(bsing, —bcosy), Bs(a+bcosp,bsing —a), Oi(a/2,a/2),
03(% + becos,bsing — g). 04(%(sinso + cos ), ;(sinw- coap)).

0302 = (a/2 + b(cos ¢ — sin p)/2)? + (a/2 — b(cos ¢ + sin ) /2)?

= a?/2 — absin p + b%/2,
0,0? = (b(sin ¢ + cos p)/2 — a/2)? + (b(sin ¢ — cos )/2 — a/2)?
= a?/2 — absin ¢ + b%/2,

0,02 = (beos ¢)? + (bsin ¢ — a)? = a? — 2absinp + b* = 0,0} + 0303.
Prema tome, ugao 0;040s je prav. Analogno se dokazuje da su i ostali uglovi
tetvorougla 01020304 pravi, a kako je i 0304 = 0104, taj éetvorougao je kvadrat.
Njegova povréina jednaka je
1

lu’ — absinp + 2

2
Time je dokaz zavréen.

71.3.4. Neka je k krug koji sadrii tatke A i B i tatku C € [ i neka je O centar
tog kruga, sl. 83. Iz tatke C posmatraé vidi dui AB pod uglom

b = %(232 +26%) — absinp.

ZBCA = %.fBOA.
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Taj ugao je najveéi ako je rastojanje tatke O (centra kruga koji ima zajednikih
taéaka sa pravom [) od prave AB najmanje moguéno. Lako se dokazuje da se to
postize ako krug k dodiruje pravu [ i da je u tom sluaju rastojanje tatke C' od
prave AB (a to je traieno rastojanje) jednako N

Sl. 83. Sl. 84.

71.4.1. Neka je z; = Iog.j(nla:- -+ @j-1Gi41 - Gn), gde je j € {1,2,...,n}.
Tada su brojevi zy, z3, ..., £, pozitivni, pa koristeéi nejednakost izmedu sredine
reda m i aritmetitke sredine i osobine logaritma dobijamo

n _ =M+=m+'_'+=lll
Z(Ioﬁ.q-"lj-.a;“---a. aj) ™ =h - 2 n A
=1

s+ +2.\" _ (1 \"
co(memsn) ()

j=1igf

=n(% Z(log.jcq+log“ aj))m > #((:) -2)m=n(n—1)"‘.

i#

(Koristili smo nejednakost log, , a; +log,, a; = log, a; + —— > 2.) Jednakost
vazi ako i samo ako je @y = a3 = - - = @n. b“s“‘

71.4.2. Neka je b, broj presetnih tataka prave f(z) = 2z/nx i sinusoide
g(z) = sinz kod kojih je z > 0. Primetimo da ako je f(a) = g(a), onda je
a= "—2’ sina < “T" tj. pozitivne nule-funkeije f(z) — g(z) pripadaju intervalu

nw
Iﬂ, = (0‘ ? -

a) Neka je n = 4k. Tada je I, = (0,2kx]. Dokadimo da interval (0,2x]
sadrii jednu nulu funkcije f(z) — g(z), a svaki od intervala (2(j — 1)x, 2jx|, gde je
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i € {2,3,...,k}, sadrii dve nule te funkeije, sl. 84. Za j = 1 to se lako proverava
za interval (0,2x). Zak>1ij € {2,3,...,k} dobijamo
p(z) = f(z) - g(z) = sinz - 3=, p(2(-1)1) = -1 71 <o,
e(26 - )x+x/2) = &-%_1-_}_3 >0, 92 -Dr+7) = -2j2; L &
Iz neprekidnosti funkcije ¢, konveksnosti sinusa na intervalima
QU-1)xm2G-1)r+7%, j€{2,3,...,k)
i negativnosti sinusa na intervalima
(x,27), (3m,47), ..., ((2k-1)x,2kr)

sledi navedeno tvrdenje. Prema tome, by = 2(k — 1) + 1 = 2k ~ 1.

b) Neka je n = 4k + 1. Tada je I, = (0, (2k + 1/2)x]. Interval (0, 2kx] sadrii
tatno 2k—1 nula funkcije p(z), a interval (2kx, (2k+1/2)x] joé dve nule te funkcije,
pri éemu je desni kraj intervala, tj. broj (2k + 1/2)x jedna od tih nula. Zato je
bﬂ+1 =2k + 1.

¢) Neka je n = 4k+2. Tada je In = (0,(2k+1)7] i bar42 = barqy1 = 2k +1, jer
interval (0, 2kx] sadr#i 2k — 1 nula funkcije ¢(z), a interval (2kx, (2k + 1)x) sadrii
dve nule te funkcije, pri &emu prva i druga polovina tog intervala sadrie po jednu
nulu,

d) Neka je n = 4k + 3. Tada je In = (0, (2k+3/2)7] i basss = bapgr = 2k+1,
jer interval (2kx, (2k + 3/2)x] sadrii taéno dve nule funkcije o(z).

Primetimo da za svako n vadi b, = 2[(n — 1)/4] + 1. Prema tome tradeni broj

je jednak
n-—1
2514
71.4.3. Odredimo broj preseénih taZaka koje
AL se razlikuju od tafaka A;, A4s, ..., A.. Svaka
A 4-kombinacija {A;, A;, Ax, A/} elemenata skupa
k {A1, Aa, ..., An} odreduje najvise tri nove preseé-
ne tacke, sl. 85. Kako je broj 4-kombinacija eleme-
! nata tog skupa jednak (:), to je broj preseénih
Ai Al tazaka koje se razlikuju od taaka Ay, As, ..., A,
S1. 85. jednak najvise 3(:).

L . 1 /sinz/2\? ;

71.4.4. a) Pnmetimo da je fi(z) = 5( /2 ) idazan>1 vaii

)= l—wszm:fz...msnz - 1 —i:anz b () bk

[ 2
) RYARE
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Na csnovu toga dobijamo
2
h= hm fl(:) | l—i-_%fn(”] = n? +'l!_l_1"|‘ fﬂ—l(‘)l akojen > 1.
Sada indukcijom lako dobijamo da za svaki prirodan broj n postoji =Iimn falz).
2
~ b) Iz prethodnog razmatranja sledi f, = n? + fa-1,3k0jen > 1.

2
&) Cabliaiad dERkEa Ty i e e AT oo Bibifomo

2!
1,2 a2 7y _ 1 2 2y _ 1
fa=h+5@ 43+ +0Y)=2(1+2°+ -+ n) = Tn(n+1)(2n + 1).

72.2.1. Ako je $1fs < 0, onda je f1fs — B3 < 0. Ako je 155 > 0, onda
uvodedi oznake 6 = —a3fy, d = a — oy f) dobijamo &8y = a—d, asfs = a+d,

a—d a a+d
m:_ﬁ:—' 0!3=-E'» 03=T,

-4 a*(83 — B1Bs) — d* B2
0< Y Il i A ,
mes—ai= ZH= -5 $153Ps
pa dalje sledi 87 — 5185 > 0, tj. 185 — B3 < 0.
72.2.2. Leva strana date nejednadine moide se transformisati na sledeéi naéin:

Ve+2v/a—T+\z-2/a—1=/(Va=-1 +1)?+ Wz—1-1)
—Jz_—'+1+|v'=T—1|_{2" o

zal<z<2

Odatle zakljuéujemo sledeée:

1° ako je a > 2, jednadina ima jedinstveno redenje z = 1 + a?/4;

2° ako je a = 2, resenja jednacine su svi realni brojevi z za koje je 1 < z < 2;

3° ako je @ < 2, jednaZina nema redenja.

72.2.3. a) Pretpostavimo, odredenosti radi, da je krug pozitivno orijentisan.
Dokazacemo da su u tom sluéaju tetive KM i NL medusobno normalne ako i samo
ako vagi

AK + AM = AL + AN — . 1)

Slutaj negativno orijentisanog kruga razmatra se analogno.
Pretpostavimo najpre da je KM 1 LN. Kako je ugao izmedu dve tetive
u orijentisanom krugu jednak polulbiru radi,ju.nskih mera lukova koje odsecaju te

tetm: to je 1rf2 = (KL g MN)/2 odnosno KL + MN kg Medutlm, vaii

KL AL AKlMN AN AM sl. 86, padobuamoAL AK+AN AM =¥,
§to je na drugi nacin zapisana relacija (1).
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Pretpoeta?miosadudavam{l)  AE— AK KL1AN AM = MN

odatle dobijamo KL + MN = &, pa dalje sledi n/2 = (KL + MN)/'.'Z 8to znaéi da
su tetive KM i LN medusobno normalne.

Sl. 86. Sl. 87.
b) Orijentifimo dati krug pozitivno. Tada je (sl. 87):
AK + AM — AL - AN

%Afi} + (AB+ BC + %C'B) = (A"ﬁ + %3’_&) = (A'§+ BC+CD+ %DA)

1 — _— — —
= -3(AB+BC+CD+DA) = -

pa na osnovu a) sledi da je KM L LN.
A

Sl. 88. Sl. 89.

72.2.4. a) Oznaéimo uglove trougla ABC sa a, 8 i 7 na uobitajeni nadin.
Taika D je srediite luka BC opisanog kruga, pa je DB = DC, sl. 88. Dalje je
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LZDBC = LDAC = af2i
ZDSB = 180° — (£{SBD + £BDS)
= 180° — (L5BC + LCBD + LBCA)
= 180° - (a/2+ /24 7) = (e + B)/2 = LSBD.
Znaéi, trougao SBD je jednakokrak i DB = DS.
b) Oznaéimo veliéine centralnih uglova koji odgovaraju lucima AB, BC, CD
i DA, redom, sa 2a, 28, 27 i 26, a sredifta lukova BC i CD sa M i N, sl. 89.
Tada taéke B’ i D’ pripadaju duiima AN, odnosno AM, a A’ je presek duii BN
i DM. Na osnovu a) imamo NB' = ND = NC = NA’, pa je trougao B'A'N
jednakokrak i ZB'A'N = (180° — ZANB)/2 = 90° — a/2. Analogno se dobija da
je LD A'M = 90° — §/2. Kako je ZBA'M = ZDA'N = (B +7)/2, to je
ZB'A'D =180° - LB'A'N — ({LD'A'M — £BA'M)
= 180° — (90° — /2) — (90° — 6/2) + (v + 6)/2 = 90°.
Analogno se dokazuje i da su ostali uglovi éetvorougla A’B‘C’'D’ pravi, pa je on
pravougaonik.
72.3.1. Uvedimo smenu sinz + cosz = ¢, |t| < V2. Tada je 2sinzcosz =
2 — 1, pa se data jednaéina svodi na
(a=1)(t+1)=t-1, *#1.
To je moguée jedino za t = a. Resenja jednatine sinz + cosz = a postoje ako je
la] < v/2 i ona zadovoljavaju polaznu jednatinu ako je |a] # 1. Pod navedenim
uslovima data jednaéina ima redenja
z= —E + (—1)" arcsin % + nn,

gdenEZ&kojela|<v’§i]aI#l,anﬂEZakoje]a[:ﬁ.

72.3.2. a) Sluiaj a = = je trivijalan (tada je
iz = ). Usluiaju da je 0 < a@ < 7 oznatimo sa
E podnoije normale iz tatke S na AB, sl. 90. Iz

pravouglih trouglova SED i SEB dobijjamo tgz/2= 4 B
ED/SE itga/2 = EB/SE, odakle je tg%: -;:tg g-. S
Zato Je 1. 90.
_p2E qilial gl lotee
cos:::l tgg=l ?tg 2=9 i+“££=4_____+5°°°“
1+4tg? = 1,292 l1-cosa ™ 5+4cosa’
L3 l+9tg 2" 9+1+cosa

jer je, po pretpostavei, 1 4+ cosa # 0. ;
b) Oznaéimo cosa/3 = ¢. Na osnovu a) je
a 4+5cosa 4454 -38t) ,  —4(t-1Y°(t+1)(4t-1)
T — 08 S = osa S B AAP—8) 612t 5
¢) Kako je, prema uslovima zadatka, 0 < a < 7, ). 1/2 < t < 1, j2dina
moguénost da bude cosz — cosa/3 = 0 jeste o = 3arccos 1/4.
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72.3.3. Oznadimo sa A, By, C;
i D, sredidta stranica AB, BC, CD i
DA paralelograma ABCD povréine S,
sa 'K, K, i K3 presetne tatke prave AC)
s pravama, redom, BD,y, DA, i CD,.
Analogno definifimo tatke L, Ly i L3,
M, M; i My, kaoi N, Ny i Ny, sl. 91.
ZBOSAAI lI CC1iAA = CC; = AB/Z,
Zetvorougao AA;CC, je paralelogram
koji ima istu visinu i upola manju os
novicu od datog, pa je njegova povréina
jednaka S/2. Zbog LM || KN i KL ||

M N, &etvorougao K LM N je takode paralelogram. Njegova visina jednaka je visini
paralelograma AA;CC;; israfunajmo njegovu osnovicu KN. Duii D1K, MB, i
C;N su srednje dugi, redom, trouglova AND, CLB i DMC, pa je

AK = KN =LM = MC = 2NC},

odakle sledi KN = %AC;. Zato je povréina paralelograma K LM N jednaka 5/5.

Taika K, je presek dijagonala paralelograma AA,C\D, pa je AK, = K,C,.
Tatka K, je tediste trougla ACD (kao presek njegovih tefidnih duii AC, i CD,),
pa je AK3 = 2K3C). Iz ovih Einjenica lako se izvodi da je KK; = KN/4 i
K3N = KN/3. Na sli¢an natin dobijamo da je KLy = KL/3. Zato je

Pxk,Ly = %KK; ~KLysinK KLy = % . %KN . %sinéNKL
1 1 1
= EPHKL = MPKLHN = '1'&_03'

Analogno se izvodi da je Prr,m, = Pum,N, = PNk, k, = 5/120 i, najzad,

PK|L|L;H’"3H}H[K’ =

72.3.4. Neka je strana povriine Sp
osnova ABC piramide ABCD. Ozna-
¢imo sa O podnodje visine piramide i
sa A;, By, C; podnofja visina botnih
strana BCD, CAD i ABD iz temena
D, sl. 92. Tada su uglovi DA,0, DB,0
i DC10, prema pretpostavci, jednaki, pa
su trouglovi DA,0, DB,0O i1 DC,0 po-
dudarni. Dakle, tatka O je centar upi-
sanog kruga trougla ABC; oznalimo sa
r polupreénik tog kruga. Oznagimo jos:

1 1 s
54ty
D
c
A

Ay

Sl. 92.
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DO =H,DA, =DBy =DCy) =h, BC =a, CA=b, AB=ci S +85:+5:=85.
Iz trouglova BCD, CAD i ABD dobijamo a = 251 /h, b = 2S3/h i ¢ = 25;/h.
Poluobim s trougla ABC jednak je (a+b+c)/2 = S/h, pa za njegovu povrsinu Sp

vagi Beati=alpiiieg s S(S -25,)(S ;‘251)(5 = 253).
odakle je
i §/S(s ~ 251)(S - 25,)(S - 253)
- 3 _
Dalje je

r

]

P S

pa je traZena zapremina piramide

1 1/ (8§ —=285,)(S — 28,)(S - 2S5
V=§S|)H=§ Sﬂ(sg_sg} J( 1)( 5 2)( 3}.

72.4.1. Dati broj napidimo u obliku
n+3n° + 70" + 9n° = 10n° + (n = n°) + 1007 + 3(n® - n")
=10(n® + 1) + n(1 = n)(1 + n)(1 + n?)(1 + 3n? + n?).
Lako se proverava da su za svaki prirodan broj n oba sabirka u poslednjem zbiru
deljiva sa 10.

So _ Soh . _h
20 =202 H=\/h=-r2_§,/s=—s’,

Sl. 93.

72.4.2. Neka je S skup od n elemenata. Pretpostavimo da skup P koji se
sastoji od m permutacija skupa S ima to svojstvo da su proizvoljna dva elementa
skupa S susedna najviSe u jednoj permutaciji iz P. Svaka permutacija skupa §
sadrii n — 1 par susednih elemenata, a skup S sadrii n(n_;l_)_ dvoélanih pod-
skupova. Stoga mora biti

m(n — l)é n—(’l{—l)

Sledi da je
n
ms [5]-
Jednakost se dostize. Za n = 8 to se vidi iz sledeéeg primera: 12837465,
23148576, 34251687, 81726354 (sl. 93). Slican primer postoji za proizvoljno n.
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72:403- o:nléim Oentl'e h‘]'
gova.k;, kg, ... redom sa 01, 02, s,
sl. 94. Iz pravouglog trougla AOO,

1mamo

(r=r) 402 = (r+n),

odakle je
& _I’_ r
1787 2.10+1)

Sl. 94.

pa tvrdenje zadatka vazi za i = 1.
=

Pretpostavimo sada da tvrdenje r; = vaii za sve prirodne brojeve i

2i(i +1)
manje od nekog prirodnog broja n. Tada je

n-1 e 1 r2ln 1 r 1
§’i=§§——m+n=§§(i-m)=5(‘";)' M

Dokazimo da je i r, = Iz pravouglog trougla AOO,, dobijamo

=

2n(n+1)
n-1 2

(r—-22r;—r,,) +12 = (r+r,)?

odakle, koris¢enjem (1), sledi

(2%

n= 4(r_n—t ) “on(n+ 1)

2T

i=1
Time je indukecijom dokazano tvrdenje zadatka

72.4.4. Uvedimo koordinatni sistem Y
tako da je tatka O koordinatni pocetak, a 8
taéka P na y-osi. Neka je d ordinata tacke b A
P, ri R polupreénici krugova a i b i neka je
r < R, sl. 95. Jednaéina poluprave [ je y = a
kz + d, s tim da je z stalnog znaka — nije ~ "aa
ograniéenje opétosti ako pretpostavimo da
je z > 0. Sto se koeficijenta k tice, dozvo- \_/
ljavamo da on (formalno) uzima i vrednost

00, u kom sluéaju se poluprava | poklapa sa
delom y-ose.

Sl. 95.
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Akosu A i B preseéne tacke poluprave [ i krugova a i b, njihove koordinate su:

_—kd+ IR =&

Ip= 1+kz 1 yﬂ=ktﬂ+d:
—kd + /(1 + k? R? —d?
Ip = 2 (l-l-k?) , yp=kzp+d,

pa im je rastojanje jednako:

D(k)y=\/(zp —za)?+ (yp —va)* = (zB — 24)V1+ ¥?

/ d? d? R?P-12
— 1 S ey ST ———
=y 14 k2 \ﬁz 14+ k2 ‘/RT d? \/ a2

1+ k2 T1+k2

Poslednji izraz ima najveéu vrednost VR? —d? — V/r? —d? za k = 0, tj. kada je
poluprava ! normalna na OP.

72.MO.1. Predstavimo date kompleksne brojeve u trigonometrijskom obliku:

u+iz = ry(cosp; +isingy),
v + iy = ra(cos gz + isingz),
w+ iz = ra(cos p3 + isinys).

Pri tom je, prema pretpostavei, 0 < ¢; < 27 i # kx/2 (k€ Z)zai =1, 2, 3.
Data relacija onda glasi

. *r ... %
rirars(cos(py + w2 + 3) + isin(iy + @2 + p3)) = cos 5 tising

i, pri pogodnom izboru brojeva ry, rp i r3, vaZi ako i samo ako je @) + p2 + @3 =
,—; + 2k7, k€ {0,1,2}. Zadatak zato moZemo preformulisati na sledeci nacin:

+ U prostornom koordinatnom sistemu, &ije su ose oznaéene sa g1, ¢ 1 3, data
je kocka 0 < ¢y < 27, 0 < 3 < 27, 0 < 3 < 2, koja je ravnima ¢; = 1—2- (=1,
2, 3; 1 = 1, 2, 3) podeljena na 64 manje kocke. Treba odrediti broj tih manjih
kocki &ija unutrasnjost ima neprazan presek sa nekom od ravni a; sa jednacinom
pr+w2teps= ‘;‘+2k1’ (k=0,1,2).

Lako je videti da ravan ap ¢ija je jednacina @) 4+ @2+ @3 = - sele unutrasnjost
samo jedne kocke — one koja je u ,donjem levom* uglu velike kocke (sl. 96). Ravan

il A 3 L3 wiin § o
ay ¢ija je jednadina ¢, + @2 + 3 = 3 + 27 sefe unutradnjost 7 kocki kod kojih

ie 0 < w3 < & zatim 7 kocki kod kojih je = < g3 < m, 5 kocki kod kojih je

2!

3 o -
< ps < % i, najzad, 3 kocke kod kojih je -é': < p3 < 27 — dakle ukupno 22
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o

brso0 € - éa' & &

=z

f;‘lg fl” &1‘3”

oy

Lo ¢ teto oly B & # < ¥, oty P

Sl. 96.
kocke. Ravan aj &ija je jednafina @) + @3 + 3 = % + 47 ne seie unutrasnjost

nijedne od kocki kod kojih je 0 < 3 < %

koje je % < 3 < , zatim 3 kocke kod kojih je 7 < 3 <

3?# < 3 < 27 — dakle ukupno 9 kocki.

Znagi, trazeni broj kocki, a samim tim i broj tragenih moguénosti izbora pred-
znaka, jeste 1 +22 4 9 = 32.

72.MO.2. Pretpostavimo, suprotno tvrdenju, da su AB i CD disjunktni
dijametri datog konveksnog skupa. Razmotrimo dve moguénosti: (a) nijedan od
odsetaka AB i CD ne seée pravu odredenu drugim odsetkom; (b) jedan od tih
odsetaka sefe pravu odredenu drugim odseckom. ¢

; ona seée unutrasnjost jedne kocke kod
3

2 i 5 kocki kod kojih je

Sl. 97. Sl. 98.

U sluéaju (a) cetvorougao ABCD (ili ABDC) je konveksan, sl. 97. Jedan
od uglova tog cetvorougla — npr. ugao kod D — nije manji od 90°. No, onda je
AC > CD, pa CD nije dijametar, suprotno pretpostavci.

U sluéaju (b) neka recimo duz AB seée pravu odredenu odseckom CD u taéki
O i neka je tatka D izmedu C i O, sl. 98. Jedan od uglova AOC i BOC — npr.
ugao BOC — nije manji od 90°. Tada je BC > OC > CD, pa opet CD nije
dijametar.
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Dakle, u oba sluéaja dobija se kontradikcija, pa je time dokazano da se dufi
AB i CD seku.
72.MO.3. Oznaéimo sa X skup svih n-varijacija z = (z1,22,...,%n) skupa
{-1,1}. Prema pretpostavci je za svako z € X ispunjeno
i
S lajizi+ -+ ajnzal < M,
j=1

pa je, s obzirom da skup X ima 2" elemenata,

n
YD ezt +agzal < 2M.
zeX j=1

Tu nejednakost moZemo napisati i u obliku:

= (1
E (2—" E lajizy + - -+ a,-,,z.,l) < M.

ji=1 reX
Za svako fiksirano j € {1,2,...,n} sabirke sume

S; = E lajizy + - - + @jnZal,
reX
kojih ima 27, razbijmo na 2"~! parova, tako da se varijacije z i z' koje odgovaraju
sabircima jednog para razlikuju samo u elementu z; (u jednoj je z; = 1,au drugoj
z; = —1). Tada je zbir ta dva sabirka oblika |A + a;;j| + |A — aj;|, gde je

A =ajizy + - +8j,j-1Zj-1 + 8jj41%j+1 + + GjnTn-

No,
|A +a;;] + |4 — aj5] > (A + aj5) — (A — aj5)| = 2]aj;],
paje S; > o 2|ﬂjj| = 2"'0,';;'. Zato je
n

1 (1
ol -+ lonnl = Y- (2l ) < 3(5) M

j=1 j=1
§to je i trebalo dokazati.

72.MO.4. Fiksirajmo element a; skupa X = {a;,03,...,8a} i posmatrajmo
podskupove skupa X koji sadrie a;. Takvih podskupova ima onoliko koliko ima
podskupova skupa {ag, ...,@a}, dakle 2"-1. Oni otigledno imaju osobinu da svaka
dva od njih imaju neprazan presek, 5to znaéi da je k(n) > S

Da bismo dokazali da je k(n) < 2"~, pretpostavimo da je izabrano vide od
97-1 podskupova skupa X. Podelimo svih 2" podskupova tog skupa na 2l
parova, tako da jednom paru pripadaju skup i njegov komplement. Prema Dirih-
leovom principu, bar dva od izabranih podskupova obrazuju jedan takav par, pa je
njihov presek prazan. Znaéi, ne moke biti k(n) > gn=1,

Na taj naéin je dokazano da je trageni broj k(n) = o1,
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73.1.1. Neka su S, S», Ss i Sy redom skupovi matematiara koji se bave
algebrom, analizom, geometrijom i logikom. Iz uslova zadatka sledi

S1US,CS3, S3C8iy 8S2NS3CSy.

Iz prvog i drugog uslova dobijamo S3 C S2i S1USUS C S3, tj. najvise
matematicara bavi se analizom. Dalje je Sz N Ss = Ss, pa iz treceg uslova sledi
Ss C S;. Konaéno dobijamo Ss C S N S3 N Sy, tj. najmanje matematiara bavi se
geometrijom. Py

Pn~ 73.1.2. Zbir povrina trouglova CP, P;,
CP,Ps, ..., CPn_1 P, jednak je povrini mno-
Pn gougla CP; ...P,, tj. zbiru povriina n-tougla
g PP..Pi trougla CP,P,, pa ima maksi-
malnu vrednost ako je povriina trougla CP1 P,
maksimalna. Neka je t tangenta datog kruga
koja je paralelna pravoj Py P, i koja se nalazi
8 one strane te prave sa koje nije tagka P;, sl.
S1. 99 c 99. Dodirna tacka te tangente i datog kruga
e je tragena tatka C, jer od svih trouglova sa os-
novicom AB i temenom na luku AB koji ne sadri tatku P, najvecu visinu ima
trougao ABC.

73.1.3. Vaii:

1027 — 1 - n 1
e S

\/44...4+11...l-66...6=J4 3 3 s

Zn n4l n

=%\/4-10"‘+4-l(}”+1=%\/(_2-10"+1)’=%(2-10"+1}
-200...0 =66...67. .
n+l n

73.1.4. Kako su trouglovi ABO i CDO jed-
nakokraki i kako im je ugao kod temena O jed-
nak 60°, to su ti trouglovi jednakostraniéni, sl.
100. Na osnovu toga i uslova da su M i P re-
dom sredista duii AO i DO dobijamo BM 1 AO
i CP L DO. Prema tome, trouglovi BMC i BPC
su pravougli sa pravim uglovima kod temena M i
P. Centar opisanog kruga oko svakog od tih trou-
glova je srediste hipotenuze BC, tj. tatka N. Na
osnovu toga, uslova AD = BC i &injenice da je
M P srednja linija trougla ADO dobijamo

Sl |

Sl. 100.
AD = -;-BC: NC=NP=NM, tj. MN=NP=PM.

MP=

B |
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73.1.5. Razmotrimo sledeéa &etiri
sistema:
2) 1) 220, y21,2+y=22z+2y=3,
(-!—-i 2) 220,y<l,z—y=0,z+2y=3,
3) z<0,y2>21,y—z=2,z+2y=3,
(1) 1) 4) 2<0,y<0,z+y=0,2+2y=3.

Prvi od ta Cetiri sistema ima redenje (1,1), dru-

g1 1 treéi nemaju redenja, a redenje Zetvrtog sis-

tema je (—1/3,5/3). Skup redenja datog sis-
,0) tema je

w o={0)(49)

Na kraju primetimo da skup taZaka (z,y) za koje vaii |z|+ |y — 1| = 1 pred-
stavlja granicu kvadrata &ija su temena tagke (0,0), (1,1), (0,2), (=1,1). Prava
z + 2y = 3 sele tu granicu u tafkama (1,1) i (—=1/3,5/3), sl. 101.

73.2.1. Data jednaéina ekvivalentna je sa sistemom

2z2—a=(z-b)? z>b z>

2R

Jednaéina 2z — a = (z — b)? se moie zapisati u obliku
2 -2b+1)z+a+b?=0

iimaredenjazi =b+1—vV2b—a+1,z9=b+14+v/2b—a+1.

a) Ako je g < b, onda je E(zl < b < z3, pa je samo broj z2 resenje date

2
jednagine.
b) Ako je 2b < a < 2b+ 1, onda je b < %5 ) < z3, pasuizy i z, redenja
date jednaéine.

c) Akojea =2b+1, onda je b < g- < z) = 29, pa sledi da je broj b + 1 jedino
reenje date jednaéine.

d) Ako jea > 2b+ 1, onda z; i z3 nisu realni brojevi, tj. data jednaéina nema
realnih redenja.

73.2.2. Neka su M, N, P, Q redom srediita stranica AB, BC, CD, DA
tetvorougla ABCD, E i F redom sredidta dijagonala AC i BD i O presek duizi
MP i NQ, sl. 102. Dovoljno je dokazati da se tatke E i F poklapaju.

Kakosu MF, NF, PF i QF srednje linije trouglova ABD i BCD, to je

AD DC BC AB
MF==g Mfm=gn EF="gm GBm
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paje MP+ QN = %(AB + BC + CD + DA). Kako je prema uslovu zadatka i
MP+QN = -;—(AB+BC+CD+DA). to je

MF +PF+NF+QF = MP+ NQ. (1)

Ako tacka F ne pripada bar jednoj od duii M P i NQ, na primer F ¢ MP, onda je
MF+PF>MPiNF4+QF > NQ,pasledi MF+PF+NF+QF > MP+NQ,
ito je u kontradikeiji sa (1). Prema tome, tacka F pripada svakoj od duii MP 1
NQ, tj. F = 0. Analogno dokazujemo E = O. Zato konaéno dobijamo E = F.

Sl. 102.

73.2.3. Neka je XY Z trageni trougao, sl. 103. Tadaje XY =Y2Z,

LYXC =180° - LYCX - LXYC = 180° - 60° - ZXYC
=180° — LZY X — LXYC = LZY A,
ZXYC =180° — 60° — ZY XC = 180° — 60° — LZY A= LY ZA,

pa su zbog toga podudarni trouglovi CXY i AY Z. Analogno dokazujemo da je
svaki od tih trouglova podudaran i sa trouglom BZ X. Dalje lako dobijamo XA =
Y B, = ZC,, OA; = 0B, = OC), pa sledi da su pravougli trouglovi 0A; X, OB, Y
i 0C,Z podudarni. Zato je OX = OY = 0Z, ;. tatka O je centar jednakostra-
niénog trougla XY Z. Nekaje Q =YZNAOQ, R= ZX N BO. Rotacija oko tacke
O za ugao 120° (odnosno —120°) prevodi tatku P u taiku R (odnosno tatku Q).
Zato je OP = 0Q = OR.

Konstrukcija. Na duzi OB konstruise se tatka R tako da vaii OR = OP.
Zatim se sa one strane prave PR sa koje je stranica BC konstruide geometrijsko
mesto | tacaka iz kojih se duz PR vidi pod uglom 60°. To je luk kruga. Neka je
X preseéna tatka luka I i duzi BC. Na kraju se konstruidu tacke Y 1 Z redom kao
preseci pravih X P i AC, odnosno XR i AB. Trougao XY Z je trageni.
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Dokaz. Prema konstrukeiji je P € XY i ZZXY = 60°. Da bismo dokazali
da je XY Z jednakostranican trougao dovoljno je joi dokazati da je XZ = XY.
Analogno kao na poéetku dobijamo

LYXC=LXZB, LXYC=/LZXB.

Rotacija za 120° oko tatke O prevodi tatke R, B, Z i X redom u taike P, C,
Z'€BCi X' €CA Tadaje AZ'CX' = AZBX i AZ'CX' AXCY, pa sledi
AXCY 2 AZ'CX'iodatle CX =CZ'iCY =CX'. Kako X', Y € CA i z',
X€BC,toje X=2'iY = X'. Konaéno dobijamo XZ = X'Z' =Y X.

Diskusija. S obzirom da luk / i prava BC mogu imati dve, jednu ili nijednu
presetnu tatku, to zadatak ima dva, jedno ili nijedno resenje. Neka je OP = =z,
AB=a,S=PRNAA i S =INAA,. Tada je

PS;EELE, os=§, SA;:ﬂ—f ss.=Psv’3'=§§.

6 2°
Zadatak ima redenja ako i samo ako je S5 > SA,, ti. ako i samo ako je
av3 1 2av3 1
SN T e
. 2 4 6 120 . 1 3 5 119
73.2.4. Ndm]ez_s-g? ﬁ]y—iza E Kako je
2.1 4.3 6.5 1019
372" 574 7176 To121 T 1200
1 2 3 119 120 1 1
: . 2 e i h e T o S
tojez>yiz >zy=3 32 " 190 121 lgl,aodatlealedl.'.}“

73.3.1. Uvedimo sledeée oznake:

O, =DONABC, A5 =A0;NBC,
By =BO,NCA, C,=C0O;NAB,
a=ZLA0D, 8= ZBOD, v= /ZCOD,
ay = £BOC, B = LCOA, 1, = LAOB,
az = LAOQy, B2 = LBOO,, 72 = LCO00,,
sl. 104. Tadajea+az ==, B+ f; = 7,
Y+ 72 =7, pasledi : :
atft+r+az+ha+m=3x (1) ;
B
Dalje je SL. 104.
a1+ b1 = LBOC + LCOA = £BOA; + LA,0C + LCOA
> LBOA; + LAOA, = LBOA + £A100:.4 £AOO,
> £LBOOy + LAOO = a3+ 5

1 analogno B1 + 11 > B2 + 72, 71 + @1 > 92 + a3, pa sabiranjem ovih nejednakosti
dobijamo

art+h+n>ar+ bty (2)
Iz (1) i (2) sledi @ + 8+ v+ ay + B + 7 > 37, bto je i trebalo dokazati.
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73.3.2. Koristeéi formulu za povriinu tro-
ugla i kosinusnu teoremu dobijamo

Ppop = %OB -0ODsin £BOD

E F -t i(m1 +0D? - BD?)tgZBOD
i analogno
A &1 108 8 Paoc= i(OA’ +O0C? — AC*)tg LAOB,
o sl. 105. Kako je AC = BD, dovoljno je jos
dokazati da je OB? + OD? = OA? + OC?. Neka su E i F podnoija normala iz
tacke O redom na prave AD | BC. Tada je EF || AB i AE = BF, pa dalje
dobijamo
OB? + OD? = OF? + BF? + OE? + DE* = OF* + AE* + OE* + CF*?
= (OE® + AE*) + (OF* + CF?) = 0A? + OC?. -
73.3.3. Zadatak je odredm (meduaobno rullélt.e) kompleksne brojeve z, y i
z za koje vaidi Z - = . Ako je sl o8 =k, onda
-z z—-z =z-y y—-z z—z z-—
lako dobijamo k # 0, zyz # 0, z = k(y—2),y = k(2 —z), z = k(z—y). 1z jednatina
y=k(z —z), 2 = bz — y) sledi
B -k _ B4k
- B R e
pa zamenom u jednatini z = k(y — z) dobijamo (3k? + 1)z = 0. Kako je z # 0,

toje 3k +1 =0, tj. k = :I:l[\/-. Za k = —i//3 dobijamo y = _1+—h/§z,
z=—l+;f:,ank=i,l\/§dobliumy=—-l-téiz,z l+“/_ ako

se proverava da su trojke

(=_1+:'1/§ —1+iJ§=) (=-1+iv’:i l+i\/§z)

g 2 2 T 2
gde je z prmzwha.n kompleksan broj razligit od nule, redenja datog sistema.

73.3.4. Primetimo najpre sledeée: Ako je n = ecpcn-y...C160 = 2 cx10%,
E=0
onda je

n—S(n) = Ec.,(m* -1)= 92:.
k=0 k=0 ,,
tj. za svaki prirodan broj n vaZi 9 | n — S(n). Koristeéi ovu &injenicu i jednakosti
S(a™) — S™(a) = (S(a™) — a™) +a™ — S™(a)
= (S(a™) - a™) + (a — S(a)) (a™ ' + a™~2S(a) + - -)
dobijamo da za svaki prirodan broj a vagi 9 | S(a™) — S™(a).
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73.4.1. Neka je A, = ao+a1+- -+ + an. Dokazaéemo indukcijom po n sledece
tvrdenje: Svaki prirodan broj M koji nije veéi od A, mode se predstaviti u obliku
zbira nekoliko razligitih elemenata skupa {ao,ay,...,aa}-

Kako je ag = 1, to tvrdenje vaii 2a n = 1. Pretpostavimo da tvrdenje vaii za
neki prirodan broj n. Neka je An < M < Apy1id = Any1 — M. Akojed =10,
ondaje M = Apyy = Go++--+ans1. Akojed > 0, onda zbog M > A, i uslova (b)
vaii d < Gp41 < 1+ Ap, tj. d € An. Na osnovu indukeijske pretpostavke dobijamo
da postoje brojevi ji, j2, ..., Ji, takvi da vadi

0<h<ip<-—-<isn d=a; +aj,+ - +aj,

odakle sledi M = Apyy —d = (ap + @y + -+ + @n41) — (a5, + a5, + - + a5,).
Prema tome, i broj M se moze predstaviti u obliku zbira nekoliko elemenata skupa
{ag, a1, . ..,an41}, tj. tvrdenje vaZiizan+ 1.

Primetimo da ako za neko n vaZi 14+ An—1 > an, onda se broj a, moie prikazati
kao zbir nekih od brojeva aq, ay, ...,8n-1, & takode i kao a, = an. Prema tome,
uslov

(b)) @o=1; 1+A,=a, zasvakon€{1,2,...},

je potreban da se svaki prirodan broj na jednoznaéan naéin moze prikazati kao zbir
nekoliko razli¢itih &lanova niza (a,).

Ako vazi uslov (b)), onda za svakon € N vaii ay = 1+ Ap1 =1+ An_a+
an_1 = 2a,_1, pa zbog ag = 1 lako sledi a, = 2". Pri tome, svaki prirodan broj se
moze na jednoznaan naéin prikazati kao zbir nekoliko élanova niza 1, 2, 4, 8, ... .

73.4.2. Neka su A, B, C, D, E tacke prostora, takve da nikoje Zetiri od njih
nisu komplanarne. DokaZimo da medu tim taikama postoje dve, takve da se one
nalaze sa raznih strana ravni koju odreduju ostale tri tatke. Ako se tatke Ai E
nalaze sa iste strane ravni BCD, a tatke D i E sa iste strane ravni ABC (ako bar
jedan od tih uslova ne vaii, onda je dokaz zavrien), onda se tafka £ nalazi u diedru
¢ije su strane poluravni sa grani¢nom pravom BC koje sadrie tatke A i D. Tada
su taéke A i D sa raznih strana ravni BCE, sl. 106.

A

E

Sl. 106. Sl. 107.
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Pretpostavimo da su taike D i E sa raznih strana ravni o koja je odredena
tatkama A, B i C. Neka je F presek prave DE i ravni a. Razmotrimo sledeée
sluéajeve:

a) Taika F pripada trouglu ABC, sl. 107. U ovom sluéaju dokaz je zavrien.

b) Tatka F pripada uglu koji je unakrsan sa nekim od uglova trougla ABC, na
primer sa uglom ABC, sl. 108. Neka je G presek pravih AF i BC. Tada se tatka
G (presek prave BC i ravni odredene tatkama A, D, E) nalazi izmedu taéaka A i
F, pa pripada trouglu ADE.

C

S1. 108. E SI. 109. E

¢) Tatka F pripada nekom od uglova trougla ABC (recimo uglu BAC), ali je
van trougla. Neka je G presek pravih BC i AF, sl. 109. Tada se tacka G (presek
prave BC i ravni odredene tatkama A, D, E) nalazi izmedu taéaka A i F, pa
pripada trouglu ADE.

73.4.3. Neposrednim proveravanjem (24 moguénosti) dobija se jedino regenje:
z =12, y=37, z =65, t = 14. Citaocu prepustamo da sam uprosti postupak, na
primer, razmatrajuéi ostatke koje pri deljenju sa 2 i 3 daju broj 182 i proizvodi po
dva od brojeva 12, 14, 37 i 65.

73.4.4. Neka je z = z + iy. Datu vezu izmedu ¢ i z moZemo zapisati u obliku

c= zi-:’=—y+(e—1):'.2::-1—2yi

22-1 2z-1+2W 2z-1-24
_(Q=22)y+(z2=1)2y+[(z - 1)(22 - 1) + 29%)i
- (2z —1)% + 492 ’

Trazeni skup Je

S={z=z+iy|(z-1)(2z-1)+2% =0, (z,y) # (1/2,0)}

femern| (=) s = denr (B0) )

73.MO.1. Neka su neparni brojevi a i b duzine stranica datog pravougaonika.
Pretpostavimo da unutar tog pravougaonika postoji tatka T Eije je rastojanje od
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svakog temena pravougaonika jednako celom broju. Neka su z, i zo rastojanja
tatke T od stranica dugine b, a y; i y2 rastojanja te take od stranica duiine a.
Tada je a = z; + 22, b = y1 + y2, a brojevi

dij =y/zi+y}, ii€{L,2}

su celi. Uvedimo sledeée oznake: a; = abz;, bj = aby;, gde i, j € {1,2} i
Ay=ay—as Az=ay+a;, By=b-by By=0b+b
Tada je
Ay = ab(zy — 22) = b(z] — 23) = b[(=] + ¥]) = (3 + 1)),
Az = ab(z; + z2) = a’b,
By = ab(yy — ya) = a(y} — ¥3) = al(z] + ¥]) — (21 + 1)),
By = ab(ys + 12) = ab?,
pa sledi da su A; i B, celi, a Az i B; neparni brojevi.

Pretpostavimo da je svaki od brojeva a, az, by, by ceo. Kako su Az i B
neparni brojevi, to su taéno jedan od brojeva a), az i taéno jedan od brojeva by, ba
neparni. Neka su, na primer, @, i b; neparni brojevi. Tada je

a?=1 (mod 4), b} =1 (mod 4),
a} + b3 = a®?(z] +4)) = (dijab)® =2 (mod 4),
&to nije moguéno. Prema tome, bar jedan od brojeva ay, az, by, b2 nije ceo. Kako

je
2a; = Ay + Az, 2a9 = Ay — Ay, 2b = B, + B», 2b; = B; — By,

to je bar jedan od brojeva 2ay, 2az, 2b;, 2b; neparan. Neka je, na primer, 2a,
neparan broj. Tada je
(2a;)? + (2b,)? = 4(a? + b7) = 4a%? (2} + ¥}) = 4a?b?d},},
tj.
(2by)? = 4a%b%d}, — (2a,)* = -1 (mod 4),
§to je kontradikcija. Ovo je kraj dokazq.

S1.110.

73.MO.2. Neka je k, dati krug sa centrom O, i polupreénikom r i A proiz-
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voljna tacka kruga k;, sl. 110. KonstruiSimo krug k, koji sadrii tacku A i se¢e krug
k1 u jos jednoj tatki B. Oznatimo sa O centar kruga k;. Tada je AO2B0, romb

stranice r, pa sledi _BT); = —m. Konstruigimo krug ks koji sadrii tatku B i seée
krug k- u joé jednoj taZki C. Zatim konstruiimo krug k4 koji sadrii tacku C i seée
krugove k3 i k; u tatkama koje redom oznaéimo sa D i E. Na kraju konstruisimo
krug ks koji sadrii tatke D i E i razlidit je od k4. Krug ks ima zajedniZku tagku
E sa krugom k;. Neka je F druga preseina taka ta dva kruga (ne iskljucuje se
moguénost F = E). Oznatimo sa O3, Oy i Os redom centre krugova ks, kq i ks.
Analogno kao prilikom razmatranja centara krugova ky i k3 i tataka A i B njihovog
preseka dobijamo

F_pol = ""E_O-s. = DOy = =C03 = BO3 = —AO;.

Prema tome, tacka F kruga k; je dijametralno suprotna tacki A.

73.M0.3. Neka su Ay, Az, ..., An
oznaéene tacke i O proizvoljna tatka ravni.
Oznaéimosa Dy, D, ...,Dpn, D redom kru-
#ne povrii sa centrima A;, Az, ..., A,, O
polupreénika 1. Translirajmo figure Dy, Ds,

..., D, redom za vektore m. m, P

A..a. Kako je obojena povréina manja od
7, to postoji unutradnja tatka X kruga D
koju posle izvrienih translacija nije pokrila

obojena povriina. DokaZimo da je OX vek-
tor za koji vase postavljeni uslovi. Za proizvoljno k € {1,2,...,n} oznatimo sa X,

tatku odredenu uslovom Az X} = OX. Tada je Xp unutrasnja tacka kruga Dy i
vaZi A 0=X ;i . Tatka X; ne pripada obojenoj povriini jer translacijom kruga
Dy za vektor A;O upravo ona prelazi u tazku X, sl. 111.

74.1.1. Oznaéimo .
A= {(z.,0)]||I=l- 1|+ |lsl -1 <1}
Kako za svaka dva realna broja z, y vaidi:

Sk 111.

(z,y) €A = (-z,¥) €A, (z,y)€A = (z,-y) €A,

to je skup A simetriZan u odnosu na obe koordinatne ose. Posmatrajmo zato njegov
deo u prvom kvadrantu. Tu se dati uslov svodi na |z—1]|+|y—1| < 1, pa on odreduje
kvadrat ogranien pravamaz +y=1,z2+y=3,y=z+1liy=z-1. Skup A je
Arafiran na sl. 112.

74.1.2. Pretpostavimo da je prava n koja zadovoljava uslove zadatka konstru-
isana. Oznafimo sa P, Q i R, redom, njene preseéne tatke sa pravama p, ¢ i r.
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P n
\P
e v
p’
/
/A 'R R 8
Sl 113.

Oznaéimo, dalje, sa A, B, C preseine tatke, redom, pravih gir,rip, pig. Neka
je R/ proizvoljna tacka prave r, razliéita od B, a n' prava normalna na r koja sadrzi
R'. Oznagimo sa P’ presek pravih p i n’ i sa Q' presek pravih n' i BQ (ti preseci
postoje), sl. 113. Iz paralelnosti pravih n i n’ i PQ = QR sledi P'Q’' = Q'R’.

Uzimajuéi u obzir zakljuéke iz prethodne analize, konstrukciju vrsimo na slede-
¢éi nadin: Izaberimo proizvoljnu tatku R’ prave r, razliiéitu od B i konstruisimo
normalu n’ na r u tatki R’. Prave n’ i p se ne poklapaju (jer n’ ne sadréi B). Ako
se one seku, oznagimo njihov presek sa P’ i odredimo sredifte Q' duzi P'R’. Prave
BQ' i g se ne poklapaju (jer ¢ ne sadrZi B). Ako se one seku, oznaiimo njihov
presek sa @, a pravu normalnu na r koja sadrii @ sa n.

Dokaiimo da je n traiena prava. Po konstrukciji, ona je normalna na r. Kako
prava n' sefe pravu p, to i njoj paralelna prava n seie p — oznaiimo taj presek sa
P. Iz paralelnosti pravih n i n’' i P'Q' = Q'R’ sledi da je PQ = QR.

Iz opisa konstrukcije sledi da zadatak ima jedno ili nijedno redenje (poslednje
akoje p L rili ¢ || BQ').

74.1.3. Oznaéimo traZeni broj sa N. Kako je 6N takode Sestocifren broj, to
je prva cifra broja N jedinica. Ta jedinica je onda poslednja cifra nekog od brojeva
2N, 3N, 4N, 5N ili 6N. Kako je 7 jedina cifra koja pomnoZena jednim od brojeva
2, 3, 4, 5, 6 daje broj koji se zavriavasa 1 (37 = 21), to je 7 poslednja cifra broja
N, a, zbog uslova zadatka, pretposlednja cifra broja 3N:

v= 1 0000~
w= QO QgoOgQg 7

Nastavimo dalje ovo mnoZenje: mnoZenjem pretposlednje cifre broja N sa 3 treba
da dobijemo broj koji se zavriava sa 5 (da bismo dodavanjem ,prenete“ dvojke
dobili pretposlednju cifru 7 broja 3N) — to je mogucée jedino ako je ta cifra 5;
znaéi da je 5 ujedno treca cifra zdesna broja 3N. Nastavljajuci ovaj postupak,
zakljutujemo da mora da bude N = 142857 i 3N = 428571. Ostaje joi da se
proveri da se zaista brojevi 2N, 4N, 5N i 6N u tom sluéaju dobijaju iz broja N
ciklitcnom zamenom cifara, to prepustamo &itaocu.
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74.1.4. U prvom ,krugu“ ispadaju deca sa parnim rednim brojevima — ostaju
ona sa brojevima oblika 2k+ 1, pri éemu je najmanji od tih brojeva 1, a najveci 1973.
U drugom ,krugu® ostaju deca sa brojevima, takvim da je razlika susednih jednaka
4: najmanji od tih brojeva je 1, a najveéi 1973. Nastavak ovakvog zakljucivanja
prikazan je u sledeéoj tablici:

KRUG 1 2 3 4 5 6 T 8 9 10
NAJMANJI BROJ 1 1 5 13 13 45 109 109 365 877
RAZLIKA 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024

NAJVECI BROJ 1973 1973 1973 1965 1965 1965 1901 1901 1901 1901
U poslednjem, jedanaestom krugu ispada 877. dete, a ostaje 1901.

74.2.1. Neka je (z;,Z3,.-.,Z100) Proizvoljno resenje datog sistema kod koga
su svi brojevi zy, z3, ..., Z100 pozitivni. Dokaiimo da je z; = m.

Pretpostavimo da je z; > m. Tada iz nzy = mzi00 sledi z100 > n, a 12
z,+z2 = m+ndaje z3 < n. Dalje, iz z2z3 = nz, sledi z3 > m, aizz3+z4 = m+n
da je z4 < n. Nastavljajuéi ovakvo zakljuéivanje dobijamo na kraju da je zg9 > m
i 2100 < n, suprotno veé dobijenom uslovu z1g0 > n. Dakle, ne moze biti z; > m.

Na sli¢an nafin se dokazuje da ne moZe biti 0 < z; < m. Dakle je z, = m.
Sada se lako iz datog sistema dobija da mora biti z; = n, zatimzz =m, 24 =n, ...,
zgo = m i z100 = n. Da je (m,n,m,n,...,m,n) redenje datog sistema proverava
se neposredno.

74.2.2. Data jednacina ekvivalentna je jednaéini
(z+y)? = zy(zy + 1).

Proizvod dva uzastopna cela broja moze biti kvadrat celog broja samo u slu¢aju
da su ti brojevi —1, 0 ili 0, 1. Dakle, mora biti zy = -1 ili zy = 0 i, u oba
sluéaja, z + y = 0. Resavajuéi odgovarajuce sisteme lako dobijamo da su jedina
moguéa celobrojna resenja date jednagine (0,0), (1,-1) i (—1,1). Da ona zaista
zadovoljavaju tu jednaéinu proverava se neposredno.

74.2.3. a) Cetvorougao A,Q; PQs ima dva naspramna prava ugla (kod Q@ i
Qs), pa je tetivan. Zato je ZA1Q1Qs = £A; PQ¢. Prava PQg ima zajednicku tacku
P sa krugom k i nije normalna na polupreénik OP, pa seie krug k& jos u jednoj
taéki, recimo Q. Pretpostavimo da je tacka Qs izmedu tataka P i Q, kao nasl. 114;
ostali sluéajevi razmatraju se analogno. Tada je i ZA; PQ = £A,Q1Qs. Tacke Q
i A; su simetriéne taikama P i A3 u odnosu na simetralu tetive PQ kruga k, pa
je luk AaP tog kruga podudaran luku A,Q. Znaéi da je i periferijski ugao PA2A3
nad tim lukom jednak ZA,PQ, pa i £A,Q1Qs. Najzad, tetvorougao A2Q1Q2P je
tetivni (jer su uglovi A;Q, P i A2Q2P pravi), paje

LPQ1Q2 = LPA2Qo = LPAs A3 = £LA1Q1Qs.

Iz poslednje jednakosti i rasporeda polupravih Q1 4y, Q1Qs, Q1P 1 ©1Q2, koji sledi
iz pretpostavljenog rasporeda tataka Q, Qs i P, dobijamo da je

fot‘»Qle = n"_‘.ﬂthP — 90°_
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Na sli¢an natin se dokazuje normalnost i ostalih parova pravih odredenih uzastop-
nim stranicama sestougla @,Q2Q3Q4QsQs.

b) Srediste R; duZi Q,Q4 je podnoiZje normale iz tatke O na pravu Q,Q.,
jer su prave A;A; i AsA4, a sa njima i tacke @, 1 @4, simetriéne u odnosu na tu
normalu. Zato je ugao OR; P prav, pa tatka R, pripada krugu &iji je preénik duiz
OP. Sliéno vazi za tatke Ry i Rs.

T74.2.4. Ako je data prava normalna na

N

pravi CD, relacija MO - MP + MR se
proverava neposrednim raéunom. Pretpostavi-
mo da to nije sluéaj i ozna&imo sa  oitar ugao
izmedu tih pravih, asa E i F normalne projek-
cije, redom, taéaka P i Q na pravu AB, sl. 115.
Tada je MR = 3 sing’ ME = MPsing
i MF = MQsing. Primenjujuéi Pitagorinu
teoremu na pravougle trouglove M PE i OPE
dobijamo

SL. 115.

MP? = ME? + PE* = ME? + OP? - OE?
2
2 2r
= ’#—M—L)_-.-r?-—- in .
ME* + ( E A 3 -!-ﬁMPsmcp

Jedno resenje ove kvadratne jednafine je negativno, pa je

_ _[sing 2 +sinyp
MP_r(‘/g +\, 3 )
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Na sli¢an nafin se ratuna:

MQ=T(-SI':;;+ 2+§n2¢).

sk 4 1
MQ MP MR
74.3.1. Kvadriranjem date jednaine dobija se njena posledica

1) 4 2 fia2 42) 1+—1-) =0

o 2]
Odatle sledi z — 1/z = 0, odnosno z = 1 ili z = —1. Provera pokazuje da z = 1
nije redenje date jednacine, a da z = —1 to jeste.

74.3.2, Iz datih pretpostavki sledi
ctgla-1 _ (2+a+Vh+0)? -1
2ctga 22+ Va+ vb+2)

odakle posle sredivanja dobijamo

4/a-2Vbc=b+c—a-5.

Sada se |ako proverava da je

2+ +va=ctg2a=

Desna strana ove relacije je ceo broj — oznaéimo ga sa d. Iz 4/a — 2vbe = d
sledi 4dv/be = 4be + d? — 16a, sto je, zbog pretpostavljene iracionalnosti broja vbc,
moguce jedino za d = 0. Dalje dobijamo 4a = bcia+5 = b+c. Iz prve od ove dve
relacije, kako b i ¢ nisu deljivi sa 4, sledi da su oni oblika b = 2V, ¢ = 2¢, gde su V'
i ¢/ neparni celi brojevi. Te relacije se onda svode na a = b'¢/, a4+ 5 = 2(¥ + ¢),
odakle, eliminacijom a, dobijamo ¢/(b' — 2) = 26’ — 5. Kako je b’ neparan, dakle
razli¢it od 2, odatle sledi ¢/ = 2 - !r‘. 5 Da bi ¢/ bio ceo neophodno je i dovoljno
da bude ¥’ = 3 ili " = 1. Lako se proverava da tim sluéajevima odgovaraju trojke
a=3,b=6,c=2 odnosno a =3, b = 2, ¢ = 6, koje zadovoljavaju sve uslove

zadatka.
U oba slu¢aja dobijamo ctg 2a = 2 + v/3, odakle sledi a =

n
24
74.3.3. Date tangentne ravni kupe seku ravan osnove po pravama koje su tan-
gente kruga osnove u tatkama A i B. Oznaéimo presek tih tangentisa K. Trouglovi
AKYV i BKV imaju prave uglove kod A, odnosno B, zajedni¢ku hipotenuzu KV i
jednake katete AK i BK, pa su podudarni. Neka je L zajednicko podnoije visina
koje vdgovaraju hipotenuzi tih trouglova. Tada je ZALB = a i ZAVS = /2.
Oznaéimo traieni ugao ASB sa g, polupreénik osnove sa r i sredidte duzi AB sa
M, sl. 116. Koristeéi pravougle trouglove ASM, AML, ASV i AKS dobijamo:

+kx, ke Z.

ol _ rsing/2 __r _ ¢
AM_rsmz, AL = R = sn 2’ AK_rLga_
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U pravouglom trouglu AKV je
AV - AK = AL\ AK? + AV?,

pa zamenom prethodnih izraza dobijamo
jednaginu za odredivanje nepoznatog ugla
@, &ijim sredivanjem se dobija
. @ _ cosa/2
sin g = TR

74.3.4. Oznaimo traieni maksimalni
proizvod sa P. Zan = 1 je ofigledno P = 1.
Pretpostavimo da je n > 1. Jasno je da tada nijedan od ¢inilaca proizvoda P nije
jednak 1. DokaZimo da su svi njegovi éinioci 'manji ili jednaki 4. Zaista, ako bi neki
njegov Einilac bio veti ili jednak od 5, onda bi proizvod koji umesto a ima &inioce 2
i a—2 bio veéi od P (zbog 2(a — 2) > a), a odgovarajuéi zbir bi takode bio jednak
n. Takode, svaku Zetvorku moZemo zameniti sa dve dvojke i u zbiru i u proizvodu,
pa zakljuéujemo da je proizvod P oblika 2°3#. Najzad, s obzirom da je 2 < 32, a
2424 2=3+3, jasno je da dvojki ne moze biti vise od dve.

Na osnovu svega zakljué¢ujemo da je

3, zan=3k k€N,
P={ 223*-1 zan=3k+1,keN,
2-3*, zan=3k+2 ke NU{0).
74.4.1. Oznatimo sa n broj cifara periode toga broja z. Iz 1/4 < z < 1/3
sledi da je prva cifra periode jednaka 2 ili 3. Ako bi ona bila 3, tada sledeéa cifra

ne bi mogla da bude ve¢a od 3. No, onda bi, prema uslovima zadatka, moralo da
vail

. 34349(n—-2)>n?+12,
§to se lako proverava da je nemogude. .
Dakle, prva cifra periode broja z jednaka je 2. Sada, sli¢no kao malopre, mora
da vaZi sledeéa nejednakost:

2+9(n—1)>n%+12.

Jedini prirodni brojevi koji tu nejednakost zadovoljavaju jesu n =4 in = 5.

U sluéaju n = 4 treba odrediti tri dekadne cifre iji je zbir jednak 42 +12-2 =
26. To mogu biti samo cifre 9, 9 i 8 (uzete u nekom poretku). U sluéajun =5
treba odrediti Zetiri cifre sa zbirom 5? + 12 — 2 = 35. To su (u nekom poretku) 9,
9, 91 8. Brojevi

0,2998; 0,2989; 0,2899:
0,29998; 0,29989; 0,29899 i 0,28999

zadovoljavaju uslove zadatka.
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74.4.2. Neka za cele brojeve n i k, 0 < k < n, vaii jednakost 2(:) =

n n 3
(k—l) + (k+ 1). Kako je

()=t () -250)

ta jednakost je ekvivalentna sa

_ k +n—k
T n—k+1 " k41’

odnosno (n — 2k)? = n+ 2. Dakle, broj n mora biti oblika m? — 2 za neki prirodan
broj m > 2. Za m = 2, medutim, dobija se n = 2, 5to nije resenje zadatka, jer ne
vaZi 2(3 = (g) + G) Zam>2in=m?-2dobijase k = m(rr; 2 - 1. Taj
broj je prirodan i, lako je proveriti, manji od n, a zadovoljava i uslov (n — 2k)? =
n+2

Dakle, traZeni brojevisun=m? -2, m=3,4,....

74.4.3. S obzirom na simetriju elipse u odnosu na koordinatne ose, dovoljno
je odrediti tangentu koja dodiruje elipsu u tacki (zo, yo) koja pripada prvom kvad-
rantu. Jednadina te tangente je

:zu
==l
pa su segmenti koje ona odseca na koordinatnim osama jednaki a?/zq i b?/yo, a
kvadrat duZine dela tangente izmedu osa iznosi
B = at ¥ _dt _E.'_zg_
33 yu zu a’ — zu
a*(a® - zj) =), b2z}
z? a? — 23

(g2 — 2 b2
za=+o=+2\/“ @), Fob o s,
o a? - z§

=a’+b’+

pri ¢emu se jednakost postife ako i samo ako je yo/z¢ = (b/a)%/2. Dakle, traiena
tangenta (u prvom kvadrantu) je ona éija dodirna tacéka (zo, yo) zadovoljava nave-

b
deni uslov. Njena jednaéina je y = —J;: +Vab + 2.

74.4.4. Podelimo tablu na Zetiri dela sa po dva stupca u svakom. Pokazademo
da crni, na potez belog u jednom delu, uvek moZe da odgovori potezom u istom
delu. To znali da ako crni moZe da lisi belog moguénosti poteza u bilo kom delu,
on to moZe da uéini i na celoj tabli, tj. on pobeduje u igri. Dakle, dovoljno je
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opisati pobedniéku strategiju crnog pod pretpostavkom da se igra odvija u okviru
dva fiksirana stupca.

Ta strategija je sledeca: ako beli pomeri svoj Zeton za k polja napred, crni
¢e pomeriti svoj Zeton u drugom stupcu toga dela takode za k polja napred; ako
beli pomeri (u nekom potezu) svoj Zeton za k polja nazad, crni ée pomeriti svoj
Zeton u istom stupcu za k polja napred. Tada ce, posle svakog poteza obojice,
rastojanja Zetona u stupcima toga dela biti medusobno jednaka. To znaéi da na
svaki potez belog crni ima odgovor, pa on ne moke izgubiti. Medutim, crni stalno
igra napred, pa se igra mora zavriiti posle konaZno mnogo poteza. To i znaéi da
crni, pri opisanoj strategiji, pobeduje.

S 2 n
0 n £=' n n |
[ N ¢ A \ C \
C A .4_1 7 L 7

Sl 117.

74.MO.1. 1° Za dati pozitivan broj ¢ izaberimo prirodan broj n, takav da je
1/n < £. Podelimo interval [0,1) na n intervala:

o8 [ [2)

sl. 117. Posmatrajmo n + 1 brojeva oblika ag — [ag] za ¢ = 0, 1, ..., n, koji svi
pripadaju intervalu [0,1). Na osnovu Dirihleovog principa zakljutujemo da postoje
dva od tih brojeva koji pripadaju istom od navedenih manjih intervala; neka su to
brojevi aq; — [ag1) i ags — [ags] i neka je, na primer, prvi od njih ve¢i ili jednak od
drugog. Tada vadi

€2 % > (ags = [aq1]) — (agz - [aga]) = a(g1 — g2) = ([oq:] — [aga]) > 0.

Jasno je da je tada [agqy] — [aga] = [a(g1 — ¢2)], Pa ako stavimo g, — g2 = ¢ bice ¢
ceo broj razliéit od nule za koji vaZi ag — [ag] < €.

2° Kako je a iracionalan broj, to je za svako celobrojno ¢ # 0 broj ag — [ag]
razli¢it od nule. Konstruidimo niz brojeva oblika ag, — [ags] (n = 1,2, ... ) na
sledeci naéin: za dato £ > 0, na osnovu 1°, postoji ceo broj ¢; # 0, takav da je
0 < ag;—[ag;] < ¢; akosu brojevi gy, g, . . ., g vec izabrani, uzmimo pozitivan broj
€n koji je strogo manji od svih brojeva ag; —[ag;] (i = 1, 2, ..., n), a zatim, ponovo
koristeci 1°, ceo broj gn41 # 0, takav da je agn41 — [agn41] < €n. Dobijeni brojevi
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agn — [aga] su, po konstrukeiji, svi raslititi medu sobom i vadi 0 < ag, — [aga] < €.

Ako oznadimo p, = [aga)], iz prethodne nejednakosti dobijamo

zasve n = 1, 2, ... . Zamenjujuéi, u sluéaju potrebe, p, i gn 88 —pn I —¢gp,

dobijamo Zeljeni rezultat.

74.MO.2. Neka je X zajednitka tatka
kruga sa centrom C i polupreénikom CA i
kruga sa centrom ' i polupretnikom C'A’,
sl. 118. Oznaimo sa R, rotaciju oko tatke
C koja tatku A prevodi u X, sa Rg rotaciju
oko tatke X koja tatku C prevodi u taiku
C' i sa R, rotaciju oko tatke C' koja tatku
X prevedi u A’. (Takve rotacije postoje jer
je CA=CX = XC' = C'A.) Za preslika-

%

vanje R = Ry oRpeR, vaii

Sl. 118.

R(A) = Ry(Rp(Ra(4))) = Ry(Ra(X)) = Ry(X) = A',
R(C) = R4(Rp(Ra(C))) = R+(R5(C)) = R,(C") = C",

a, kako su trouglovi ABC i A’ B'C’ direktno podudarni, to je i R(B) = B'.

180° = ZQP,Py + LP,P,P,
= LP\PyPp + LPyPoP, + LPyP\ Py + LPsP\Ps 4 - -+ LPp_\P, Py.

74.MO.3. Oznaéimo sa T konveksni
omotaé datih taiaka Py, P, ..., Py, tj. naj-
manji konveksan poligon, takav da se sve te
taZke nalaze u njemu ili na njegovom rubu.
Motzemo pretpostaviti da su date tatke nu-
merisane tako da je Z P, P, P, ugao poligona
T i da su poluprave P\ Py, P\Ps, ..., P, P,
rasporedene u navedenom poretku, sl. 119.
Neka je Q proizvoljna taéka prave P, P,,
takva da je P; izmedu P, i Q. Tada je

U poslednjem zbiru ima taéno n uglova, pa kako nijedan od njih nije manji od «,
dobijamo da je na < 180°, tj. o < 180°/n. Zato je i max a < 180°/n.

Dokagimo da je maxa = 180°/n i da se ta vrednost ugla o postiie ako i

samo ako su tatke Py, Py, ..., P, skupa S temena pravilnog n-tougla. Zaista, ako
vaii jednakost na = 180°, onda su ispunjeni sledeéi uslovi (i to u svakom temenu

poligona T):
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1° LP\PyP, = LP3Po P, ( = a), tj. PiPy = PyPy; 3naéi, poligon T ima sve
stranice jednake;

2° LPyP\Py = LP3P\Ps + £PsP\Py+ -+ LPp 1P\ Po = (n— 2)a; znadi, taj
poligon ima i sve uglove jednake.

Dakle, jednakost na = 180° je moguéa jedino ako su Py, P, ..., P, temena
pravilnog mnogougla. Obrnuto je ofigledno.

75.1.1. Akoje 5<a<10,ondaje2<+va-1<3i

Va+3-ava—i+Ja+s-6v/a—1=\/(Va-1-27+/(Va-1-3)
=|Va-1-2|+Va-1-3=va-1-2+3-Va-1=1

75.1.2. Neka je S unutrainja tatka trougla %
ABC, sl. 120. Neka je dalje M presek pravih
AB i SA;, a N presek pravih AC i SC). Trou- Ay
glovi NB,S i SMC, su jednakostraniéni, a fet-
vorouglovi SA1CN i SByAM su paralelogrami. N
Zato je B,

SA; + 5B, +SC,=NC+BN+MS
= NC+ B;N + AB, = AC. A M Ct B8

Ako tatka S pripada nakoj stranici (na primer 9330,
AC) trougla ABC, onda je B, = §, A} = C, a trougao SAC, je jednakostrani¢an,
pa opet dobijamo
SA;+SB1+5C;=8C+AS = AC.
75.1.3. Neka je T vreme za koje ée u mesto B doéi automobil koji prvu
polovinu puta prelazi brzinom u, a dr polovinu brzinom v. Taj automobjll ge

prvu polovinu puta preao za vreme ——, a drugu polovinu puta za vreme ——.

: 2u 2v
Zato je
T= ﬂ(l.}.l)
2 \u v

Neka je t vreme za koje ée u mesto B stiéi automobil koji prvu polovinu vremena

ide brzinom u, a drtg'u polovinu vremena brzinom v. Tada je AB = -u+ -‘-u =
24 2 2

t : . ..
§(u+0),t1.t—u+u. Dalje dobijamo _
T AB(1  1\u+v _(u+v)? o, (u=v)?
t 2(5“"::)2)13' P e T

Ako je u=v, onda je T =1, a ako je u # v, onda je T > &.
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75.1.4. Pretpostavimo suprotno i neka se posle n-tog ponavljanja opisanog
postupka prvi put dobije 9 nula. To snaéi da su posle (n — 1)-og koraka svake
dve susedne (prema tome i sve) cifre bile jednake i pri tome jednake 1, jer se sve
nule prvi put pojavljuju posle n-tog koraka. Dalje dobijamo da su posle (n — 2)-
og koraka svake dve susedne cifre bile raslicite. Ako mesta na kojima stoje cifre
numerisemo brojevima 1, 2, ..., 9, onda su posle (n — 2)-og koraka na neparnim
mestima bile jednake cifre, a na parnim takode jednake, ali raslitite od onih na
neparnim mestima. Na mestima 1 i 9 koja su susedna stoje jednake cifre. To je
kontradikeija, pa sledi da je tvrdenje zadatka tatno.

75.2.1. Pretpostavimo suprotno. Tada je b? — dac = k2, gde je k ceo broj.
Kako je b neparan broj, to sledi da su k? i k takode neparni brojevi. Dalje je
4ac = b? — k2. Broj 4ac je deljiv sa 4, a nije sa 8, jer su a i ¢ neparni brojevi.
Medutim, kako kvadrati neparnih brojeva pri deljenju sa 8 uvek daju ostatak 1, to
je broj 3 — k? deljiv sa 8. To je kontradikeija. Dakle, tvrdenje zadatka je taZno.

E 75.2.2. Neka je ABC trougao koji ob-
razuju prave a, b, ¢ i neka je prava d para-
lelna tefisnoj dudi AA,; tog trougla, sl. 121.
Neka su D i E redom preseci pravih b i c
sa pravom d, F presek prave c sa pravom
koja sadrfi tatku C i paralelna je sa AA,,
a A, presek prave d sa pravom koja sadrii
tatku A i paralelna je sa pravom a. Kako

<8 & € j& AA, srednja linija trougla BCF, to tatka

D A polovi dui BF. Zato prava AA; polovi
SI. 121. CF, pa lako sledi da ta prava polovi i DE.

Prema tome, AA, je tefiina dui trougla ADE. Analogno se razmatraju ostali

sluéajevi. '

75.2.3. Oznatimo sa n tradeni broj. Zbir cifara broja n® jednak je 45, dto
je deljivo sa 9, pa sledi da je broj n deljiv sa 3. Kako je 21% osmocifren, a 33°
desetocifren broj, to je n € {24,27,30}. Nije n = 30 jer u zapisu broja 30° ima 6
nula. Takode nije n = 24 jer je poslednja cifra broja 24° jednaka 6, a cifre 6 nema
u zapisu broja n®. Kako je 27% = 387420489, to je n = 27.

75.2.4. Spajanjem tafaka na opisani nafin kvadrat biva razbijen na trouglove.

Neka je k broj tih trouglova. Zbir uglova svih tih trouglova jednak je k - 180°. Taj

sbir je jednak n - 360° + 4 - 90°, jer je sbir uglova &ije je zajednitko teme neka od

datih tafaka jednak 360°, dok je sbir uglova Eije je zajednitko teme neko od temena

kvadrata jednak 90°. Zato je k - 180° = n - 360° + 360°, 4. k = 2n+ 2. Kako je

gvaka od konstruisanih dufi zajednitka stranica za dva trougla, to je broj tih dugi
. jednak

Y424

2 =3n41.
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75.3.1. Nekasu A;, A3, ..., An teme-
na poligona M, a By, By, ..., Bs redom sre-
dista dufi A1 Aa, AzAs, ..., Asd;, sl. 122
Primetimo da (sbog konveksnosti poligona
M) nikoja tri od trouglova

AjAgAs, AzAsAy, ..., An-140d1 (1)
nemaju zajedniéku unutrasnju tatku. Zato
je zbir povréina tih trouglova najvide dva
puta veéi od povriine P poligona M. Ako ‘ 8
povriinu poligona By B; ... B, oznagimo sa "
P,, onda je SI. 122

P—Py=Pg a,B, + Paa,B, + -+ Pp,._,4.B,

1 2 P
o Z(PAmh'-d: + PA,A,A, + "'+PA.-|A.A|) < T - E‘

odakle sledi P; > P/2. Jednakost vaii ako i samo ako svaku talku poligona M
sadrie bar dva od trouglova (1). Ako je n > 5, oznatimo sa C i D redom preseke
duii A;A4 sa dufima A;As i AsAs. Tada svaku unutradnju tatku trougla AsCD
sadrii taZno jedan od trouglova (1). Lako se proverava da za n = 4 vaii P = P/2.
Prema tome, jednakost P; = P/2 vadi ako i samo ako je M Eetvorougao.

75.3.2. Nekasu D, E i F redom podnoija
normala iz tatke S na stranice BC, CA i AB, sl.
123. Primetimodazap >0, ¢ > 0ip+ ¥ < x
vafi

cos i + cosyp = 2cos %ﬁm%i
< 2¢cos m’
= 2
pri éemu jednakost vaii ako i samo ako je ¢ = ¢.
Sl. 123. Koristeéi tu Einjenicu i oznake a = LSAF, B =

£8SBD, v = ZSCE dobijamo
a+b+c=(AE+ AF)+(BD+ BF)+(CD+CE)

_ SA(w.,,er(%._a)) _-i-SB(oos.ﬁ+eoe(-? —ﬂ))

+SC(coa'r+ws(§ -—1)) 52(341:03% +-5'Br.os§ +SCws-€-).

Jednakost vadi ako i samo ko je @ = SZBAC, f = 5LCBA i y = 3ZACB,
ako i samo ako je S centar upisanog kruga trougla ABC.
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75.3.3. Oznaéimo

A= (\/:3—5:+3+ Vz? -5z 46

).
)"

B=( 23 —5z+8—\/z? -5z +6

'I‘n.da.jeA B=2’f", AB = 2°/2, KakojeA>0,B>0iA+B=\/AB.toje

A = B. Jednakost A = B je ekvivalentna sa z = 0 ili Vz? — 5z + 6 = 0. Refenja
sul,2i3.

75.3.4. Pretpostavimo da je na dahov- e

skoj tabli 3n x 3n postavljeno nekoliko topo- 0
va, tako da je svaki od njih napadnut naj- .
vise jednim od ostalih topova. Neka je pri olo

tome postavljeno 2z topova koji se u parovi-
ma tuku i y topova od kojih se nijedan ne
tuée ni sa jednim od svih ostalih topova. °
Svaka dva topa koji se medusobno napadaju 0|0
tuku svako polje sa ukupno 3 linije (dve ho- P
rizontalne i jedne vertikalne ili jedne hori- o
gontalne i dve vertikalne). Svaki top koji
ne napada ostale topove tuée svako polje sa Sl. 124.

jedne horizontalne i jedne vertikalne linije.

Prema tome, svi postavljeni topovi tuku svako polje sa ukupno 3z + 2y linija, od
kojih su neke horizontalne, a neke vertikalne. Kako je ukupan broj linija jednak
6n, to je 3z + 2y < 6n. Broj postavljenih topova jednak je 2z + y i vadi

2
2z4y< 5(3: + 2y) < 4n.
4n topova mogu se postaviti na tabli 3n x 3n tako da vaZe uslovi zadatka. Na sl.
124 dat je jedan takav raspored za n = 3, a sli¢an primer postoji za proizvoljno n.
75.4.1. Neka je M(m,m?) proizvoljna tatka parabole razlicita od tatke A.
Jednaéina tangente na parabolu u tatki M je y — m® = 2m(z — m), a jednatina

normale u toj tacki je y — m? = _51;(: — m). Ako ta normala sadrZi tacku

1 i
A(zo,23), onda je z§ — m? = —ﬁ(zu — m), pa koristeci uslov zo # m (M # A),
dobijamo 2m? + 2zom + 1 = 0. Ova kvadratna jednadina po m ima dva realna
resenja jer je D = 4(z2 — 2) > 0. Oznaéimo sa z, i z3 ta redenja. Normale na
parabolu u tackama B(z,z}) i C(z2,23) sadrie tacku A, a jednacina prave BC je

y S
y—z'f:"."-:‘

- . B =(z Iq)T — 2129
3:—21(: 1), tj. y=(z1+723) 172

Preseéna tafka prave BC sa y-osom je P(0,—zz32), a kako su z; 1 z; resenja
jednaéine (po nepoznatoj m) 2m? + 2zgm + 1 = 0, to je ;2; = 1/2. Konaéno
dobijamo P(0,—1/2), tj. koordinate tatke P ne zavise od tatke A.
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75.4.2. Primetimo da je svaka trojka (1,1,z2), gde z € {2,3,... }, redenje date
jednaéine. Razmotrimo dalje sluéaj z > 1.

a) Neka je z = 2. Jednatina prima oblik 14+ 2! + - - + z! = y?. Primetimo da
y? pri deljenju sa 5 daje ostatak —1, 0ili 1i da je

1+2!4+31+4!'=33=3 (mod 5),
1+2'4---4+2z!=3 (mod 5), zaz>4.

Prema tome, ako je trojka (z, y, 2) redenje date jednaéine, onda je z < 3. Proverom
dobijamo da za z = 2 nema redenja, a za z = 3 redenje je trojka (3,3,2).

b) Neka je z = 3. Jednagina prima oblik 1 + 2!+ .-+ 4+ z! = ¢*. Primetimo da
kub prirodnog broja pri deljenju sa 7 daje ostatak —1, 0ili 1idaza z > 7 vadi

1421442 =14214--.+6!/=873=5 (mod 7).

Prema tome, ako je trojka (z, y, 3) refenje date jednacine, onda je z < 5. Proverom
dobijamo da za z € {2,3,4,5} nema redenja.
c) Neka je z > 4. Ako 2a prirodne brojeve z > 1, y i z > 4 vadi

1424+l =y,

onda 3 | 1421+ -4+2!=34+3N+---+z!,pasledi3 | ¥, 3|yi3 |y
Prema tome, broj 1 + 2! + --- + z! deljiv je sa 3* = 81. Primetimo da je broj
14214 3!+ --- 4 8! = 46233 deljiv sa 9, ali da nije deljiv sa 81. Kako je broj
k! deljiv sa 81 za svako k > 9, to sledi z < 7. Proverom dobijamo da ni za jedno
z € {2,3,4,5,6,7} broj 142!+ - -+ z! nije deljiv sa 81. Prema tome, data jednatina
nema redenja kod kojihjez > 11z > 4.

Sva resenja date jednaéine su (3,3,2)i (1,1,z2), gde je z > 2.

75.4.3. Neka je S = a; + 2a; + 3a3 + - -+ + na,. Tada je
|
S=(a1+a2+---+an)+(az+as4---+an)+(as+as+---+as)+---+an.

Daljejea; +az+---+a, =0,aza k € {1,2,...,n— 1} dobijamo

n

Y aif< 3 lajl < (n-k)M,

j=k+1 j=k+1

= Ii“ﬁ < ilaslsiﬂ.

i=1 =1

D8 <
j=k+1
n

> %<

J=k+1

PR
j=k+1

pa dalje sledi

kM, sa k < n/2,

ap41 + Grg2 + -+ -+ 6y < min{(n — E)M, kM} ={ (n—E)M, zak>nj2
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Ragmotrimo posebno sluéajeve kada je n paran, odnosno neparan broj. Ako je
n = 2l, onda je

S<M+2M4-+(I-1)M+IM+(I-DM+--+2M + M

— 2
=2£2—1)‘M+IM=I’M=-{;—M.

Ako je n = 21 + 1, onda je

n?-1

2

S<AM+2M +---+IM) =1+ )M = M<ﬂTM.

75.4.4. a) Pretpostavimo da se A i B poznaju. Neka su A;, Az, ..., 4An,
B svi poznanici osobe A. Tada se nikoja dvojica od Ay, As, ..., An, B ne poz-
naju medusobno. Kako se A; i B ne poznaju, to oni imaju dvojicu zajednickih
poznanika: A i B;. Medutim, B, i A se ne poznaju, pa su A; i B njihovi jedini
zajednicki poznanici. Prema tome, nijedan od Aj, Az, ..., An nije poznanik sa
B,. Analogno dokazujemo da postoji By (# B ) koji je zajednicki poznanik A; i B
itd. Prema tome, osobama A;, Az, ..., An moZemo pridruZiti razli¢ite poznanike
lica B, pri &emu niko od njih nije A. Odatle sledi da B ima ne manje poznanika
od A. Analogno, A ima ne manje poznanika od B. Zato A i B imaju jednak broj
poznanika.

b) Ako se X i Y ne poznaju, oni imaju zajedni¢kog poznanika Z. Na osnovu
a) sledi da X i Y imaju jednak broj poznanika kao i Z.

76.1.1. Oznaéimo sa z, y i z redom

b brojeve objekata koji imaju iskljugivo svoj-

stvo a, b, odnosno ¢; oznaimo, dalje, sa

u, v i w redom brojeve objekata koji imaju

v iskljuéivo svojstva a i b, a i ¢, odnosno b i
‘“ ¢; najzad, oznadimo sa t broj objekata koji

imaju sva tri svojstva. Tada je (sl. 125)

aq

No=z+utv+li,
Ny=ytutw+t,

¢ Ne=z4+v+w+t,

Nep=u+t, Nyc=v+t, Nye=w+t, N=z+y+z+utv+w+tt.
Odatle sledi
3N+N¢.5+N4.¢+Nl-,t"2Nd_2Nl-'2Ne==+v+220r

pa je zaista 3N + Nas + Nac+ Ny > 2Na + 2Ny +2N,. Jednakost vazi ako i samo
ako je z = y = z = 0, tj. ako i samo ako nijedan od datih elemenata nema samo
jedno svojstvo.
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76.1.2. Pretpostavimo, suprotno tvrdenju zadatka, da se u krug polupreénika
9 moZe smestiti 400 tataka tako da je rastojanje izmedu svake dve tacke veée od
1. Opisimo krug polupreénika 1/2 oko svake od tih tataka. Ti krugovi su onda
disjunktni i svi su sadrZani u krugu polupreénika 9,5. No, onda bi ukupna povrsina
tih krugova, koja je jednaka 400%(1/2)? = 100x, morala biti manja od povrdine
kruga polupreénika 9,5, tj. od 9,5%x = 90,25, 5to nije tafno. Ova kontradikcija
dokazuje tvrdenje zadatka.

76.1.3. Neka su a, b i c realni brojevi za koje vaii

abe=1 i a+b+c>1+l+l.
a b ¢

Tada je
(@a=1)(b=1)c—1)=abc—ab—ac—bc+a+b+c—1

=a+5+c-ak(l+l+£)
e b ¢

|
=u+b+c—(1+—+1)>&
. a b ¢
Kako ne mogu sva tri broja a — 1, b~ 1, ¢ — 1 biti pozitivna (jer bi inate iz a > 1,
b > 1, ¢ > 1sledilo abe > 1, suprotno pretpostavci), to je tatno jedan od tih brojeva
pozitivan, tj. taZno jedan od brojeva a, b, ¢ je vedi od 1, 8to je i trebalo dokazati.

76.1.4. Neka je C traiena tacka. Neka
Je | poluprava sa poéetkom A, s one strane
prave AC (reke) sa koje nije tacka B, koja
s pravom AC gradi ugao od 30° i neka je D
podnoije normale iz tatke C na polupravu
[, sl. 127. Tada je AC = 2CD. Cena trans-
porta robe proporcionalna je sa

AC+2CB =2CD+2CB =2(CD+CB),

dakle i sa CD + CB, pa ¢e ona biti naj-
manja kada tacke B, C'i D pripadaju jed-
noj pravoj, odnosno kad poluprava CB gradi sa nizvodnim smerom toka reke ugao
od 60°.

76.2.1. Kako je, za svako n € N,

1 _(n+)Aa-ava+l_ 1 1
m+1Dvn+nyntl (n+1)n—-n?(n+1) /n n+ 1

to je dati zbir jednak

(Grea)e G )+ (G- o)1~ -
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76.2.2. Neka je dat pravilan Sestougao ABCDEF stranice a. Konstruidimo
najpre preseke K i L pravih BC i AC redom sa pravom DE, zatim presek M pravih
AB i CD i najzad preseke N i O pravih ML i AD, redom, sa pravom CF, sl. 128.
Lako se dokasuje da je BM N K DO ponovo pravilan Sestougao stranice a i da je
FN = 3 FO = 3a. Nastavljajuéi ovaj postupak moZemo, za dati prirodan broj n,
odrediti na pravoj FO tatku S, takvu da je FS = nFO = na. Ako je T presek

pravih ES i OD, is sli¢nosti trouglova FSE i OST dobijamo da je OT = .
odnosno T'D = ;a.

a,

A B M g 128

76.2.3. Oznatimo sa S povriinu datog trougla. Treba odrediti kada se postize
minimum izraza I = az? + by? + cz?, pri uslovu da je az + by + cz = 25, dakle
fiksirana velitina. Dokazaéemo da vadi nejednakost

az? + by? + c2? S az +by+cz\’
a+b+ec =\ at+b+e /'’

pri &emu jednakost vafi ako i samo ako je z = y = z. Zaista, ta nejednakost
ekvivalentna je sa ’

(a + b+ c)(az® + by? + e2?) > (az + by + c2)?,

odnosno
ab(z — y)? + ac(z — 2)* + be(y — 2)? 2 0,

8to je taéno, a jednakost vaZi ako i samo ako je z =y = z.

Dokazanu nejednakost moZemo napisati u obliku I > : . Dakle, dati

+b+e
, & jednaka je tom broju

izraz I ima vrednost koja nikad nije manja od
at+b+ec

ako i samo ako je z = y = z. To znaéi da je I minimalno ako i samo ako je P
centar upisanog kruga trougla ABC.
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76.2.4. PokaZimo da postoje desetocifreni brojevi oblika 98765abcde, gde je
(a,b,c,d,e) neka permutacija skupa {0,1,2,3,4}, koji su deljivi sa 11 i odredimo
medu njima najveéi. Taj broj ée ofigledno biti i najveéi desetocifren broj napisan
razli¢itim ciframa koji je deljiv sa 11.

Da bi broj navedenog oblika bio deljiv sa 11, neophodno je i dovoljno da sa 11
bude deljiv broj

A=94+T+5+b+d)-(8+6+a+c+e)
=T+b+d=-[10-(b+d))=2(b+d)-3.

Iz uslova za bidsledidajel < b+ d <7, odnosno —1 < A < 11. Kako je
broj A neparan, jedina moguénost da bude deljiv sa 11 jeste A = 11, odnosno
b+ d = 7. Dakle, neophodno je i dovoljno da (b,d) bude neka permutacija skupa
{3,4}, a (a, c, ¢) neka permutacija skupa {0,1,2}. Najvedi broj opisanog oblika koji
zadovoljava te uslove je 9876524130.

76.3.1. Bilodajea>1,b>1lie>1lilidajel<ca<],0<cb<l
10 < ¢ < 1, brojevi log, a, log. b i log, ¢ bi¢e pozitivni. Primenjujuéi dva puta
nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske sredine dobijamo:

loE!a’+lo§Eb’+lo§!c’=2 lo§§a+lo§=b+lo§sc
a+b b+c c+a a+bd b+ec c+a

logya-log . b-log,c _ 6

(a+b)b+c)(c+a) ™ Yla+b)B+c)c+a)
18 9

2@+ 0+ +(cta) atbre

26}

3to je i trebalo dokazati. Jednakost vaZi ako i samo ako jea=b=c¢c.

76.3.2. Kako ;_ngcnri datgg trougla nisu tupi, bar jedan od njih, neka je to g
zadovoljava uslov 1 < 7 £ 7 i, samim tim, siny > cosy. Tada je a + S > 7

2
a—-f r x a+f * =« .
2 <4<:2,05 2 —4<4,pa.sledl.
(sina + sin f + siny) — (cosa + cos B + cos )
= (sina + sin §) — (cos a + cos ) + (siny — cos )
=2cosa—'ﬂ(na+’8—cosa+'8)+(sin7-cos1)
2 2 2
,—-Qﬁcosa;'ﬁsin(“;ﬁ—g)+(sin7-—cos1r)>0.
jer je cosa; > D,sin(%é-—;) > 0isiny > cosvy. Dakle, vaii sinc --sin 8+

siny > cos a + co8 § + cos .
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76.3.3. Oznaéimo sa r polupreénik lopte,
sa R i H, redom, polupreénik osnove i visinu
kupe, sa o ugao izvodnice kupe prema ravni
osnove i t = tga/2. Tada je (sl. 129)

2Rt a
H_Rtsa_].——-f_” T—Rtgz—ﬁ'l,
pa je odnos zapremine Vj lopte i zapremine V3
R 4 1 g 1 1
Sl. 129. Vo = exr® : —xR2H =2t%(1-13) < 2. - = =
VI.V: s‘rT; 3‘I'RH 2‘(1 t)_2 i 9°

pri éemu se jednakost postife ako i samo ako je t* = 1/2. Dakle, traiena mak-
simalna vrednost odnosa zapremina je 1/2 i postiie se kada je nagibni ugso a =
2 arctg(1/v/2).

76.3.4. Izaberimo taZke A, B€ S,
takve da je rastojanje AB maksimalno
moguée. Neka je tatka C € S takva
da je trougao ABC jednakostranian.
Dokazacemo da skup S ne moie da sa-
dr#i vise nijednu tacku, tj. da mora biti
n=13.

Konstruifimo krugove sa centrima
A, B i C, polupreénika jednakog dufi
AB, sl. 130 . Zbog nafina izbora taZaka
A i B eventualne tatke skupa S, razlicite -
od A, B i C, ne bi se mogle nalaziti iz- Sl. 130.
van bilo kog od ovih krugova. DokaZimo
da njih ne mote biti ni u njihovoj zajedniékoj unutrainjoj oblasti, niti na lukovima
AB, BC i CA tih krugova. Dovoljno je dokazati da ih nema u ,treéini“ te oblasti,
ogranitenoj duzima OB i OC (O je centar trougla ABC) i lukom BC — oznaimo
taj deo ravni sa F. Pretpostavimo da u oblasti F postoji tatka D € S, raszlitita
od B i C. Tada je za neko I’ € S trougao ADD’ jednakostraniéan, tj. tacka D'
se dobija rotacijom tacke D oko A za 60° (u nekom smeru). Pri toj rotaciji jedna
od tataka B i C prelazi u drugu; neka, na primer B prelazi u C = B’. Lako je
pokazati da duz BO tada prelazi u dui B'C’ koja pripada tangenti kruga (B, AB)
u tatki C. Odatle sledi da se cela oblast F osim same tatke B preslikava u deo
ravni za koji smo dokazali da u njemu nema tataka skupa S. No, to znaéi da je
D' = B' i D = B, &to je iskljuéeno. Dobijena kontradikecija dokazuje da skup S ne
sadrii nijednu tacku osim A, B i C.

76.4.1. Dokasimo najpre da ne postoji krug sa centrom u tacki C(v/2,1/3)
&jem rubu pripadaju dve tacke (z;,11) i (22, ¥2) sa celobrojnim koordinatama.
Zaista, ako bi za neke z1, y1, Z2, y2 € Z za koje je z; # z3 ili g1 # y2 vaiilo

(z1 - V2)* + (Ul - ';')2 =(z2 - V2’ + (w" %)2
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sledilo bi (21 — z2)(z1+ 22— 2V2) = (32— 41)(v2+ 1 — 2/3). Medutim, u toj relaciji
je, za T; # 3, leva strana iracionalan, a desna racionalan broj. Akojez)y =zz i
v # o, iz te relacije bi sledilo yy +y2 = 2/3, 5to je takode nemoguce.

Poredajmo sada sve tacke skupa S u niz na slededi nacin: oznaimosa M, tacku
skupa S koja je najbliza taZki C; ako su tacke M), ..., My, vel odredene, oznaéimo
sa M,y tatku skupa S\ {Mi,...,M,} koja je najbliia tatki C. Prethodno
dokazano tvrdenje obezbeduje da je opisana konstrukcija moguéa. Tada krug s
centrom C i polupretnika R, gde je CM, < R < CMp41, sadrii u svojoj unu-
trasnjosti taéno n tataka skupa S.

76.4.2. Ako sa k;, odnosno k, oznaéimo koeficijent sliénosti krivih Cj i C,
odnosno C} i Cy, onda je z; = k10y i 23 = k203. Neka su P{ i P} povréine oblasti
koje ogranicavaju redom krive C} i C}. Tada je Py = kiP i P; = k3 Py, pa je zbir

P P, P P 2dP, d’P,
P{+P5=i‘¥P1+k;Pg=-6?2§+b-§:g= (—O-?-Po—;)z?—?g-zl+—oT

minimalan za
PO} P,0?

N ERoI+ R0} T ROT+POT

76.4.3. Ne postoje uvek. Za proizvoljno n > 1 uzmimo, na primer,

d,

mg=a=-Sa=bh=b=-=b-1=1 (mod2n), b,=0 (mod 2n).

Lako se proverava da za proizvoljne neprazne skupove A’ C A i B’ C B zbir
elemenata iz A’ i elemenata iz B’ nije deljiv sa 2n.

76.4.4. U gradu ima mn raskrsnica. Deo ulice izmedu dveju susednih raskrsni-
ca nazovimo sokakom. Da bismo, polazeéi od jedne raskrsnice, proéli kroz svaku
od preostalih mn — 1 raskrsnica kretuci se asfaltiranim delom mreZe, mora biti
asfaltirano bar mn — 1 sokaka (do svake sledece raskrsnice stifemo novim soka-
kom). Na sl. 131 je prikazana mreZa u kojoj je asfaltirano n(m-1)+n—-1=mn-1
sokaka, pri éemu su svake dve raskrsnice povezane asfaltnim putem.

Sl 131. SI. 132.
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76.MO.1. Nad svakom stranicom datog poligona konstruisimo pravougaonik
visine P/s koji sa poligonom ima zajedni¢kih unutrainjih tafaka, sl. 132. Zbir
povrsina tih pravougaonika jednak je P. Kako svaka dva pravougaonika konstru-
isana nad susednim stranicama takode imaju zajednickih unutradnjih tadaka, to
je ukupna povrdina koji oni pokrivaju manja od P, dakle od povréine poligona.
Zato postoji tatka unutar poligona koja nije pokrivena nijednim od pravougaonika.
Krug sa centrom u toj taki, polupreénika P/s, sadrian je u datom poligonu.

76.MO.2. Primetimo najpre da ako brojevi ay, a2, ..., 82n41 imaju navedeno
svojstvo, onda za svaki realan broj k to svojstvo imaju brojevi a; + k, a2+ F, ...,
Gans1 + kK, kao i hm}e\u ark, azk, ..., thl-lk-

Koristeéi prvu od navedenih Zinjenica zakljuéujemo da je dovoljno da tvrdenje
zadatka dokaZemo pod pretpostavkom da je jedan od datih brojeva, na primer broj
ay, jednak nuli. U tom sluéaju lako izvedimo da su svi d4ti brojevi parni. Zaista,
ako izdvojimo broj a; = 0 i ostale brojeve podelimo na dve grupe sa jednakim
gbirovima, dobijamo da je zbir svih datih brojeva paran. S druge strane, ako
izdvojimo bilo koji broj a; i preostale brojve podelimo na dve grupe sa jednakim
zbirovima, zakljutujemo da je zbir svih brojeva osim a; takode paran. Zato i a;
mora biti paran broj.

Kako su svi dati brojevi a;, a3, . . ., G2n41 Parni, nacmlovu druge od navedenih
Zinjenica, sakljutujemo da i celi brojevi ;a, }'ﬂg, ..., —Gan41 imaju navedeno
svojstvo, pri Semu je jedan od njih jednak nuli. Nastavljajuéi dalje ovaj postupak
dobijamo da je za svaki prirodan broj j svaki od datih brojeva deljiv sa 2/, &to
znadi da su svi oni jednaki nuli. Time je tvrdenje zadatka dokazano.

Napomena. Tvrdenje sadatka vadi i ako su a,, a3, ..., G2a41 proizvoljni realni
brojevi (ne moraju biti celi) sa navedenim svojstvom, no dokaz je u tom sluéaju
neito teii.

76.M0.3. 20<z<1i0<y< 1slediz?<ziy? <y pajeaz’+by’ <
az + by. Slicno se izvodi da je az? + bt? < az + bt pa je

az? +by?  az?+b8?

)=
f(z.3,2.1) az + by + az + bt
Kako je f(1,0,0,1) = 2, to je 2 najveéa vrednost funkcije f pri datim uslovima.
Dokazimo sada da, pri datim uslovima, vadi
az® + by? > az + by
az+by = a+b’

Zaista, ta nejednakost ekvivalentna je sa (a + b)(az? + by®) > (az + by)?, odnosno
sa ab(z — y)? > 0, 5to je ofigledno ispunjeno. Zato je

ar+by az+bt
=1
a+b atb

<l1+1=2.

f(z,v,2,1) 2

: 1 1 . . ; i T
Kako je f(i’%'%'i) = 1, to je 1 najmanja vrednost funkcije f pri datim
uslovima. :
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77.1.1. Primetimo prvo da je par (0, 0) redenje date jednacine, a da par (z,y),
gde je tafno jedan od brojeva z i y jednak nuli, nije redenje. Neka je p(z + y) =
zy # 0. Tada p | zy, a kako je p prost broj, to p | z ili p | y. Neka je, na primer,
z = mp, gde je m ceo broj i m # 0. Lako se vidi da ne moge biti m = 1. Dalje je

TR mp
p(mp + y) = mpy, pasledi y = s

a) Ako je m — 1 =1, onda je z = 2p, y = 2p redenje date jednaZine.

b) Ako je m — 1 = —1, onda je (suprotno pretpostavci) m = 0.

¢) Ako je m — 1 = p, onda je z = p(p+ 1), y = p+ 1 redenje date jednaéine.

d) Ako je m — 1 = —p, onda je z = p(1 — p), y = p— 1 redenje date jednatine.

e) Akom—1¢ {-1,1,-p,p},onday= nije ceo broj.

Analogno razmatramo sluéaj kada je broj y deljiv sa pi u tom sluéaju dobijamo
jod jedno redenje: z = p+ 1, y = p(p+ 1). Dakle sva celobrojna redenja (z,y) date
jednadine su:

(0,0), (2p,2p), (p(p+1),p+1), (p+1,p(p+1)), (p(1-p),p—1), (p—1,p(1-p)).

77.1.2. Kako je 60 = 22 .3 .5, dovoljno je dokazati da je bar jedan od brojeva
a, b, c deljiv sa 4 ili da su bar dva parna, da je bar jedan deljiv sa 3 i bar jedan
deljiv sa 5.

a) Primetimo da @ i b ne mogu oba biti neparni brojevi, jer bi u tom sluéaju
vailo a? + b? = 2 (mod 4), pa a? + b? ne bi mogao da bude jednak kvadratu celog
broja ¢ koji mofe davati ostatak 0 ili 1 pri deljenju sa 4. Ako su oba brojaai b
parni, onda 4 | abe. Razmotrimo sluéaj kada je taéno jedan od brojeva a i b paran.
U tom sluéaju c je neparan broj. Neka je, na primer,a = 2k, b =2n+1, c = 2m+1.
Tada iz a® 4 b? = ¢? sledi k? = m(m+1)—n(n+1), pa kako 2 | m(m+1)—n(n+1),
tosledi 2| &2 i 2 | k. Kako je a = 2k, to 4 | a, pa prema tome 4 | abe.

b) Primetimo da kvadrat celog broja pri deljenju sa 3 daje ostatak 0 ili 1. Ako
nijedan od brojeva a, b nije deljiv sa 3, onda je

a?4+0®=2 (mod3), ?*=0ilil (mod3),

pa nije a? + b? = ¢2, &to je suprotno pretpostavci. Dakle, bar jedan od brojeva a,
b je deljiv sa 3.

¢) Ako je ceo broj deljiv sa 5, onda je i njegov kvadrat deljiv sa 5, a ako ceo
broj nije deljiv sa 5, onda njegov kvadrat daje ostatak 1 ili 4 pri deljenju sa 5. Ako
nijedan od brojeva a, b i ¢ nije deljiv sa 5, onda vagi

Q462 =0,2ili3 (mod5), F=1ili4 (modS5),
pa nije a? + b? = ¢?. Kontradikcija. Prema tome, bar jedan od brojeva a, b i ¢ je
deljiv sa 5.

77.1.3. Neka tacke P, @ i R dele obim kvadrata ABCD na tri jednaka dela.
Ne smanjujudi opstost razmatranja moZemo pretpostaviti da nijedna od tataka P,
Q i R nije unutrasnja tatka duzi CD i da, na primer, P € APy, Q € BCi R€ AD,
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gde je Pp srediste dusi AB. Neka su dalje Qo € BC i Ry € AD tatke koje zajedno
sa tatkom P, dele obim kvadrata na tri jednaka dela, a Q; taéka simetriéna taZki
Q u odnosu na pravu OP,, sl. 133. Tada je PP, = QQo = RRo, 0Q = o1,
QiRo = QQo = RRo, OPy < OP i 20Ry < OR + 0Q: (jer je ORp teiisna dui
trougla ORQ, ), pri éemu su zapisane nejednakosti stroge ako je P # Fy. Dakle, za
P # Py dobijamo

OPn'I'OQ'u'*‘ORu=OPQ+20R0<OP+OR+001=OP+OQ+OR.

D c
R
n. aa
Q1 ¢ 0 oL
A P ;, B
1. 133. S1. 134.

77.1.4. Srafirajmo polja dobijene figure kao na sl. 134. Ukupan broj polia je
50, pri demu je 26 crnih i 24 bela. Kako jedna domina pokriva jedno belo i jedno
crno polje, to se sa 25 domina ne moZe prekriti ova figura.

77.2.1. Data jednafina ekvivalentna je sa sistemom

tj. (posle elementarnih transformacija) sa sistemom z2—-z-1=0, z21.Jedino
resenje jednatine je z = (1 + Vv5)/2.

77.2.2. Neka je S presek prave BC sa
pravom koja sadr#i tatku P i paralelna je sa
AC, sl. 135. Tada je BS = (1—A)BC, PS =
(1 — A)AC. Kako je 1/2 < A < 1, to tatka §
pripada duzi BQ, pa je

SQ = BQ-BS=)ABC-(1-X)BC

= (2x - 1)BC,

PQ<PS4+SQ=(1-2)AC+(22-1)BC. ¢ %
i ~A A1 1= A s :

Analogno dobijamo QR < (1 — A\)AB+ B 2 s Y c

(2A — 1)AC, RP < (1-2)BC +(2) — 1)A4B,

pa dalje lako sledi S1. 135.

PQ+ QR+ RP < AMAB+ BC +CA).

A
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Jednakost vaii ako i samo ako je S = Q ili § = B. Taj uslov je ekvivalentan sa
22-1=01iliA=1,tj.sa A€ {1/2,1}.

77.2.3. Dokaiimo da medu brojevima azp —ayp, 819 —a3s, . .., Ga —a3, a3 —ay
ima bar Zetiri medusobno jednaka. Pretpostavimo suprotno, tj. da medu njima ima
najvide tri medusobno jednaka broja. Tada je

azo = @3 + (a2 — @1) + (as — a3) + - - + (319 — G18) + (@20 — a19)
>143(1+2+3+4+5+6)+7=T1,

§to je suprotno pretpostavei azg < 70.

i 3 5 7 2n-1 . 2k—-1
77.2.4. Neka]eP.,_z-‘-E-...'-z—n—_-i. Kakouk)lvahu—_i)
k .
E-1
2 3‘/3 n
”""\/;\/; 3 Yasi =™
3 135  9m-1- C2%—1 2% ;
Mamqn-2-4-6 T . Kako za k € N vaii T <2k+1,to.le
Q<248 m=2 2 _ 1 m _ 1 1
"T3 57 " 2n=1 2n+1 P, 2n+1 Qn(2n+1)  2nQ,’
1
n < —a==. Dalj
pa sledi Q iy, = alje je
3 8 7 2n-1 1 3 5 2n-1
it B S A e Rk A S R ek R

77.3.1. Koristeéi nejednakost izmedu kvadratne i aritmetiéke sredine dobi-

jamo
JAE+ G-aP+ YO aP s+ B+ ioap

zﬁ(al+;—a2+a3+;—¢3+...+“’_"'"..;"_“l)=\/§%=h@.

Jednaknirtvaﬁakoisamoakojea;=ag,=---=z.a9=a4=---=yi:+y=1.

77.3.2. Neka je n (u dekadnom zapisu) k-tocifren broj i neka je S zbir cifara
broja n. Tada je 9*~! < 10*~! < n i § < 9k. Neka je n? = S%. Tada je
(9%-1)% < (9k)%, tj. 92¥=7 < k®. Lako se proverava da poslednja nejednakost vaii
za k € {1,2,3,4,5}. Dokaiimo indukcijom po k da za k > 6 vadi 92*-7 > k5. Za
k = 6 dobijamo

977 = 59049 > 776 = 6°.
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Pretpostavimo da za neko k > 6 vagi 92~7 > k5. Tada je
9AEH-T = 81.9%-7 > 81k° > (24)° > (k +1)°,

tj. nejednakost vafi i za k+ 1. Na osnovu dokazanog sledi k < 5, S < 45. Iz uslova
n? = §°% sledi n = $2V/5, pa je S potpun kvadrat. Prema tome,

S € {1,4,9,16,25,36}.

Dalje proveravamo:

$=1, n=85=1, 1=1;

S=4, n=32 3+2#4;

S5=9, n=243, 24443=9;
S5=16, n=1024, 1404 2+4# 16
§=125 n=3125, 3+14+2+45+#25

S =36, n= 46656, 446+6+546# 36.

Prema tome, traZeni brojevi su 1 i 243.

77.3.3. Neka je ABC pravougli trougao
A sa hipotenuzom AB = ¢. Oznaiimosa M i N
redom dodirne tacke upisanog kruga sa duzima

AB i AC, a sa a ugao BAC, sl. 136. Tada je

M
AM = AB + AC - BC
N 2
e y
= 5(1 + cosa — sina).
8 P ¢ Kako je simetrala ugla o istovremeno i sime-
SI. 136. trala dugi M N, to je:

MN =2AM'sin% =5 csin%(l+msa-—sina)

= csin [ 2cos? = — 2sin S cos 2 ) = esinaf cos = — sin >
2 2 2 2 2 2

=cy/sin? a(l —sina) = \%\/ﬁm -sina(2 — 2sina)

< £ (sina+sinu+(2—-23ina})s_21/54:
=l 3 g

77.3.4. Pretpostavimo da je n-tougao podeljen dijagonalama iz D na trou-
glove, tako da nikoje dve od dijagonala skupa D nemaju zajednitku unutrasnju
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tacku i da iz svakog temena n-tougla polazi paran broj dijagonala. Tada se dobi-
jeni trouglovi mogu obojiti plavom i crvenom bojom, tako da su svaka dva trougla
koji imaju zajednicku stranicu obojena razli¢itim bojama. (To se moie postici ako
se poligon na potetku ceo oboji jednom bojom, a zatim se konstruidu dijagonale
jedna za drugom i posle svakog konstruisanja dijagonale sve obojene povriine sa
jedne strane te dijagonale se prefarbaju onom drugom bojom.) Za tako obojene
trouglove vaZi:

a) Svaka od dijagonala je stranica jednog plavog i jednog crvenog trougla.

b) Svi trouglovi kod kojih je jedna stranica istovremeno i stranica n-tougla
obojeni su istom bojom, recimo plavom. (7To sledi iz Zinjenice da iz svakog temena
n-tougla polazi paran broj dijagonala iz D, tj. da je svako teme n-tougla zajednitko
teme neparnog broja trouglova na koje je n-tougao podeljen.)

Ako je p broj plavih, a ¢ broj crvenih trouglova, onda je n + 3¢ = 3p, jer
je svaka dijagonala iz D stranica jednog plavog i jednog crvenog trougla, a svaka
stranica n-tougla je stranica samo jednog plavog trougla. Prema tome, broj n je
deljiv sa 3, a to znati da se 100-ugao ne moie podeliti na trouglove dijagonalama
tako da vafe navedeni uslovi.

77.4.1. Primetimo najpre sledeée: Ako je p > n prost broj, onda je najvise
jedan od brojeva ay, @, ..., an deljiv sa p. Zaista, ako p | a; i p | aj, gde je
1<i< j<n,ondap|aj—a;=j—i, pri temu je 1 < j—1< n-1, pazato sledi
p < n — 1. Razmotrimo sledeée sluéajeve:

a) k je prost broj i 2k < n. Tada je broj n! deljiv sa k2, a broj n!/k je deljiv

svakim prostim brojem koji nije veti od n. Zato broj %— + 1 nema proste delioce

manje ili jednake od n (inage bi i jedinica bila deljiva takvim prostim deliocem).
1

Sledi da broj ax = k HI ¥ 1) ima prost Einilac p koji je veéi od n. Nijedan od

brojeva aj, j # k, nije deljiv sa p.

b) k je prost broj i k < n < 2k. Tada k | a; i nijedan od brojeva j (pa samim
tim ni a;), gde je j € {1,2,...,n} \ {k} nije deljiv sa k.

c) k je slozen broj i k # 4. Ako je k = ab, gde su a i b prirodni brojevi i
1 < a < b, onda se u proizvodu n! pojavljuju brojevi a, bi k. Ako je k = a?, gde je
a > 3 prirodan broj, onda se u proizvodu n! pojavljuju brojevi a, 2ai k. U svakom
sluaju broj n!/k deljiv je sa k, pa kao pod a) dobijamo da a; ima prost delilac
vefi od n.

d) k = 4. Ako je n > 6, onda je broj n!/4 deljiv sa 4, pa analogno kao
u sluéajevima a) i.c) sledi da broj a; ima prost delilac veéi od n. Za n = 4 broj
a4 = 4!'+4 = 28 deljiv je prostim brojemp = 7 > 4, aza n = 5 broj aq = 5!4+4 = 124
deljiv je prostim brojem p = 31 > 5.

77.4.2. Dokadimo sledeée pomoéno tvrdenje: Neka je XY Z pravougli trougao
(sa hipotenuzom XY), W proizvoljna taZka dufi XY i U i V podnoija normala
iz W redom na katete YZ i ZX, sl. 137. Ako je pp povriina trougla XY Z i p
povréina pravougaonika UZVW, onda je p; < po/2.
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Z Y X A M N B
Sl. 137. Sl. 138.

Neka.je]’W:l'XYi.XW:[l—&]XY,gdejeU{E(1. Tada je

Pﬂ—m=Pt.rwr-l'wav=k’pa+(1-—k)2pg=(2k’.—2k+1)po
_ 1\’ pm_p
_Q(k-n) P+ 2 2

odakle lako sledi p; < po/2.

c
Y / P
" M N B P 8
Sl. 139. Sl. 140.

Neka se kvadrat M N PQ nalagi unutar trougla ABC, sl. 138, 139, 140. Citaocu
prepudtamo da dokade da se trougao ABC moie podeliti na nekoliko pravouglih
trouglova (i eventualno jod nekoliko trouglova i getvorouglova) tako da svaki pravo-
ugli trougao sadrii pravougaonik izrezan iz kvadrata MNPQ, pri temu se jedno
teme takvog pravougaonika poklapa sa temenom pravog ugla trougla i da posle
primeni dokazano pomoéno tvrdenje.

77.4.3. Neka je 6k = z; + 23 + 23, gde su ), 3 i z3 prirodni brojevi za koje
vati z) < z3 < zs. Akojez; =2 -1, gde je 1 <1<k, onda z3 mode biti jednak
nekom od brojeva

oA-1, 2, A+1, ..., [&;"il]ﬂk-t,
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i za svaku od tih 3k — 3! + 2 moguénosti broj zs jednak je 6k — z; — 3. Ako je
z; = 2, gde je 1 <[ < k, onda je z3 jednak nekom od sledeéih 3k — 31 4 1 brojeva:
20, 20+1, ...,3k—1iza svaku od tih moguénosti broj z3 se jednoznaZno odreduje.
Zato je traieni broj jednak

Z(:’.k :u+z)+2(3;-s:+1) Z{u - 61+3)

I=1

=Kok +3) -6t g,

77.4.4. Neka je Sio0 skup koji sadrdi kru-
gove sa centrima u datim tatkama i polupreénika
r = % Zbir pre&mhtlh krugmrn-_)e pll-'lﬂ =
200r < 1. Ako je rastojanje izmedu svaka dva
kruga iz Sjop veée od 1, onda za skup Sjgo vaZe
uslovi 1), 2) i 3). Ako medu krugovima iz S0
ima takvih da rastojanje medu njima nije vee
od 1, onda proizvoljna dva takva kruga zamenimo
najmanjim krugom koji ih sadrii, sl. 141. Dobi- §]. 147
jamo skup Sy (koji &ine 99 krugova), tako da su
unutar tih krugova sve date tatke, a pri tome je zbir preénika svih tih krugova
Dgg < 200r + 1 < 2. Ako je rastojanje izmedu svaka dva kruga iz Spg veée od
1, onda za skup Spy vaie svi uslovi zadatka. U protivnom éemo dva kruga iz Spe
¢ije rastojanje nije veée od 1 zameniti najmanjim krugom koji ih sadrii. Dobijamo
skup Sgs i dalje analogno nastavimo postupak. Na kraju dobijamo skup S,, gde je
1 < n < 100, tako da taj skup sadrii n krugova, da se unutar tih krugova nalaze
sve date tatke i da je zbir preénika svih krugova iz S,

" D, < 200r + (100 — n) < 200r + 99 < 100.
77.MO.1. Dokazalemo da je trafeni skup jednak skupu svih iracionalnih

brojeva.
Pretpostavimo najpre da je a iracionalan broj. U zadatku 74.MO.1. je dokaza-
no da tada za svaki pozitivan broj ¢ postoji (¢ak beskonaéno mnoga) racionalnih

bro;eva. m/n (naravno, razli¢itih od a), takvih da je a— =|< E. Dakle, ira-

cionalni brojevi imaju navedenu osobinu.
Dokazimo sada da racionalni brojevi tu osobinu nemaju. Drugim refima,

dokaZimo da za svaki racionalan broj a postoji pozitivan broj ¢, takav da je za
S . m . : m|_ ¢

svaki racionalan broj = # a ispunjeno |a — = > =

Zaista, neka je @ = £, ¢ > 1. Tada je, sbog E # E ispunjeno pn — gm # 0,
pa je |pn — gm| > 1. Odatle sledi

| _|2_m|_ln—gm| L=}jg
n g n qn ~gn n'’
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tj. mode se ugeti ¢ = 1/q.

77.M0.2. Uvek u daljem p, ¢, r oznaiavaju proste brojeve, a z, y, z prirodne
brojeve. Dokafimo prvo sledeéa pomoéna tvrdenja.

Lema 1. Jedino redenje jednaéine 2 -~ 1=3jez =2, y=1.

Lema 2. Jednaéina 2 + 1 = 3¥ ima tatno dva redenja: z =y=1iz = 3,
y=2

LEMA 3. Jednalina p* — 1= 2%, gde je p > 3 i z > 1, nema redenja.

LEMA 4. Jednaiina p* + 1= 2%, gde je p > 31 z > 1, nema redenja.

Dokaz leme 1. Neka za prirodne brojeve z i y vafi 2°* — 1 = 3¥. Tada je
221425724 ...42+1 = 3, odakle lako sledi 2 | z. Neka je z = 2/, l € N. Tada
je (2 =1)2' +1) = 3. Kako su brojevi 2' — 1i 2’ + 1 uzajamno prosti (neparni
su i razlikuju se za 2), to iz poslednje jednakostisledi I=1,z=2,y=1.

Dokaz leme 2. Lako se proverava da je z = 1, y = 1 redenje jednatine 2° + 1 =
3¥. Neka je y > 1. Iz jednakosti

=3 -1=23""+32+...43+1)

sledi y = 21, gde | € N, pa dalje dobijamo 2* = (8! — 1)(3' + 1), a odavde dalje
sledil=1,y=2,z=3.
Dokaz leme 3. Kako je p neparan broj, to iz jednakosti

-0 49" 2+ +p+ =2
sledi z = 2I, gde | € N. Jednaéina prima oblik

-1 +1)=2¥

1 ima jedino redenje p = 3, I = 1, y = 3, jer su jedina dva stepena dvojke koji se
razlikuju za dva brojevi 2! i 22.

Dokaz leme 4. Neka za z > 1 ip > 3 vadi p° + 1 = 2. Razmotrimo sledeée
sluéajeve:

Sluéaj 1: y =2k, k€ N. Tada je broj 2¢ — 1 =2 — ] = 4% — | deljivsa 3, a
to je kontradikcija jer je p jedini prost delilac broja 2¥ — 1.

Slu¢aj 2: Neka je z =2k + 1, k € N. Tada je

F+l1=(p+D)* -+ +1)=(p+1)A=2",
Pri tome je A neparan broj koji je stepen dvojke. Dakle, A = 1, pajeiz = 1, ito
Je koutradikeija.

Sluéaj 3: y=2k+1,z=2, k | € N. Broj p je oblika p = dm £ 1, gde
m € N. Zato je

F+l=1+(1+4m)¥ =222 -4m+ (il){im}’d:---s?. (mod 8),
2 = 9%+ = 0 (mod 8),
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sto je kontradikcija.
Odredimo sada redenja date jednafine.
a) Neka je p = 2. Jednatina prima oblik

(2 —1)(2" +1) = ¢¥r".

Brojevi 2 — 11 2* 4+ 1 su uzajamno prosti i jedan od njih je deljiv sa 3. Iz uslova
da broj (2% — 1)(2* + 1) ima taéno dva razliita prosta delioca sledi da je jedan od
brojeva 2¥ — 11 2% + 1 stepen trojke. Koristeci leme 1 i 2 dobijamo sledeéa redenja
date jednaéine:

(2,3,5,2,1,1), (2,5,3,2,1,1), (2,3,7,3,2,1), (2,7,3,3,1,2).
b) Neka je p = 3. Jednafina prima oblik
(3 —1)(3" +1) = ¢*r".

Brojevi 3* —1i 3* + 1 su uzastopni parni brojevi, pa im je najveci zajedniéki delilac
jednak 2. Iz uslova da proizved ta dva broja ima najvide dva razliita prosta delioca
sledi da je jedan od njih jednak stepenu dvojke. Koristeci leme 1 i 2 lako dobijamo
sva redenja date jednaéine kod kojih je p = 3. To su:

(3,2,2,1,1,2), (3,2,2,1,2,1), (3,2,5,2,4,1), (3,5,2,2,1,4).

¢) Nekaje p > 3i (p° — 1)(p® + 1) = ¢¥r*. Jedan od brojeva p* — 1i p* + 1
deljiv je sa 3, a svaki od njih je paran broj. Zato je jedan od tih brojeva jednak
stepenu dvojke, a drugi je oblika 2-3°. Iz lema 3i 4 sledi z = 1.

Akojep—1=2""1 p4+1=2-3" ondaje 22 + 1 = 3*. Koristeéi lemu 2
dobijamo y=3,z=1,p=5iliy =5, z =2, p= 17, a redenja date jednacine u
ovim sluéajevima su

(5,2,3,1,3,1), (5,3,2,1,1,3) (17,2,3,1,6,2) (17,3,2,1,2,5).

Akojep+1=2""1 p—1=2-3%, ondaje 2¥~? —1 = 3*. Koristeéi lemu 1 dobijamo
y=4,2=1,p=17, a redenja date jednaine u ovom sluéaju su

(7,2,3,1,4,1) (7,3,2,1,1,4).

Prema tome, jedna&ina p** = ¢¥r* + 1 ima 14 resenja.

77.M0O.3. Uvedimo sledeée oznake: a = BC, b = CA, ¢ = AB, P - povriina
trougla ABC, R i r — redom polupreénici opisanog i upisanog kruga, D - tatka
dodira upisanog kruga i stranice AB, Q - srediste duii AO, sl. 142, i

a+b+c
2 1

k= /3(3b - c)(3c — b) = v/30bc — 9b3 — 9¢c3.
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S1. 142.

Prema uslovu zadatka je 2a = b + ¢. Dalje dobijamo:

P=+\/s(s —a)(s—b)(s—c)= -b-;-%ek.

Le_ N . B Kk

T4P T k' T a+b+e 12’

_b+c—a _b+ec 2 _ & _ (c(5b—3¢)\?
A== = 4'0‘“'&"’4"( 2% )

Primetimo sledeée: Ako je 5b = 3¢, onda je b = %c, a= %c, pa sledi ¢ = a? +b?,

: . . 4 : ;
tj. ZBCA = 90°. Ako je 5b > 3¢, onda je b >‘-:-c. a> 5 pa sledi a? + b2 > ¢, tj.
£ZBCA < 90°, a tatke C i O su sa iste strane prave AB. Ako je 5b < 3¢, onda su
tatke O i C sa raznih strana prave AB.

Uvedimo pravougli koordinatni sistem tako da je A(0,0), B(c,0) i yc > 0, gde
je sa y¢ oznaiena y-koordinata tacke C. Dalje lako dobijamo:

2 o
0(35 + 3¢2 — 2be ch), M(EO). D(w.o). s(“—‘%)

8 ' 8¢ 2’ 4 r
¢ 5b-3c ¢ 5b -3¢ 302 4+ 11¢® = 2bc b+c
0(2' 2% ‘)’ Q(E' 4k ")' T( 24c ‘24:")'

a) Kako je ON L AN i OM 1 AM, to tacke M i N pripadaju krugu K sa
pretnikom AO. Kako je
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.S'A’+SO’-—OA==z§+vg~+(=s—fo)=+(lfs—30)2‘312?_3’3
=225(23—30)+2]-'S(U-5_90)
_b+c i+c_£)+£(£_55—3&')
“2 \"4 "2)76\12" " ¢
b2—c? k2 3c? - Sbe
=—3 tnptTn
=i(ga’-gc’+3ob¢-9b*_nc=+1sc=-3nbc)=o,

to i tatka S pripada krugu K
b) Centar kruga K je tacka Q. Kako je
ST? + SQ* = TQ? = (21 - 25)* + (yr - ys)?
+(2q = 25)* + (v — ¥s)” - (zq — 21)? - (vq - yr)?
= 2zs — zQ)(zs — z7) + 2(ys — yo)(ys — vr)

b -3 -1 k 2
=§(b+c+2bc lc’)+2(ﬁ+3e ﬂc)(i_ib+c)

4 24c 4k 12 12 2¢
_ b(Bbc—38% —5c") kc-— b( 3= 5&:)
- 48¢ 12 ¢ \12 4k
_ b(b —c)(5c— 3b) i E(c—b)  (c—b)(3c? —5bc)
- 48¢ 144c 48¢
_ b(b—c)(5¢c — 3b) & (c — b)(15be — 9b?)

48¢ 144c

_ Mb—c)(5c—3b)  (b—c)3b(5c — -3 _
- 48¢ 144c 0,

toje TS L SQ, tj. prava T'S je tangenta kruga K.
78.1.1. Vaii:

1 1 1
- 1+z+=y+1+y+yz+ 14242z
1
Z z 4 zz §
ztzz4zyr zzdzyr+tzyz?  l4z4zz

_ z i zz + 1 _
T l4z4zz l+z4zz  14z+zz

pod pretpostavkom da je izraz S definisan.

78.1.2. Neka je traZeni broj a,., ...a,a0, gde a; € {0,1,...,9} za i =0, 1,
.., n—1. Uslov

@n1-10""! 4 ... 4 10a; + a9 = 33(an_y + - + a; + ag)
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moie se napisati u obliku
an-1(10""" — 83) + - -- + a5(10? — 33) = 23a; + 32a,.

Kako leva strana ove jednakosti nije manja od 10"~! — 33, a desna nije veéa od
495, to je ta jednakost moguéa jedino za » < 3. Lako se proverava da ne postoje
jednocifreni ni dvocifreni brojevi koji zadovoljavaju dati uslov. Za n = 3 dobijamo
uslov 100z + y + z = 33(z + y + z). Dakle, mora sam broj da bude deljiv sa 3, pa,
takode, i njegov zbir cifara z + y + z. No, to znaéi da je desna strana deljiva sa 9,
pa je i sam broj deljiv sa 9. Najzad, dobijamo da 9 | z + y + 2, 8to je moguce u
sluéaju z+y+ z € {9,18,27}. Provera pokazuje da jedino z + y+ z = 18 daje broj
594 koji zadovoljava uslove zadatka.

A 78.1.3. Dijagonale éetvorougla
' Ay BA'C se, po pretpostavci, polove,
pa je taj cetvorougao paralelogram,
tj. CA’ || A1B i CA' = A, B, sl. 143.
Sli¢no je CB' || ByA i CB' = B, A.
Odatle sledi da je trougao A’B'C jed-
nakokrak i A’B’ L A;A. Na sli¢an
nafin se dokazuje da je B'C' L C,C.
Kako je AA, || CC}, odatle sledi da
su tafke A’, B’ i C' kolinearne.

78.1.4. Pretpostavimo da je ta-
blica postavljena tako da ima 10 (ho-
rizontalnih) vrsta i 9 (vertikalnih) ko-
lona. Vertikalne domine prve kolone
pokrivaju paran broj polja, pa je i broj polja koja pokrivaju horizontalne domine
paran. Te domine pokrivaju, dakle, paran broj polja druge kolone. Kako i ver-
tikalne domine te kolone pokrivaju paran broj polja, to ostaje paran broj polja
druge kolone koji pokrivaju domine koje ,prelaze® i u tre¢u kolonu. Nastavljajudi
ovakvo razmatranje zakljutujemo da je ukupan broj horizontalnih domina paran.
Kako svih domina ima 45, to je ukupan broj vertikalnih domina neparan.

Isti zakljuéci, medutim, vade i za drugo pokrivanje tablice dominama, pa je
nemoguce da budu ispunjeni uslovi zadatka.

78.2.1. Ako takvi brojevi a, b, ¢, d postoje, svakako je abc # 0. Vietova
pravila daju z,2; = ¢/a, 2223 = a/b, 23z, = bfe, odakle je z}z323 = 1, odnosno
. iy - a b c
Z12273 = €, gde je e = 1 ili € = —1. Dalje je z3 = €2, 71 = €7, 23 = €3,
pa uvritavanjem u date jednaZine dobijamo b*(1 + de) = —ac, c?(1 + dt) = —ba,
a*(1+ de) = —bc. Zbog abe # 0 je 1+ de # 0, pa deljenjem odgovarajucih relacija
dobijamo b?/c? = ¢/b, ?fa® = a/ec, a®[b* = bfa,odnosno ®* =¥ =Fia=b=c.
No, to znaéi da se sve tri jednaéine poklapaju, 5to je suprotno pretpostavei da je
z, # z9 # z3 # z;. Dakle, brojevi a, b, ¢, d koji zadovoljavaju uslove zadatka ne
postoje.

Sl. 143.
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78.2.2. Oznatimoa#® 2+ 3. Tadajea®? = 5+ 26, (a® = 5) = 24,
a* —10a? + 1 =0, a(10a — a®) = 1 i, najzad,

= 10a — a>.

Bl

Iz uslova zadatka sledi da 10a € S (jer 10 € S, a € S) i (-1)a® € S (jer =1 € S,
a€S),paiz=10a+(-a) €S.

78.2.3. Oznaéimo sa O presek pravih AC
i BD, sl. 144. (on mode biti i van Eetvorougla
ABCD). Iz sliénosti trouglova AOB i FOD
dobijamo AOQ : OB = FO : OD, ais sli¢nosti
trouglova AOE i COD dobijamo AO : OFE =
CO : OD. Deljenje tih relacija daje OF :
OB = FO : CO, a odatle sledi sliénost trou-
glova FOE i COB, pai EF || BC.

78.2.4. Opisimo oko svake od datih taéa-
ka krug polupreénika d/2; kako je najmanje od Sl. 144.
rastojanja A;A; (i # j) jednako d, ti krugovi d
nemaju zajednickih unutrainjih tagaka. Opidimo, dalje, krug polupreénika 1+ -, s
centrom u bilo kojoj od datih tataka. Kako njemu koncentri¢an krug polupreénika
1 sadri (na rubu ili u unutrasnjosti) sve date tacke, to veéi krug sigurno ,pokriva“
sve ranije konstruisane manje krugove. Zato je njegova povréina veta od zbira
povréina tih manjih krugova:

d\? d\?
o) (.
odakle se ¥ueﬁvanj dobija trafena relacija.

78.3.1. Pretpostavimo da je Pa(z) polinom koji zadovoljava uslove zadatka.
Tada je Qu(z) = n — Pa(z) polinom n-tog stepena koji je u n raeliéitih tataka, na
primer zy, Z3, ..., Zn € Z, jednak nuli, a Q.(0) = n. Zato je, za neku konstantu
A Qu(z)=Alz—z1)(z—z3) (2 —2n) i

n = Qn(0) = A(-1)"z122- - Zn.

Kako su celi brojevi z,, ..., £, medusobno razliéiti i, zbog prethodnog, nijedan
od njih nije jednak nuli, to su najvise dva od njih po modulu jednaka 1, pa iz
prethodne jednakosti sledi n = |A(=1)"z,2;---za| > 2"~2, odnosno n < 4. Za te
vrednosti prirodnog broja n se lako konstruisu polinomi koji zadovoljavaju uslove
zadatka:

n=1 Qi(z)=z+1 P(z)= -z

n=2 Qiz)=(z-1)(z-2) Py(z) = 3z — 2*
n=38 Qs(z)=(z-1)(z+1)(z-3) Py(z)=z+3z>-2°
n=i4 Quz)=(z-1)z+1)z-2(+2) Piz)=5z"—z"
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78.3.2 Pretpostavimo najpre da je r > 2 slofen broj. Ako je jedini njegov
prost Cinilac 2, onda vaii tvrdenje (a). Pretpostavimo da to nije sluéaj i dokagimo
da tada vazi tvrdenje (b).

Nekzlt jer= ab Pde Jea>1,b } 11i a je neparan broj. R.a.zhkujm sluéajeve
a —_—

b< 2 |b> Ako;eb< , uzmimo u = 25, u—5+ . Tada je
u24,023,v—u=T—bZUIE(Zu—u+1)=ab=r. Ako je b > Tl,
uzmimou:a,v=5+a—.-;—1. Tsda.jeu23.923,v—u=b—a—;1—120(jer
je b-a_l ceo broj koji je veéi od nule) i §(2v—u+l)=ab=r.

Obrnuto, ako vazi tvrdenje (a), r je oéigledno sloZen broj. Pretpostavu-no. zato,
da vaii tvrdenje (b), tj. da je za neke u, v € {3,4,...}, u<vir= —(29—u+ 1).
Ako je u paran broj, u = 2¢, tada je r = ¢(2v — 2¢ + 1), pri cemu jeg>1i
2v—29+1 > 1 (jer je v > 2q), pa je r slofen broj. Ako je u neparan broj,
u=2¢+1,tadajer=(29+ 1)(v—gq), pridemuje2g+1>1iv—g>1 (jer je
v > 2q + 1), pa je opet r sloien broj. Time je tvrdenje zadatka dokazano.

78.3.3. Trouglovi OBC i TBC imaju
zajedniéku osnovicu BC, a visine su im pro-
porcionalne duiima OA; i TA,, sl. 145. Za-
to je

OA: _ Posc _ 5 PoBc
*TA,  Prec iz~ Ppec’

Ay ¢ Koristeci sliéne izraze za odnose OB, /T'B,
Sl. 145. i OC,/TC, dobijamo

. ,-;.'.‘ - -f1

1,

- OA1 OBy OCi _ ,.Posc Poca Poas _ (Ponc + Pod
TA, TB, TG, Papc Papc Papc ~ Papc
8to je i trebalo dokazati. Jednakost vai ako i samo ako se tatke O i T' poklapaju.

78.3.4. Neka je A proizvoljna od datih taéaka. Krugu polupreénika 1 sa cent-
rom A moiZe pripadati najvide 6 od datih taaka, s obzirom da njihovo medusobno
rastojanje ne moie biti manje od 1. Dakle, svaka od datih taéaka moze biti kraj
najvife 6 duZi duZine 1. Kako taZaka ima n, a na ovaj naéin svaku dui raunamo

dvaput, to ukupan broj du#i dufine 1 nije veéi od % = 3n.

78.4.1. Datu jednaéinu moZemo napisati u obliku
Hz4+y+1)+y=n+l,

odnosno ka + b = n+ 1, priéemuje 0 < b=y < z+y+ 1 = a. Obrnuto,
svakom reSenju jednaiine ka + b = n + 1, uz date uslove, odgovara taéno jedno
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redenje polazne jednadine. Dakle, treba naéi ukupan broj trojki (k,a,b), gdesu a i
b nenegativni, a k pozitivan ceo broj, k < n+1, 2a koje vaZi ka+b=n+1lib<a.
Kako svakom k € {1,2,...,n+ 1} odgovara taéno jedno predstavljanje broja n+ 1
u navedenom obliku (teorema o deljenju broja sa ostatkom), to je traiena suma
jednaka n 4 1.

78.4.2. Pretpostavimo prvo da dati aritmeti¢ki niz ima podniz koji je ge-
ometrijski. Neka su a + kd, a + Id i a + md bilo koja tri uzastopna ¢lana tog
podniza. Tada vadi (a + Id)? = (a + kd)(a + md), odakle, zbog d # 0, sledi
a(2l — k — m) = d(km — ). Ako bi bilo 21 — k — m = 0, sledilo bi km — # =

2 2
km — k—_;-"—l = - k_zm.) < 0, pa prethodna jednakost ne bi mogla da vaii.
Zato je 21 — k — m # 0, pa dobijamo

a_ km -2
d 2—-k-m’

¢ime je dokazano da je a/d racionalan broj.
Pretpostavimo sada da je a/d = p/q racionalan broj (p € Z, ¢ € N). Tada je

a,.=a+(n—1)d=fd+(n-1)d= L(':“—”“-d.

Qdredimo prirodan broj z takav da je koli€énik

[ P+(n+=-1)q
= =0
aq p+(n—1)

(a—1)(p+gn—9q)
q

Jt.9|a—1. Akeo

veli€ina koja ne zavisi od n. Mora biti z =
stavimo a = ¢+ 1, dobijamo z = p— ¢ + ng i vaii

Gp—gin(g+1) = (¢4 1)an,

gde je pretpostavljeno da je n dovoljno veliko, tako da je p — ¢ + n(g + 1) prirodan
broj. Sada izaberimo rastiéi niz prirodnih brojeva (nx) (k =1, 2, ...) na sledeéi
naéin: broj n; se bira proizvoljno, tako da je p — ¢ + ny(g + 1) prirodan broj
i da je a,, # 0; ako su brojevi nj, n3, ..., ne—; vet izabrani, biramo n; =
p—q+ne-1(g +1). Podniz (a,,) datog niza biée tada geometrijski. Zaista, vagi

an, =. %_ﬁu._.(’-‘-l] = (g'l' l)aﬂk-:l- =q+ 1 k= 2, 3,..- .
Gny_y Gns-s e

78.4.3. Primetimo najpre da iz svojstva (1) sledi da vagi:

a€EP, k€N = ka€eP. (3)
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Dokaiimo sada da P sadrii dva uzajamno prosta broja. Zbog (2), P je
neprazan. Neka je a € P i neka je

a=pi'py’ P

njegova kanonska faktorizacija. Na osnovu (2), za svako j =1, 2, ..., r, modemo
naéi broj ¢; € P tako da p; ne deli ¢;. Posmatrajmo broj

acy | ac ace
SRt

Taj broj je ceo i nije deljiv nijednim od prostih faktora p; broja a (zato 5to su u
datom zbiru svi sabirci osim jednog deljivi sa p;), pa su a i b uzajamno prosti. Iz
(3) i ¢; € P sledi da ae,/pf’ € P, pa iz (1) dobijamo b € P. Time je dokazano da
skup P sadrii uzajamno proste brojeve a i b.

DokaZimo sada tvrdenje zadatka, tako §to éemo dokazati da skup P sadrii sve
prirodne brojeve n za koje je n > ab. Zaista, ako je n takav broj, sbog (a,8) = 1,
jedan od (prirodnih) brojeva

n-a n-2a .. n-—ba

je deljiv sa b, pa postoje prirodni brojevi k i I, takvi da je n = ka + . Iz (3) i (1)
sledi da n € P, &ime je tvrdenje zadatka dokazano.

78.4.4. Tvrdenje zadatka éemo dokazati indukcijom po n. Za n = 0, polinom
Po(z) je konstantan: Pp(z) = c. Ako tvrdenje ne bi vadilo, bilo bi |1 —¢| < 1
Ja—¢| < 1, odakle bi sledilo [a — 1) < |[a —¢| + [c = 1| < 1 + 1 = 2, éto je suprotno
pretpostavci a > 3.

Pretpostavimo sada da je tvrdenje zadatka tatno za sve prirodne brojeve koji

nisu veéi od n—1 i dokaZimo da je ono taZno i za proizvoljan polinom P,(z) stepena
n. Posmatrajmo polinom Q(z) = Pl +a—l_lI P'jﬂ, koji je stepena manjeg od n

i za koji tvrdenje zadatka, po pretpostavci, vadi. Za svakoi=0,1, ..., n je

1 _ g~ Po(i+1)+ Py
o - Qi) = K=t =P D+ A0
< [a"t! — Pa(i 4 1)| + |a* — Pu(i)|
a-1 a-1
= E:—E_I 0gient1 la” ~ Pa (i)l

i_ Y
SDS?Q‘:M la® = Pa(i)].

Kako je za neko i, |a' — Q(i)] > 1, to sledi i da je oJnax la* = Pa(i)| > 1, 8to je i
trebalo dokazati. T
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78.MO.1. Data jednatina ekvivalentna je sa
@ +y) = + 4y,

Lahueprommdnmnemuﬂmjukodkojihjezs-l. Za z = () desna strana
Joj je jednaka y? + 4y = (y + 2)? — 4, pa mode biti kvadrat celog broja jedino za
y=Ciliy=—4. Prnmoguénaltdajeuiuﬁe[ﬁ,ﬂ,ﬂ),audrugomﬂuujunm
odgovarajuéeg celobrojnog z.

Pretpostavimo sada da je z > 1. Napidimo jednacinu u obliku

(227 + y)* = (1 + 4p°~).

Odatle sledi da 1+4y*~! mora biti kvadrat celog broja. Taj broj mora biti neparan:
1+4y°~! = (1+20)? (v > 0), odakle dobijamo 3*~1 = v(v + 1). To je moguéno za
v=ﬂ,itodujcrdmje:=U.y{=0,kmiu:=2iy=v(v+1). Uvritavanje u
jednatinu daje 22 = v¥(v+1), tako da v mora biti oblika v = 12— 1, ¢ € Z\{-1,0,1}
(vrednosti —1, 0, 1 smo iskljugili, jer ponovo daju trivijalno redenje z = 0). Direktna
provera potvrdujedaz = t* — ¢, y=t' —12 33 z = 2 zadovoljavaju datu jednaZinu.

Dakle, sve trojke (z,y, z) celih brojeva koje zadovoljavaju datu jedna&inu su:
(0,0,2), > 0i (£ —t,t*~12,2), 1 € Z\ {-1,0,1}.

0 > 5
"2

78.MO.2. Neka je O centar datog Jediniénog polukruga kg, Oy i O centri
dvaju krugova koji dodiruju polukrug ko, dodiruju dui AB u tatkama P, i P, i
dodiruju se medusobno, a poluprenici su im z i v, 61.146. Tada je

PP} = (2+4y)* ~ (z - y)* = 42y,
OP=00]-0\P}=(1-2z)*-2"=1-22, OP}=1-2y,

paje AP =22y = /T=2y—/T-2z = 0P, - OP,. Odatle, posle dvostrukog
kvadriranja i sredivanja, dobijamo z? + y* + 4z%y? — 62y + 4z%y + 4zy? = 0 ili, ako
stavimo 1/z =a, 1/y = b,

o’ 45 +4—6ab+4a +4b = 0. (1)
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Ako je a = 1/r,, onda dobijena kvadratna jednadina po & ima redenja 1/r,,, i
1/7n-1, pa iz Vietovih pravila sledi:

L o i, o8 B

Tas4l Ta-i Ta

a)

2

) IS —1-+2). n=23,....
Fa+l Ta-l Tn

Iz relacije (1) dobija se ry = 1/4. Odatle i iz a) i a’) indukcijom sledi da je ry;

:vnflrupumgpﬁmdno;btojo.umﬂdmukikndnzmpﬁrodm

roja.

78.MO.3.  Neka je F familija sa opisanim svojstvima koja ima najveéi
moguéan broj Zlanova. Neka je, satim, k najmanji broj elemenata koji ima neki
¢lan familije F i | broj &lanova familije F koji imaju po k elemenata. Dokazaéemo
da ne mote biti £ < 25,

Mmmchjek<n;l. OznaZimo sa ¥, familiju podskupova datog
skupa koju dobijamo kad iz familije ¥ izbacimo svih [ Zlanova koji imaju po k
elemenata, a umesto njih stavimo sve njihove nadskupove koji imaju po k + 1
element (nijedan od njih nije bio Zlan familije ¥). Na taj naéin smo dobili bar
£(-;-'%&-2nwihéla.m:nr;.jerwlkii:ln!&u:iz‘.hnixmtm-kopinnihnadnkupo\m,a
svaki dodati se ponavija najvile k + 1 puta. Zbog k < ";' je "::l‘) il
pa sledi da familija F, ima vie &lanova od familije . Lako se proverava da i
familija ¥, ima osobinu da nijedan njen &lan nije podskup nekog drugog njenog
&lana. To je suprotno pretpostavijenoj maksimalnosti familije F. Znaéi, najmanji
mjbmmmmrmw”; ;

Nadiénnu‘!i;:udoluvjodaujnéi broj elemenata nekog &lana familije F
isn0si najvike %— Dakle, familija ¥ mode sadriati samo podskupove n-toélanog
skupa koji imaju “>=, % ili 231 clemenata.

Rumou'imou}cdnajevepm i neparnog n. Ako je n paran broj, n = 2m,
i:pretbodnogtledidafmdeudrﬁtinmoﬂmum:%elmm S druge
strane, familija svih m-Elanih podskupova datog skupa oéigledno zadovoljava uslove

pa je u ovom sluéaju zaista trafeni maksimalan broj &lanova familije F
jednak (:.) = ("'/‘71) Ako je n neparan broj, n = 2m + 1, familiji 7 mogu

pripadati samo podskupovi datog skupa koji imaju m ili m 4 1 elemenata. Ako se
ona sastoji od svih m—¢lanih podskupova (ili od svih (m + 1)-¢lanih), broj njenih

R =T
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Kao u prvom delu zadatka dokazuje se da familija koja sadrii m—¢lane i (m + 1)~
¢lane podskupove, a zadovoljava uslove zadatka, ne moie imati vise od navedenog

broja elemenata.
79.1.1. Kakojez; <z3<z3<24<25185 <83 <---<8)p,t0je

Si=z1+z3, Sa=z1+23, ..., So=za+z5, Srww=2z4+7s,
S14 5+ - +Swu=4z1+2z2+ 23+ 24+ z5),

pa dalje dobijamo S + Si0 = 21 + 22 + 23 + 24 + 75,

_31+31+"‘+Sm

I3 4
: 5ok Sy 45
) =85 -2z3=51+ 52+ S0 — i 24 e,

S1+S2+4---4+ S0

= Sl -~ S!.D!

zy=5 -z =-5-510+

4
ORI -
z;:Sp—=3=S|+Sg+Sm—SI+ST: i L
v - SRR
20=Si0—25= =5 - S+ T2 TN

79.1.2. Pretpostavimo da nikoja dva
susedna ugla datog sedmougla nisu jednaki
120° i neka je, na primer,

£A7A|Ag = ZAgAsAq
= LA4AsAg = 120°,

a B tatka dijametralno suprotna tacki A,,
sl.147. Tada je ZA; A3 B = LA, A;B = 90°,
pa dobijamo

Sl 147. £A2B A7 = 360° — 120° — 2-90° = 60°.
Zato je £ZA30 A7 = 120°. Analogno dokazujemo
LA20A4 = £LALOAg = 120°,

pa na osnovu toga sledi ZAgOA; = 0°. Kontradikcija. Dakle, dva susedna ugla
datog sedmougla jednaki su 120°. Ne umanjujuéi opstost razmatranja moZemo
pretpostaviti ZA7A A2 = £ZA; A2A3 = 120°. Tada su duZi A3A3 i A A7 simetriéne
u odnosu na simetralu duii Ay A3, pa sledi Az A3 = A; A7,

79.1.3. U dati krug smestimo kvadrat stranice 1. Taj kvadrat stranice 1
podelimo na n? jednakih kvadrata stranice 1/n i u svaki od tih kvadrata upifemo
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krug. Zbir polupreénika tih upisanih krugova je n?/2n i jednak je 1979, ako je
n=2-1979.
79.1.4. Neka je z,, zbir cifara broja n!. Primetimo da je broj n! deljiv sa 9,
ako i samo ako je n > 6. Dalje dobijamo
6!=720,z¢=9; T! =5040,2z7=29;
8! = 40320, z5=9; 9'= 362880, z9 = 20 > 9.

Neka je n > 11, n! = apag—; - - - a2a100. Pretpostavimo da je
dn+a1+ﬂz+"‘+ﬂt=9r (1)
Kako je za n > 11 broj n! deljiv sa 11, to na osnovu kriterijjuma deljivosti sa 11
dobijamo
Go — @y + 63 — ag + -+ + (=1)*ag = 11m, (2)
gde je m ceo broj. Kako je
—0=—(ap+a;+ --+a) Sgg—ay+---+(=1)far = 1lm < ap+ay+- - +ar =9,

to sledi m = 0. Sabirajuéi jednakosti (1) i (2) dobijamo 2(ao + 62 +a4+...) =9,
a to je kontradikcija. Tradeni brojevi su 6, 71 8.

79.2.1. Neka je R dodirna tatka tangente
M P i datog kruga, s1.148. Primetimo da su trou-
glovi AM B i AM R podudarni jer je

MB=MR, ZARM =/ABM =90°.

Zato je ZRAM = LBAM = }/BAR. Analogno
dobijamo ZPAR = %éRAD, pa dalje sledi

D

Sl. 148.

LPAN = LPAM = LPAR + LRAM = %zmo + 3LBAR=45".
Kako je ZPDN = 45° = ZPAN i ZPDA = 90°, to tatke N, P, D, A pripadaju
krugu sa pre¢nikom AP, pa je ZPNA = 90°. Dalje sledi ZPNM = 90°. Analogno
dokazujemo ZMQP = 90°, a vadi i ZPCM = 90°. Prema tome, tatke M, C, P,
Qi N pripadaju krugu sa preénikom PM.

79.2.2. Za z > 3 nejednakost je oéigledna, a za 0 < z < 3 ekvivalentna je
nejednakosti (z — y)(y + 1)*(8 — z) < 4, koja je taZna, jer, na osnovu nejednakosti
izmedu aritmeticke i geometrijske sredine, za 0 < y < z < 3 vaii

1
(z-y)+1)’@-2)= s+ D+ 1)(2z - 2y)(6 — 22)

4
< i—[%(y+l+y+l+2:—2y+6—2:c)] =i-2‘=4.
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79.2.3. Neka su z;,23,...,Z1979 prirodni brojevi za koje vadi
212232221919, 234234+ + 2ig79 = 2001.
Ne mogu svi ti brojevi biti veéi od 1, jer je u suprotnom sluéaju
zi+ 23+ -+ ziepm > 197927 > 2001.
Nekajez; > 232 -2 23 > 1= 2Zp41 = --- = 2y979. Tada vadi
kz} <zf+z3+ - -+2§ =2001-1979+ k = k + 22

id<zl < l+ﬁfﬁ,Mddik <7. Kakojez]+z3+---+23 =29, to z,, z3,
..., 27 € {1,2,3,4}. (U protivnom je z] + 23+ ---+23 > 5% +6 = 31.) Neka medu
brojevima z;, z3, ..., 27 ima redom a, b, ¢, d jedinica, dvojki, trojki i Zetvorki. Tada
je

a+b+c+d=T, a+4b+9c+16d=29,

pasledi 22 = (a+4b+9¢+16d)—(a+b+c+d)=3b+8c+15d,c < 2i 3| 22-8e.
To je moguéno samo za ¢ = 2. U tom sluéaju je 15d + 3b = 6, odakle sledi d = 0,
b=2 pajea=T7—(b+c+d)=23. Lako se proverava da je

2001 =2-3%+2-2% +1975-12,

&ime smo dokazali da postoji samo jedno razbijanje broja 2001 za koje vade dati
uslovi.

79.2.4. Prvo primetimo sledeée: kako su m i n uzajamno prosti bro-
Jjevi, to se pri deljenju brojeva n,2n,3n,...,mn sa m dobijaju svi moguéni ostaci
0,1,2,...,m = 1. Neka je l € {1,2,...,m} broj za koji se pri deljenju In sa m
dobija koliénik s i ostatak k—1¢€ {0,1,2,...,m—1}, tj. In = sm+ k- 1. Tada je

(l+8m+k=1+Im+n). (1)

Neka je dat niz mesta numerisanih brojevima 1,2,3,... i neka se kuglice nalase na
mestima oznaZenim brojevima 1,2,...,m + n. U prvom koraku se kuglice koje se
nalaze na mestima 1,2,. .., m premesdtaju redom na mestam+n+1, m+n+2,...,
2m+n. U drugom koraku se kuglice koje se nalaze na mestima m+1,m+2,...,2m
premestaju redom na mesta 2m+4+n+1,2m+n+2, ..., 3m+ nitd. Kuglica koja
je bila na prvom mestu pojavljuje se na mestima

1, 14m+n, 14+2m+n), 143(m+n), ...,

a pofetak niza kuglica je na mestima 1,14+ m, 14 2m, 14 3m, .... Na osnovu
jednakosti (1) dobijamo da se posle ! + s koraka potetak niza kuglica nalasi na
mestu (/4 s)m + 1, a kuglica koja je na poéetku bila na mestu 1 nalazi se na mestu
sa rednim brojem (I + s)m + k, tj. na k—tom mestu u nizu kuglica.
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79.3.1. Kakoje P(1) =1+4a; +---+an i P(=1) = (=1)" + (=1)"""a; +
(-1)*~%ay +---+ay i kako su a; +-ag+ag+--- i a3 +ay+ag+ - realni brojevi,
to su i P(1) i P(~1) realni brojevi. Dalje je )

| P@)=(z-z)z—23)-(z—2a), Q) =(z—2)z~-23) - (z-=3)
| pa sledi
Lbi+bat - +ba =Q() = (1-2])1-23)--(1- =)
=(l=z))(1=23)--(1=2a)(1 +21)(1 + 23) -~ (1 + Zn)
= (=1)"P(1)P(~1).
Prema tome, Q(1) je realan broj, pajei b + b3+ --- + b, = Q(1) — 1 realan broj.

. 79.3.2. Neka je ABCD pravilan tetraedar ivice a, SMNPQ pravilna pi-
ramida sa vrhom S i ivicom a, 81.149. i neka je XY ZUX,Y,12Z,U,; kocka ivice

 a/v/2, s1.150. s
; Uy Z,
h
\ P
ol P ‘
X Y

Sl. 149. Sl. 150.

Neka je T presek dijagonala kvadrata M N PQ. Tada je

= 2
MT:NT:PT:QT:%, ST = ./sm—mvﬂ/au“?:;‘;—i.

Prema tome, ravni SMP i SQN dele piramidu SMNPQ na &etiri trostrane pi-
ramide, od kojih svaka ima sva tri prava iviéna ugla kod jednog temena i sve ivice
koje polaze iz tog temena jednake a/v/2. Dovoljno je joi primetiti da ravni XY; Z,
XYU,, XZU, i ZY U, dele kocku na pravilan tetraedar X ZY,U; &ija je ivica jed-
naka g i piramide YXZVY;, X, XY1Uy, UXZ2U, i Z,ZU,Y; (prvo oznaieno teme je
vrh), kod kojih su svi iviéni uglovi pri vrhu pravi, a sve ivice koje polaze iz vrha
jednake afji
79.3.3. Neka je z; = z; +iy;, zj,¥ € R, j € {1,2,...,n}. Ozna&imo

31={J'|3120.!l'j_20}- 31={J.I3j<01yj ZD},
Ss={jlz; <0,y <0}, Sa={ilz; 20,y <0}.
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n -I

Tada je E |z;] = § |z;|, pa sledi da za neki broj k € {1,2,3,4} vaii nejed-
i= i

nakost E |z5] > = Z |z;]. Za taj broj k dobijamo

4z .
h@):lz;lsﬁz:lal ﬁxlz,m,ls 2 (l=51+ Iy

i=1 J€ES j€Ss JESa
=——( 3 zl+ Zy;)sédé( 3z 2 3w ,) - jg:j :

JES JESy JES JESK

2 79.3.4. Horizontalne redove dahovske
table podelimo na tri klase, tako da prvoj
klasi pripadaju prvi, etvrti i sedmi red,
drugoj klasi — drugi, peti i oemi red i treéoj
klasi — tredi i desti red, sl.151. Na pocetku
se u svakoj klasi nalazi po osam pedaka.
Primetimo da se posle svakog poteza menja
parnost broja pesaka u svakoj klasi. Zaista,
u svakom potezu menja se za jedan broj
pesaka u tri susedna reda (sa prvog i dru-
Sl 151. gog od tih redova skida se po jedan pesak,
a na tredi red se stavlja jedan pedak), a tri
susedna reda pripadaju razliéitim klasama. Osim toga, posle svakog poteza ukupan
broj pesaka smanjuje se za jedan. Prema tome, posle 22 odigrana poteza (ukoliko je
to moguéno) na tabli ostaju taéno dva pesaka i poéto su brojevi pesaka u razliéitim
klasama iste parnosti, to su oba pedaka u istoj klasi. To medutim znaéi da sledeéi

potez nije moguéan, jer se pedaci ne nalaze u susednim redovima.

79.4.1. Pretpostavimo da za prirodne brojeve p > 5 i n vadi

-+

B
@
®
®
—_ e = o=

(p-1+1=p".
Tada su p i (p— 1)! uzajamno prosti brojevi, odakle sledi da je p prost broj. Dalje
je ;
1)! -1
(P ) _Pn =P‘n_l+P“—=+"'+P+1-

(F?)‘-pl-pl

Ka.kozap)Sva.!12<p2 <p-2 aP-

lje ceo broj, jer je p neparan prost
broj, to su brojevi 2 i T delioci bmju(p--2)' Prema tome, i broj 2 Tl =p-1
je delilac broja (p — 2)!. Kako je
(=2 =p"""+p" "+ +p+1
=(p=-1+1)"4+(=-14+1)" 4 - 4 (p=1+1)+1
=n (mod p—1),
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to je i broj n deljivsa p—1. Zato je p—1 < n, tj. p—2 < n— 1, pa dalje dobijamo
(P=1)!+1<pP241<p" 1 +1<p", atoje suprotno uvedenoj pretpostavci.

79.4.2. Odgovor je potvrdan u sva tri sluéaja. U dokazu éemo koristiti
Zinjenicu da je e iracionalan i transcendentan broj (tj. nije nula nijednog polinoma
sa celim koeficijentima). DokaZimo prvo da In2 ¢ Q. Pretpostavimo suprotno, tj.
In2 = E, gde su p i g prirodni brojevi. Tada je e?/? = 2, tj. e = 29, &to nije
moguéno. Dalje slede primeri: '

a) a=egQ, b=ln2¢Q, a*=e"?=2€qQ.

b) ea=e¢gQq, =%ln2¢Q, a":e";"ﬁ=\/f¢Q.

1
) a=2€Q, b=logye = 1= ¢ Q, a=egQ.

79.4.3. Neka je A1 B,C) trougao odreden tangentama na krug u tatkama A,
B i C, neka je B na kracem luku AC, O centar datog kruga i r = OA, a = ZAOB,
B = £BOC, sl.152. A C

B

Sl. 152.

Tada je C1A = C,B = rtgg-, AC=AB=rig -'g, pa sledi

; B sin 232
AC=CB+AB=r(tgs +tg>)=r—2 .
b A r(g2+52) rcoe%coa%

a+f
2

, to je

_1 3 i 2 . E . E . Q‘+.3
P_EAB-BCngABC—?r 51n251n23m 7

Dalje je ZA1C1B; = ZBOC = a i £C1A1 By = £ZBOC = f§ (kao uglovi sa normal-
nim kracima) i ZA;BC) = x — a — §, pa sledi

Kako je AB = 2rsin g, BC = 2raing i LABC =7 -

A1By = Alcla?ai—:m| B\Cy = Alolsi—n:%,

P = %A1B1 -B\Cy8sin£AB,1C,y = '?tggtggtga;ﬂ_
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KonaZno dobijamo \
P 1
P~ 2cos §cos §cos 2f2’
Ko e & ST v o oiisnld,. B g aladl %—%.

79.MO.1. Nekaje S, =a;+az+---+ay i Ay =al+ad+---+a3,gdesuay,
ay, ..., @, ragligiti prirodni brojevi, za koje, na primer, vafi a; < a3 < -+ < @p.
Nejednakost S2 < A, dokazujemo matematiZkom indukcijom po n.

Zan = 1 vaii S] = a] < a] = A;. Pretpostavimo da je S} < A;. Kako je
l$a1<u3<---<a.<u.+1,toje

25, =2(ay +az+---+ dg) S+24 -+ (a1 —2)+ (Bﬂ.i -1)]
= (@p41 — 1)ap41 = ¢1,.|.1 — Gk41,

pa dalje sledi 25,a441 + aE_H < aﬁﬂ i

Jednakost S2 = A, vadi ako i samo akoje a; = 1 izasvako k € {1,2,...,n -1}
vadi ap + 1 = ap41, tj. akoi samo akojeay =1,82=2,..., 8, = n.

79.MO.2. Neka je S skup svih prirodnih brojeva za koje vaie navedeni
uslovi. Ako je n € S i p? < n, gde je p prost broj, onda n i p? nisu uzajamno prosti
brojevi, jer p? nije prost broj. Prema tome p [ n. Akojen > 49in € S, onda
je svaki od brojeva 2,3,5,7 delilac brojan. Zatojen >2-3-5-7 = 210 > 113,
paill | n. Dalje sledi n > 210- 11 = 2310 > 1979, a to je kontradikcija. Zato je
ScC{2,3,4,...,49}.

a) Neka je n > 25. Tada n € S, ako i samo ako je broj n deljivsa2-3-5 = 30.
Takav je samo broj 30.

b) Neka je 9 < n < 25. Tada n € S, ako i samo ako je broj n deljivsa 2-3 = 6.
To vaii za brojeve 12, 18 1 24.

c) Neka je 4 < n < 9. Tada n € S, ako i samo ako je n paran broj. Dakle
6€S5,8€8S.

d) Lako se proverava da svaki od brojeva 2, 3 i 4 pripada skupu S.

Prema tome, S = {2,3,4,6,8,12, 18,24, 30}.

79.MO.3. Fiksirajmo drugi krug, zatim na njega postavimo pmkrug:
rotirajmo ga oko centra. Pretpostavimo da fiksirana tacka A prvog kruga ,zapisuje
trag“ na drugom krugu, ako bilo koja od oznagenih taZaka pripada bilo kom od
oznadenih lukova. Posle rotacije prvog kruga za 360° ukupna duidina ,traga“ bice
manja od 1979 -1 = 1979. Prema tome, na drugom krugu postoji tatka X koja ne
pripada ,tragu®“. U trenutku pokiapanja tataka A i X nijedna od oznaéenih tataka
ne pripada nijednom od oznaZenih lukova.
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80.1.1. Neka je z cena olovke (u parama). Tada iz 1100 < 9z < 1200 sledi
122 < z < 133, a iz 1500 < 13z < 1600 sledi 115 < z < 123, pa, kako je z ceo broj,
mora biti z = 123.

80.1.2. Posmatrajmo brojeve iz datog skupa koji su oblika
12...9012...90...12...90.

Takvih brojeva ima beskonaZno mnogo, a kako moguénih ostataka pri deljenju sa
1981 ima konaéno mnogo, to postoje dva broja navedenog oblika koji daju isti
ostatak pri deljenju sa 1981. Razlika ta dva broja je deljiva sa 1981. Medutim ona
je oblika

12...90...12...9000...00,

tj. jednaka je nekom broju A navedenog oblika, pomnoZenom nekim stepenom broja
10. Kako su svi stepeni broja 10 uzajamno prosti sa 1981, to odatle sledi da je broj
A deljiv sa 1981. A

80.1.3. Oznatimo sa E podnoije nor-
male iz C na pravu AD, sl.153. Tada je
2ED = DC, paiz 2BD = DC sledi ED =
BD. U jednakokrakom trouglu BDE je
ugao pri vrhu 120°, pa je

ZEBD = /DEB =30°, [ABE =15

2] 5 C  Trougao EBC ima jednake uglove kod B i

Sl. 153. C (po 30°), pa je EB = CE. Trougao ABE
ima jednake uglove kod A i'B (po 15°), pa je BE = EA. Dakle je CE = EA, pa je
trougao CE A jednakokrako-pravougli i ima oétre uglove po 45°, Odatle lako sleai

da je ZBCA=1T5°1 ZCAB =60°.-

80.1.4. Podimo iz proizvoljne raskrsnice trasom autobuske linjje. U prvoj ulici
zasadimo jednu vrstu drveta (na primer kesten), posle prolaska kroz raskrsnicu u
drugoj ulici zasadimo drugu vrstu drveta (na primer brezu), zatim opet kesten i tako
naizmeniéno. Kako je 1980 paran broj, u poslednjoj ulici pre povratka u pofetnu
raskrsnicu biée zasadena breza. U svim ulicama kroz koje ne prolazi autobus treba
zatim zasaditi preostalu vrstu drveta (dakle lipu). Jasno je da ovako zasadeno
drveée zadovoljava uslove zadatka.

80.2.1. Treba naéi celobrojna resenja jednagine z? + 3z + 24 = y*. Ona je
ekvivalentna sa (2z +3)* + 87 = 4y, odnosno

(2y + 2z +3)(2y - 2z — 3) = 3-29.

Dakle, dolaze u obzir moguénosti 2= 4+ 2y + 3 = +1,43,429,487 i njima odgo-
varajuée vrednosti za 2y — 2z — 3. Relavanjem tih sistema jednacina dobijaju se
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vrednosti —23, —8, 5, 20 za z. Neposredno se proverava da one zaista zadovoljavaju
uslove zadatka.

80.2.2. Neka je O centar kruga
upisanog u dati romb, E i F, redom,
tacke u kojima taj krug dodiruje stra-
nice BC i CD, a P tacka u kojoj on
dodiruje pravu MN, sl.154. Jasno
je da su trouglovi ONF i ONP po-
dudarni. S druge strane, trouglovi
ONF i ANF imaju zajedniéku os-
novicu NF i prvi ima dvostruko ma-
nju visinu. Na osnovu toga sledi da
je Panr = 2Ponr = PopnF. Iz slitnih razloga je Pxgm = 2 Poem = Poemp.
Sledi da je

Sl. 154,

Pamn = PaemNF — Paem — Panr = Pagmnr — Poemp — PornF = PagoF,

a poslednja povriina otigledno ne zavisi od tangente M N.

80.2.3. a) Uodimo sledeéih devet tataka: temena kvadrata K, sredista
njegovih stranica i presek dijagonala. Jasno je da ne postoji kvadrat stranice 3
koji zadovoljava uslove paralelnosti i koji pokriva dve od tih tacaka. Zato je za
pokrivanje kvadrata K potrebno najmanje 9 manjih kvadrata.

b) Postavimo kvadrat stranice 6 tako
da mu se centar poklapa sa centrom kvad-
rata K, a stranice su mu paralelne njego-
vim dijagonalama, sl.155. Lako se dokazu-
je da je stranica svakog od jednakokrako—
pravouglih trouglova koji nisu pokriveni tim
kvadratom jednaka 7—3+/2, dakle manja od
3, pa se svaki od tih trouglova moie prekriti
Jednim od preostala 4 kvadrata stranice 3.

Sl. 155.

80.2.4. Formirajmo 19 - 21 = 399 raslika oblika a; — b,, i = 1,...,19,
p=1,...,21. Sve su one celi brojevi u segmentu [-199,199], dakle mogu imati
najvise 399 razli¢itih vrednosti. Postoje sledeée dve moguénosti:

1° Sve te razlike su medusobno razli¢ite. Tada 2a neke i, j € {1,...,19} i neke
p,g €{1,...,21} vagia; —b, = 199, a; —b, = 199, tj. a; = by = 1 i a; = b, = 200.
Jasno je da pri tome vaZi a; < aj, by < bp i aj —.ai = by — b,.

2° Neka su dve od tih razlika jednake: a;—b, = a;—b,. Tada jeaj—a; = by;—b,,
pri cemu je ilia; < aj i by < by ili a; < a; 1 by < b,.

80.3.1. Neposredno se proverava da medu brojevima 1,2,...,6 samo 1 i
5 zadovoljavaju datu jednatinu. Pretpostavimo da je neki prirodan broj z > 6
resenje. Jasno je da je z neparan broj, z = 2k + 1 (k£ > 3). Zamenom u jednaéinu
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dobijamo (2k + 1)*~2* = (5 — 2k)~?* ili, na drugi nain zapisano

(1 + ﬁ_s__s) oy = (2k - 5).

Dakle broj 6/(2k—5) mora biti ceo, odnosno mora da vaii 2k—5 € {+1,+2, +3,£6}.
Vrednosti +2 i +6, kao parne, otpadaju, a vrednosti —1 i =3 daju 2k 4+ 1 < 7.
Preostaju moguénosti 2k+1 = 7i2k+1 = 9. Provera pokazuje da prva moguénost
daje redenje, a druga ne.

Redenja date jednatinesuz=1,z=5iz=9.

80.3.2. Pretpostavimo, suprotno tvrdenju sadatka, da ne postoje tri medu
datim duZima od kojih se mode konstruisati trougao. Tada zasvakoi=1,2,...,16
vadi z; + 2i41 < Zi43. Odatle sledi

218 > Z17+ 216 2 (T1e + T15) + Z16 = 2216+ 718
> 2z1s + 214) + 215 = 3715 + 2214
2 3(z14 + Z13) + 2214 = 5214 + 3213
> 5(z13 + 212) + 3213 = 8213 + 5212
> .. > 15972, + 987z, > 2584,

§to je suprotno pretpostavci 15 < 1980. Ova kontradikcija dokazuje tvrdenje
zadatka.

80.3.3. Pretpostavimo, zbog odrede-
nosti, da je ugao ASD = ¢ oétar, sl.156.
Sluéaj kada on nije odtar razmatra se ana-
logno. Taj ugao je spoljaini za trouglove
SCD i SAB, pa se lako izvodi '

w=LCDA=LABC.

Dakle, tacke B i D pripadaju lukovima kru-
gova k; i k; jednakih polupreZnika (recimo
r) koji su geometrijska mesta tafaka iz ko- Sl 156.
jih se duz AC vidi pod uglom . Ozna¢imo

centre tih krugova sa O i O3, a preseke duii BD (razliéite od B i D) sa krugovima
k; i kg redom, sa P i @, sl.156.

Kako je ZAQD = ZACD = 45° i ZQDA = 45°, to je AQD jednakokrako-
pravougli trougao i centar O3 njemu opisanog kruga k; je srediste njegove hipote-
nuze DQ. Dalje je ZBPC = £ZBAC = 30° i ZPBC = 30°, pa je trougao BCP
jednakokrak i ZBCP = 120°, &to znaii da je BC = CP = r. Kako je, dakle,
CP =C0,i 03 € BD, to je P = 0;. Dalje je ZCO2A = 120° i ZCDA = 60°, pa
je iy = 60°
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80.3.4. Odredimo polinome sa opisanim svojstvima kod kojih je a, = 1.
Ostale ¢éemo dobiti mnozenjem nadenih sa —1. Za n = 1 takvi polinomisu z —1 i
z + 1. Pretpostavimo da je n > 2.

Neka su z;,z3,...,z, realne nule trazenog polinoma. Na osnovu Vietovih
pravila je (z1z2---2,)? =ad = 1i

E ‘: (Ez;) - 22:;2} = a,’,_, o 20,._3 =1- 20,,_1;

i=1 i=1 i#j

odakle zbog an-3 € {—1,1}, sledi ao—2 = —=1i Y z? = 3. Primenjujuéi nejed-
i=1

nakost izmedu sredina na nenegativne brojeve z3, z2, ..., z2 dobijamo
3 l a n l/'l
a=ax2 (Il ) -

odakle sledi n < 3.

Za n = 2 lako se proverava da oba polinoma koji zadovoljavaju dobijene uslove
(tosu 224+ z—1i z? — z — 1) imaju sve nule realne. Za n = 3 dobijene uslove
zadovoljavaju polinomi

3

z’+z’—z—l, 22—z —-z+1, z’+z’-—z+l, 2 - 2?

—z—1.

Od njih prva dva imaju sve tri nule realne. Citaocu prepustamo da dokafe da
poslednja dva imaju po par kompleksnih nula.
Svi polinomi koji zadovoljavaju uslove zadatka su

+(z-1), 2(z+1),2(z? +2-1), 2(z? —z-1), (P + 22 -z - 1), £(z3 - 22 -z +1).
80.4.1. Pretpostavimo prvo da tacke elipse kojima odgovaraju parametri
ty,13,%3,%4 pripadaju nekom krugu. Neka je
224y +Az+By+C=0
jednaéina tog kruga, gde su A, B,C realni brojew i A24 B? —4AC > 0. Zame-
njujuéi z = acost, y = bsint i stavljajuéi u = tg 3 posle sredivanja tu jednaéinu
transformisemo u oblik
(a® — aA + C)u* 4+ 2bBu® + (2C - 2a* + 46*)u® + 2bBu+ (a®* +aA+C) =0, (1)

pri &emu za reenja u;,uz,us,us dobijene jednaiine vadi uw; = tg(t;/2), (i =
1,2,3,4). Oznadimo

Dy = u; +uz+ uz + uy,

Dy = uyuz + uyus + ujug + uzus + uguy + uguy,

D3 = ujugus + uyuguyg + uyuauyg + uguzuy,

Dy = uyususuy.



80.4.3 RESENJA 191

Kako jednatina (1) ima jednake koeficijente uz u® i u, na csnovu Vietovih pravila
dobijamo da je D; = Dg. Primenjujuéi adicione formule dobijamo

o lttattstls Dy, — Dy =0
g 2 S l—Dat Dy
odakle je
ty +ia+1g+14 = 2kx (2)
za neko k €2.

Pretpostavimo sada da za neko k €Z vadi (2), pri ¢emu mo#emo pretpostaviti
dat; € [0,2x) za i = 1,2,3,4. Neka krug, odreden tatkama éiji su parametri
ty,13,13, sele elipsu joi u taZki kojoj odgovara parametar tj € [0,2x). Tada iz
prvog dela dokaza sledi

th+ia+ts+1,=2kx (3)

za neko ¥ €Z. Iz (2) i (3) sledi t4 — 15 = 2(k — ¥’)=, odakle je, zbog 14, t§ € [0,27),
k= F ity =t;. Dakle, tatke elipse kojima odgovaraju parametri t,,13,1s, 4
pripadaju jednom krugu.

80.4.2. Ozna&imo elemente datog skupa S sa z;,z3,...,z, tako da je
2y € z3 < -+» < 2,. Dokazaéemo da postoji k(n — k) + 1 elemenata y; € T
(i=0,1,...,k(n — k)) koji Eine strogo rastuéi niz, Zime ée biti dokazano tvrdenje
zadatka

Stavimo najpre yo = z; + 3 + -+ + Z3; satim

n=w+ZTr1—Zr>%h, B=n+Tr—Zr1 >0, -
Ve = Ye—1t+ 22— 21 > Y13
Vel = U+ Tha2 — Ti41 > Yky  Ye42 S V41 T Te41 — Tk 2 V41 oo
Yor = Wok-1 + T3 — 23 > Y1

i tako dalje. Poslednji element u (n — k)-toj grupi bice
Yin-k)k = Yn-k)k=1 + Tn=ks1 = Tn—k > Yn-k)k-1-

80.4.3. Za proizvoljno n neka je a, = 104 + co. Tada je, prema definiciji,
8n41 = A+ 2¢p. Odatle sledi da je 2a, — an41 = 194, tj. vadi:

1° 19 | an, ako i samo ako 19 | any41.

Takode, vagi 6y — an41 = 9A —¢o. Zato jeza A > 1, @, = G4y 2 0, pri Eemu
jednakost va#i ako i samo ako je A = 1 i ¢g = 9. Drugim reéima:

2° Ako je a, > 101 a, # 19, onda je a, > Gny1-

Iz 2° sledi da niz (a,) strogo opada, dok neki njegov &lan ne postane manji
od 20. Ako je taj &lan jednak 19 (a to ée se na osnovu 1° dogoditi ako i samo
ako 19 | ap) i svi sledeéi Elanovi biée jednaki 19. Ako je taj ¢lan manji od 19, niz
dalje postaje perioditan sa periodom 18 u kojoj se pojavljuju svi brojevi skupa
{1,2,...,18} (proveriti!).
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Dakle, ako 19 | @ u nizu (a,) se beskonaéno mnogo puta pojavljuje samo broj
19, a ako a nije deljivo sa 19, onda se u tom nizu beskonatno mnogo puta pojavljuju
(samo) brojevi 1,2,...,18.

80.4.4. Prema pretpostavci, postoje brojevi a, b € [0, 1], takvi da je f(a) = 0,
f(b) = 1. Stavljajuéi z = a i y = b u datu nejednakost, dobijamo 2 = 2|f(a) —
f(®)| < |a— 0|+ |b - 1], odakle sledi a = 1,b =0, tj. f(1)=0i f(0) =1.

Dokazimo sada da je f(1/2) = 1/2. Pretpostavimo da to nije taéno. Tada je
ili £(1/2) > 1/2ili £(1/2) < 1/2. Ako bi bilo f(1/2) > 1/2, stavljajuéi z = 1/2 i
v = 1 u datu nejednakost, dobili bismo 2|f(1/2) - 0| < [1/2- f(1/2)|+ 1, ili, posle
sredivanja, f(1/2) < 1/2. Sliéno bismo iz f(1/2) < 1/2, koriséenjem date nejedna-
kostiza z = 1/2 i y = 0, dobili f(1/2) > 1/2. Dakle obe moguriosti otpadaju, tj.
vazi f(1/2)=1/2.

Dokaiimo da za z # 1/2 ne-vaii f(z) = z. Ako bi za neko z # 1/2 to vaiilo,
imali bismo :

1@-1(3)| ste- s+ |5-1(3)| =0

$to je, naravno, nemogucde.

0<2

1
-=1=2
s 2’

Sl. 157.

80.MO.1. :Dokazaéemo da svaka prava odredena visinom nekog trougla ABC
sadrii centar O kruga k.

Konstruifimo tangente kruga [ u tatkama P i Q. One dele krug k na Zetiri
luka. Mi éemo dokaz sprovesti za slutaj kada tatka A pripada onom od tih lukova
koji je prikazan na sl.157, a Eitaocu prepustamo da razmotri ostale slu¢ajeve.

Neka je D podnoije visine iz temena A trougla ABC i E drugi presek prave
AD i kruga k. Oznatimo ZQCB = a. Iz tetivnog Zetvorougla PQCB dobijamo
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LBPQ = 180° — a, pa je ZAEQ = LAPQ = a. S druge strane je ZQAE =
LCAD = 90° — a, pa je trougao AEQ pravougli s pravim uglom kod temena Q,
to znali da prava AFE (tj. prava AD) sadrii centar O kruga &, a to je i trebalo
dokazati.
80.MO.2. Iz pretpostavke sadatka,zan = 1,n = 2in = 3, dobijamo redom:
a+b+e=0 (modm), a’+2+¢=0 (modm), a*+3b+c=0 (mod m).
Iz prve dve od tih relacija sledi
a’—a+b=0 (modm), (1)
a iz poslednje dve
®-a’+b=0 (modm). (2)
Iz (1) i (2) dobijamo
a®—2a®+a=a(a—1)* =0 (mod m),
b = [a(a ~ 1)]* = afa(a ~ 1)*] (mod m),
pa dalje sledi 5% = 0 (mod m) Da ne mora biti 6 = 0 (mod m) pokazuje primer
m=4,a=3,b=2,¢c=3.
80.MO.3. Primetimo najpre da niz (z,) &iji élanovi zadovoljavaju datu
relaciju mora imati sve élanove raslitite od nule. Oznaéimo
Yn = t_’_ﬂi-_c n=0,12,.
;nz".'.l
Tadazan=1,2,... vadi

2’ 23 +a 2 Y
nt Zn-1 “ (:3_1+=’ +a)(z2 +a) _ _zAi,+zi+a
za+a Zn-12a(2} +a) Tp-1Tn

tj. niz (ya) je konstantan, pa za svakon = 1,2,... vadi

= ==+’=+'l +a = i'!'_’lz'*'“ =mez
ZpZn4l ToTy

Odatle je 23 + 23, + 6 = YoZaZat1, t. 2o,y + 8 = Za(YoTns1 — Za). Sada se
tvrdenje zadatka lako dokasuje indukeijom: brojevi z i z; su celi po pretpostavei,
a ako pretpostavimo da su, za neko n, z, i £n4; celi brojevi, onda na osnovu
prethodnog dobijamo da je i

Un = = VYn-1,

Tn

2
E 5 +a
Tasya = L YoTn41 — Tn

ceo broj.



194 SAVEZNA TAKMICENIA 81.1.1

81.1.1. Nekajea+c=k?ib+c= (k+ 1) gde je k prirodan broj. Tada
jea=k —cib=(k+ 1)® - ¢, pa lako dobijamo

ab+c= (B —)[(k+1)’ = c]+c=[k(k+1) -,
ab+a+b+c=[(k(k+1)—c+1]%

81.1.2. Neka je AD visina, BE sime-
trala ugla ABC i CF tefiina dui trougla
ABC i neka su P,Q, R redom preseci duii
AD i BE, BE i CF, CF i AD, sl.158.
Pretpostavimo da je trougao PQR jedna-
kostraniéan. Tada je ZBPD = 60°, pa
sledi ZPBD = ZPBA = 30° 1 LABC =
60°. Kako je ZBQF = ZPQR = 60°, to
by . p .J¢ LQFB =180° - ZBQF - /QBF = %0°.

Prema tome CF 1L AB, tj. tefiina dui CF je

Sl. 158. ujedno visina trougla ABC. Kako je CF =

CF,FA=FBi/ZCFA=/LCFB=90%to

su trouglovi CFA i CFB podudarmi. Zato je ZBAC = ZABC = 60°, pa dobijamo

i ZACB = 180° — 2-60° = 60°. Prema tome, trougao ABC je jednakostraniéan, a
duZi AD, BE i CF se seku u jednoj tatki. Kontradikeija.

81.1.3. Neka je a;,a3,as,... dati niz brojeva. Koristeci prva éetiri ¢lana i
pravila na osnovu koga se rafunaju sledeéi &lanovi dobijamo: a, je paran broj, ako
i samo ako je n =3 (mod 5).

a) Na osnovu reéenog sledi da je od proizvoljna Zetiri uzastopna élana niza
najvise jedan paran. Zato se u nizu ne pojavljuje éetvorka 1,2, 3, 4.

b) Neka je z; = (a;,63,03,04), T3 = (a2,03,64,05), z3 = (a3, a4,05,a¢), ...
Kako zetvorki iji su elementi 0,1,2,...,9 ima 10% to u nizu z;,2;,23,... ima
jednakih Elanova. Neka je k najmanji indeks za koji postoji prirodan broj n > k,
tako da va#i z; = z,, tj.

Qg = Gp, Gk4) = Bpyl, ﬂt+g =0n42 ;0k43 = Gn43-
Pretpostavimo da je k > 1. Kako je

Gg—1 + 0k + Qg1 + Ciyz = Gi4pa [mod 10),
Gn-1 + Gn +3n41 + Gny2 = Gpy3 (mod 10),

!.oje Qg1 = Ti-1 (mOd 10)l tfj' Q-1 = Tk-1 (.i*‘-'f @g-1,0n-1 € {01112:---59})'
Zato je zg_) = zn-1. Kontradikcija. Prema tome k = 1, tj. prva éetvorka koja ce
se ponoviti u nizu je z; = (1,9,8,1).

81.1.4. Oznalimo svaku od manjih kocki jednim od brojeva 0 i 1, tako da
su ugaone kocke oznaiene nulom, a svake dve kocke koje imaju zajednicku stranu
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razliéitim brojevima. Tada je centralna kocka oznaéena jedinicom. Mis jede kocke
koje su redom oznaéene brojevima 0,1,0,1,0,1,... Dvadesetsedmi ¢lan u tom nizu
je nula, pa poslednja kocka ne moZe biti centralna.

81.2.1. Neka su z; i z; nule kvadratnog trinoma f(z) = az? + bz + ¢, pri
éemu je 0 < z; < z3 < 1. Tada je f(z) = a(z — z,)(z — z3), f(0) > 0, f{1) > 0.
Kako su f(0) i f(1) prirodni brojevi, a brojevi z, i z; medusobno razliéiti, to je

o - =1
1< f(0)f(1) = ‘323132(1 —21)(1 - 23) <a3(2‘] +z2+1 - z;+1 za) = l;l-_GI
pa sledi a? > 16. Podto je a prirodan broj, to je a > 5. Dalje je f(0)f(1) < %.g, pa

sledi f(0)= f(1)=1,tj.c=a+b+c=1. Akojea=5,ondajec=1,b=-5.
Lako se proverava da kvadratni trinom f(z) = 52? — 5z + 1 ima dve rasliéite nule
u intervalu (0, 1).

81.2.2. Neka je O presek dijagonala c

konveksnog &etvorougla ABCD i neka su
m,n,p,q redom povriine trouglova ABO, D
BCO, CDO, DAO. Kako trouglovi ABO i

BCO imaju zajedniéku visinu iz temena B,

a trouglovi CDO i DAO imaju zajednicku N
visinu iz temena D, to je
m AdN e
n CO p
A B
Zato je mp = ng, pa sledi mnpg = (ng)?. Sl. 159.

81.2.3. Datu jednainu transformidemo ekvivalentno na sledeéi nain

(z? 43241 —y* =0,

16(z? +3z+1 —yz)(l!’+3z+ l+y’} =0,

[(22 + 3)* — (2p)” - 5]((22 + 3) + (29)* - 5] = 0,

[(2z + 2y + 3)(2z — 2y + 3) - 5][(2z + 3)* + (2y)* = 5] = 0.

Par (z,y) celih brojeva je redenje te jednaéine, ako i samo ako vai jedan od sledeéih
8 slu¢ajeva:

1) 2z42y+3=1, 2z-2y+3=5, 5) 22043=1, 2y=2,

2) 2z42y+3=5 2z—-2y+3=1, 6) 22+3=1, 2y=-2,

3) 2z4+2y4+3=-1, 2z-2y+3=-5, 7 26+3=-1, 2y=2,

4) 2z+2y+3=-5 2z-2y+3=-1, 8) 2z4+3=-1, 2y=-2
Resavanjem ovih osam sistema jednaZina dobijamo sledeca redenja date jednacine:

{0!_”1 (091}1 ("'311)1 ("3|_1)t (_1'1)1 (-'I-—I)-- ('—2111. (—21—1)'
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£1.2.4. Nekaje {1,2,...,100} = Ay UA3U---U A7, gde su 4;,As,..., A7
medusobno disjunktni skupovi. Kako je 7 - 14 < 100, to bar jedan od skupova
Ay, Aa, ..., Ay sadrii bar 15 elemenata. Ne umanjujuéi opstost razmatranja mode-
mo pretpostaviti aj,as,...,815 € Ay 1a; < ag < --- < ay5. Neka je

1 =82=06;, T2=03—43, ..., ZT4=a15— a4

Pretpostavimo da medu prirodnim brojevima z,, z4, ..., z;4 nema jednakih. Tada
je

ais—ay =1+ 22+ + x4 214+2+4..-4 14 = 105,
tj. ais = a; + 105 > 1086, sto nije moguéno. Prema tome, bar dva od brojeva
z3,%32,...,%14 su medusobno jednaki. Neka je z; = z,, gdeje 1l < k < n < 14.
Tada vadi apy; — @p = apyy — ap, 4.

Gkt1 +Gn =ar+08nt), gdeje 1<k<k+1<n<n+1<15

Moiemo staviti a = agyy, b= an, c= ag,d = apy1.

81.3.1.  Primetimo da je tg15° = 2 — v/3, ctg15° = 2 + /3. Neka je
a, = tg?" 15° + ctg®™ 15°. Tada je

an — 2 = (ctg” 15° — tg" 15°)% = [(2+ V3)" - (2 - VI)")?

B

gde je m prirodan broj, pa sledi
g =3m?+2=(m-=12+m’ + (m+1)%.

81.3.2. Lakose dobijadaje ZKPL =
LKQM =v-81i

PL _PL PQ _sinasiny
QM ~ PQ QM ~ sinf sina
o S
“snf QK
Na osnovu toga sledi da su trouglovi PKL
i QK M slitni, pa dalje sledi
KL PK _ siny

KM~ QK ~ sinf’

KL KM Y ¢ - LM T
. g = m. Analogno se dokaszuje R, pa konatno dobijamo

LN MK EL deieiedi dain tosngon LM POM s,

sinae  sinf siny’
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81.3.3. Neka je Su(k) k-ti Elan niza S,. Iz uslova zadatka sledi da za svaki
prirodan broj n vadi S, (1) < 5,(2) < Sa(3) £ -+- (jer ako se u nekom koraku neki
¢lan niza poveca 2a jedan, onda se poveéaju i svi njemu jednaki &lanovi).

a) Neka je n prost broj. Tada je

Ss(1)=n=8(n=1)=Sn-1)=--=5_1(n=-1) = Sa(n-1).

Kako je Sa(n) = n + 1, to je Sa(n) > n + 1. Poéto je niz S,(k) monotono rastudi,
to je

Sa(1) = 5a(2) = -+ = Sa(n—1) = n < Sp(n).
b) Neka n nije prost broj i neka je p njegov najmanji prost delilac. Tada je

Sin-1)=Sn-1)=n<n+1=Su(n-1)<Sa(n-1),

tj. (n — 1)-vi Elan niza S, vedi je od n.
81.3.4. Kako je [Ax] > |[M|/2, za svako k € {1,2,...,1066}, to je

[Ay] + |Az] + - - + |Aross| > 533|M|.

Na osnovu Dirihleovog principa zakljutujemo da postoji element z, € M, koji je
sadrian bar u 534 od skupova A, A;,...,Ajoes. Oznaéimo tih 534 skupova sa
Bsss, Bsaa, - - ., Bioss- Analogno dokasujemo da postoje elementi z3,zs,...,250,
takvi da vadi

z3 € Bygs N Bz N -+ <N Bgsz, 23 € BissN Bygq N---N Bags,
z4 € BggNBgrN---NByga, 25 € BygN BsyN---N Bgs,

zg € B1gNBi7N---NBys, zz€ BgNByN.--NBys,

zs € BsNBsNBsN By, z9€ByNB;s, 20€ By,

gde je (By, Ba, ..., Bioss) neka permutacija skupa {A;, Az,..., A1oss}. Tada svaki
od skupova Ay, A, ..., Ajoes sadrii bar jedan od elemenata z,,z3,..., z10.

81.4.1. Neka prava p sele stranice
AB i BC redom u tatkama M i N, pri éemu
trougao M BN i Eetvorougao AM NC imaju
jednake povréine i obime. Pretpostavimo da
centar O upisanog kruga ne pripada pravoj
M N . Razmotrimo sluaj kada taka O pri-
pada Zetvorouglu AMNC., Neka jor polu-
preénik upisanog kruga. Tada je

1
Pamonc = E(MA + AC + CN)r

1
= 5(NB + BM)r = Pyons,
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a posto je Pamonc + Pmon = Pamnc = Pusn = Puons — Puon, to sledi
Pyon =0, 8to je kontradikeija. Analogno se razmatra sluéaj kada taZka O pripada
trouglu M BN. Primetimo jo§ da isti dokaz ostaje na snazi ako je A = M.

81.4.2. Imamo da je

z+y 2__ z+y T+F _ |z* + [7° + 2Re(z)
142y 1+2zy 14+Zy 1+ |z7? + 2Re(zy)
|z +lp” — 1 - |=3* _ s = e -1)
1+ |z7]? + 2Re(z7) 1+ |z¥]? + 2Re(zy)’

=1+

pri éemu je
min{Re(z7) : |z| = a, ly| = b} = —ab
max{Re(z¥) : |z| = a, |y| = b} = ab.
Ako je bar jedan od brojeva a i b jednak 1, onda je

z4+y
min —| =
Izl=a,lyl=t |1 + 2T

Ako su brojevi a i b oba manji ili oba vedi od 1, onda je

z+y [ (a® = 1)(* - ]u: a-b
ls]=a, |,;_i 1+z7 14 a2b2 — 2ab T=ab ab

Akojejedm od brojeva a i b manji, a drugi veéi od 1, onda je

z+y [l (a’-l!(b’-l)]”z_ a+b
|s|-.m.l|,|-l 142§ 14 a2b? + 2ab T 1+4ab
81.4.3. Neka je

zy = a(cos A +isin A), z; =b(cos B+isinB), z3=c(cosC +isin(C),
E,=a"cosnA+b"cosnB+c"cosnC, Gpn=E,+iF,.
Koriste¢i Muavrovu formulu dobijamo
Gn = a"(cosnA + isinnA) + b"(cosnB + tsinnB)
+ ¢"(cosnC + isinnC) = z7 + 23 + 23.
Primetimo da je Gp = 3 i da su prema uslovu zadatka G, i G realni brojevi. Dalje
je
Go=(n+n+zn)(f +3 +23") =237 + 27
—2(23 4+ 2] —2e(zP " 4+ 257Y)
=G1Gn-1— (152 + 223 + 2321) (237 "2 + 2372 + 2577
+ zn12923(27 " +:;"3+:;"’}

=G1Gp1 + %+M,-,{mm+ B+C)+isin(A+ B +C)).
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Ako pretpostavimo da su brojevi Gn_s, Gn-32, Ga-1 realni za neko n > 3, onda na
osnovu dobijene rekurentne veze za &lanove niza (G,) sledi da je i G, realan broj,
jer je sin(A + B 4 C) = 0. Na osnovu metoda matematitke indukcije dobijamo da
su svi Elanovi niza (G,) realni brojevi. Prema tome za svaki prirodan broj n vai
Fo=0.
81.4.4. Nekasu {A;,A3,...,An} i {B1,Bs,...,Bmss} rasbijanja skupa S.
Za svako i € S oznafimo sa z; broj elemenata onog od blokova A;, As, ..., Ay koji
sadrii broj i, a sa y; broj elemenata onog od blokova B,, Bs, ..., Bm4i koji sadrii
broj i.
Pretpostavimo da su brojevi |4;],]|Aal,...,|Am| medusobno raslititi. Tada
medu brojevima z,,23,...,2, ima tatno |A;| brojeva jednakih |A;|, gde je j €
n
{1,2,...,m}. Zato je J_ 1/z; = m. Lako se vidi da ova jednakost vaii i u slu¢aju
=1
da medu brojevima |4}, )Aal, . ..,|Am| ima jednakih. Analogno se dokasuje da vai
n
Y 1/y = m+ k. Na osnovu toga sledi

i=1

n
Z(l_l_)=k.
i=1 ¥ i
Kako su svi sabirci 1/y; — 1/2;, i = 1,2,...,n, manji od 1, to su bar k + 1 od
tih sabiraka positivni brojevi. Dovoljno je joé primetiti da je broj 1/ — 1/
pozitivan, ako i samo ako je z; > 3, tj. ako i samo ako se element { prvi put nalazio
u brojnijem bloku nego drugi put.
81.MO.1. Neka je S = {a),03,...,6a} 1 6) < 63 < -+ < Gn. Broj

troélanih aritmeti€kih nizova elemenata skupa § &iji je srednji élan jednak ap nije
veci od min{k — 1,n — k}, jer prvi élan takvog niza mode biti neki od elemenata
a1,83,...,04-1, & poslednji — neki od elemenata @341,...,a,. Zato skup A(S) ima
ne vide od “

Emin{t-l,n-k]szﬂ

k=t
elemenata. Ako je n.= 2m, onda je

Zn=Zam =21 +24+ - +(m=-1)]=m(m-1)= [";1] [g]

Akoje n = 2m+ 1, onda je

20 = Zamp =1+ 24+ -+ (M=) +m=m’= [";1] [;—]

Pri tome, ako je S = {1,2,...,n}, onda skup A(S) sadrii tafno z, elemenata.
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81.M0.2. Kako trouglovi ASD i
ASB imaju jednake povrine i sajednicku
stranicu AS, to su visine DD; 1 BB, tih
trouglova medusobno jednake, sl.162. Zato
srediite dijagonale BD pripada pravoj AS.
Na slian naéin dokazujemo da srediste di-
jagonale BD pripada pravoj CS, a da prave
BS i DS sadrie srediste duii AC. Ako se
prave AS i CS poklapaju, onda dijagonala
A B AC polovi dijagonalu BD, Ako je S jedina

SL. 162 zajedniéka tafka pravih AS i CS, onda je S
TEEET srediste dijagonale BD, prave BS i DS se
poklapaju, pa dijagonala BD polovi dijagonalu AC.

81.MO.3. a) Neka je (z,y,2,t) resenje datog sistema u skupu nenegativnih
brojeva. Tada je

5a —Tb=5(z+2y+324+Tt)—T(y+2s+5t) =5z +3y+:z2>0.

b) Neka je 5a > Thib=5k+r,gde je k> 0ir € {0,1,2,3,4}. Jedno resenje
(z,y, z,1) u skupu nenegativnih celih brojeva je

(a—7k,0,0,k), akoje r=0;

(a—Tk—2,1,0,k), akoje r=1;
(a—T7k—3,0,1,k), akoje r=2;
(a=Tk=5,1,1,k), skoje r=3;
(a—Tk—6,9,2,k), akoje r=4.

Lako se proverava da je svaka od navedenih &etvorki refenje. Nenegativnost z-
koordinate, na primer u sluéaju r = 3, dokazujemo na sledeéi natin: Iz uslova
5a > Tb sledi 5a > 35k + 21. Poéto je a prirodan broj, to je 5a > 35k 4 25, pa sledi
a>Tk+35,tj.a— Tk -5 > 0. Sli¢no se postupa i u ostalim sluéajevima.

82.1.1. Ako je a = ¢, iz date jednakosti se neposredno izvodi b = d. Pret-
postavimo da je a # ¢, na primer, a < c. Datu jednakost moiemo zapisati u
obliku

(a4+b+c+d)(a+b—c—-d)=c—a, (1)
odakle zbog ¢~ a > 0 dobijamoa+ b—c—d > 0. No, dati brojevi su celi, pa mora
bitiia+b—ec~d > 1. Iz (1) ondasledic—a > a+b+c+d, odnosno 2a+b+d <0,
to je nemoguce, jer su dati brojevi prirodni. Dakle mora bitia=¢, paib=d.

82.1.2. a) Moguée je. Ako je broj upaljenih sijalica u poZetku vedi od 13,
jasno je da gaseéi po 13 sijalica uvek moZemo doéi u situaciju kada imamo manje
od 13 upaljenih sijalica. Jasno je da je u tom sluéaju dovoljno rediti zadatak pod
pretpostavkom da je n = 14. Pretpostavimo najpre da gori samo jedna sijalica.
Tada se moie postupiti na naéin koji pokazuje sledeca tablica:
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wpaljene 1 12 3 10 5 8 7 6 9 4 11 2 13 0
ugalene 13 2 11 4 9 6 7 8 5 10 3 12 1 14

Ako je broj upaljenih sijalica u poZetku bilo koji drugi broj izmedu 2 i 12, treba se
na odgovarajuéem mestu ukljuéiti u postupak koji opisuje tablica.

b) Zbog 8-13 < 111, jasno je da 8 koraka nije dovoljno da se sve sijalice ugase.
Pokagimo da je 9 koraka dovoljno. U prvih 7 koraka gasimo po 13 sijalica - ostaje
ih 20 upaljenih. U osmom koraku ugasimo 10 sijalica, a upalimo 3. Preostaje 13
upaljenih sijalica koje ugasimo u devetom koraku.

82.1.3. Pretpostavimo, suprotno tvrdenju zadatka, da ti krugovi imaju
zajednicku tatku P. Spojimo tu tatku sa centrima Sy, 53, ..., S¢ datih krugova.
Bar jedan od uglova S;PS; biée tada manji ili jednak 60°. U trouglu S;PS; je
onda jedan od preostala dva ugla, na primer £5;S; P, vei ili jednak 60°, tj. vedi il
jednak od ugla S; PS;, pa je PS; > 5;Sj. Kako tatka P pripada krugu sa centrom
Sj, to sledi da i S; pripada tom krugu, §to je suprotno pretpostavci zadatka.

D

A X' 8 ¥ W
Sl. 163.

82.1.4. Neka se, odredenosti radi, prave AB i CD seku sa one strane talke
A s koje je tatka B. Neka su U i V, redom, sredista stranica AD i BC &etvorougla
ABCD, 51.163. ‘Dui XV je srednja du# trougla ABC, pa je paralelna i jednaka
polovini duzi AB. Tatke C i W su jednako udaljene od prave XV, pa Je

1
Pxwv = Pxvec = ZPAB'C- (1)
Analogno se dobija da je

Pyyw = Pypv = %Ppsc- (2)
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Odredimo jo povréinu trougla XVY. Duzi XV i YU su srednje duii trouglova
ABC i ABD sa zajedni¢kom osnovicom AB, pa je &etvorougao XVYU paralelo-
gram i Pyvy = %varu. Neka su X' i V' tatke u kojima prave UX i YV, redom,
seku pravu AB. Paralelogram X'V'YU ima osnovicu jednaku polovini osnovice
trougla ABD i visinu jednaku polovini ajegove visine, pa je Pxiyryy = %p,.m.

1 .
Sliéno je Pxiwvivx = EPABc. Zato je

1 1 1
Pxvy = Evasm = 5(Px*v'vu ~ Pxiwywwx) = ;(Pun — Papc). (3)
Sabiranjem jednakosti (1), (2) i (3) dobijamo

Pxvy = Pxwv + Pyvw + Pxvy

1 1
= Z(Pnac + Ppec + Pasp = Pasc) = zf’ucp,

&to je 1 trebalo dokazati.

82.2.1. Dokaiimo da svi neparni brojevi 1,3,...,1981 pripadaju skupu S.
To sledi iz b) i ¢) na osnovu sledeéih kongruencija (sve su one po modulu 1982):

3-1981=1979, 2-1981+ 1979 = 1977,
2-1981+1977=1975, ..., 2-1981+3=1.

Kako skup S = {1,3,...,1981} zadovoljava sve uslove zadatka, to je on ujedno i
skup sa najmanjim brojem elemenata i navedenim osobinama.

82.2.2. Neka je H orto-
centar trougla ABC, A,, B, i
C), redom, preseci pravih koji
su odredeni visinama AH, BH
i CH tog trougla sa njegovim
opisanim krugom ki P, Q i
R, redom, tatke u kojima data
prava [ sele date prave BC,
CA i AB, ako ti preseci pos-
toje, s1.164. Lako se dokazuje
da su taéke H i A; simetriéne
u odnosu na prava BC. Za-

Sl. 164. S C wta, vai LAICB = &A!AB

(periferijski uglovi nad jedna-

kim lukom) i ZHCB = £ZA;AB (uglovi sa normalnim kracima), pa ako sa A’
oznaéimo podnoije visine AH imamo ZA,;CA’ = ZHCA', ito znaéi da su pravougli
trouglovi A;CA' i HCA' podudarni. Odatle sledi i A’A; = A’H. Sliéno, tacke H i
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B, su simetriéne u odnosu na pravu CA. Zato prave, simetri¢éne pravoj { u odnosu
na prave, redom, BC i CA sadrie tatke A; i By respektivno. Oznatimo presek tih
pravih sa S. U Eetvorouglu A;CB;S je

LSA1C+ LCB,S=LPHC 4+ LCHQ = 180°,
pa je on tetivan, tj. taZka S pripada krugu k koji je oko njega opisan.

Sli¢no se dokasuje da i prava simetri¢na pravoj { u odnosu na pravu AB sadrii
tafku S, tj. sve te tri prave se seku na krugu k.

82.2.3. Posmatrajmo 2k — 1 > n celih brojeva
@),82,...,08;,02 — G1,03 — B1,...,0; — ay,

koji pripadaju segmentu [1,n]. Neka dva od njih moraju biti jednaka medu sobom.
Kako je a; # a; 32 i # j, to postoje i,r € {1,2,...,k} takvi da vai a, — a; = a;.

82.2.4. Lako se dokazuje da je Jmax

z’—:+%l= -;- Dokazimo da je za

proizvoljna dva realna brojau i v, uTagl |2? —uz—v| > % Pretpostavimo suprotno
3

- da je za neke brojeve u i v maksimum funkcije f(z) = |2? — uz — v| na segmentu
[0,1] manji od 1/8, tj. da je f(z) < 1/8 2a svako z € [0,1). Onda je i

1 -J1 w 1 1 1
M=rO<z [-5-o=1(3)<5 n-v-v=s0<;,
odakle sledi
1 1 u 1 wu
E_l(l-—u—v)-2(z—§_-u)—v 5|l—u—v|+2lz-§-—v + |v]
1 I-1 1
<§gtTEtz=y

#to je nemogude. Dakle, tradeni brojevisua=1, = ~1/8.

82.3-4.1. Neka je p(z) = @.z" + :-- + @12 + ag (a, # 0) trafeni polinom.
Stavljajuéi z = 0 u datu relaciju dobijamo 16aq = a2, odakle je ag = 0 ili ap = 16.
S druge strane, izgjednacavanjem koeficijenata uz %" u toj relaciji dobijamo 16a, =
2a2. Kako nije an = 0, to mora biti a, = 16/4", pa posto je a, ceo broj, to je
n=0,n=1ilin=2

Za n = 0 polinomi p(z) = 0 i p(z) = 18 zadovoljavaju uslove zadatka. Za
n = 1 dolaze u obzir polinomi p(z) = 4z i p(z) = 4z + 16. Lako se proverava da
. prvi od njih zadovoljava dati uslov, a drugi ne. Za n = 2  kandidati“ su polinomi
p(z) = 2 + a1z i p(z) = 2? + a1z + 16. Direktna provera pokazuje da je prvi
polinom resenje ako i samo ako je a; = 0, dok drugi nije resenje ni za jedno a,.

TraZeni polinomi su 0, 16, 4z i z2.
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82.3-4.2. Oznadimo z = 22°30". Tadajetgz = V2-1itg’z=1-2tgz.
Koristeéi te &injenice lako dobijamo da za 0 < & < 45° (a # z) vaii

o l-tga (tga-tgz!’
= — — —— = i
tga +tg(45° —a) - 2tgz =tga + T+t 2tgz = 1+t >0. (1)

Stavljajuéi u nejednakost (1) & = 1°,2°,...,22° i sabirajuéi dobijene nejednakosti
dobijamo desnu stranu date nejednakosti. Iz (1) takode sledi da za 0 < & < z vadi

tg @ + tg(45° — a) S 2tgz _ 1-tg’z
1-tgatg(d5® —a) = 1—tgatg(45® —a) 1—tgatg(45® —a)’

]_=t.g45' =

odnosno tga tg(45° — a) < tg? z. MnoZenjem nejednakosti koje se odatle dobijaju
za o = 1°,2°,...,22° dobijamo levu stranu date nejednakosti.

82.3-4.3. Neka je S) skup taéaka iz S kod kojih je zbir koordinata paran
broj, a S = S\ S:. Tada su, jasno, sve tatke skupa S, susedne nekoj tacki P, € S,
u skupu S i, obrnuto, sve tatke skupa S, susedne nekoj tatki P» € Ss, pripadaju
skupu S;. Zato je ,susedno“ preslikavanje f : S — S bijekcija izmedu skupova 5;
i S3. Inverzno preslikavanje f~! je takode bijekcija. Lako se proverava da funkcija
g : S — §, definisana sa

F(P), za P€ 5,

ﬂ”={f4myzape&,

zadovoljava sve uslove zadatka.
82.3-4.4. Prema uslovu zadatka je

zyz+1l=at, zyt+1l=bz, zzt+l=cy, yrt+l=dz

za neke prirodne brojeve a,b,c,d. Odatle neposredno sledi da su brojevi 2z, y, 2,1
uzajamno prosti u parovima. Mno#eéi te jednakosti dobijamo da je broj zyz +
zyt + zzt + yzt 4 1 deljiv sa zyzt. Zato je broj

ik oy ok
z

i t zyzt

LR
w2 )

ceo. Prema uslovu zadatka je £ > 2,y > 3,z > 4,1 > 5, odakle sledi

1 1 1 1 1 15
0<S<3+3+3*5* 0 ~ 120

paje S=1. Ako bi bilo z > 3, imali bismoy > 4,2 > 5t > 61

- L e H e R bl
l=S<3+3+5%51 30" 360
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ito nije moguéno. Daklez =21

2 2
S =
v

z

1=

2 1
+; y_z!

Brojevi y, z,t su neparni jer su uzajamno prosti sa 2. Ako bi bilo y > 3, imali
bismoy>5,z>T7T,t29i

2.2 2 1 287
tsgtrtets T
#to nije moguéno. Dakle y = 31 = 6/z+6/t+1/(zt), odakle je z = 6+37/(t—6).
Zbog z < t odatle lako dobijamo z =T it = 43.

Neposredno se proverava da &etvorka (2, 3,7,43) zaista zadovoljava uslove za-
datka.

82.MO.1. Traieni zbir napisimo u obliku
a1+ 83+ -+ apoy = (81 + 8p—1) + (a2 + Gp-2) + -+ + (ap-1)72 + B(p4+1)/2)-
Akoza k € {1,2,...,p — 1} izraz ¥* + (p — k)? razvijemo po binomnom obrascu,

dobijamo da je on deljiv sa p?, &to znaii da je i broj ax + a,_s deljiv sa p*. Kako
je, medutim, ay < p? i gy < p?, to je a +app = p?, pa je zaista

-1
ay+ag+--Fapy= %p’-

82.MO.2. Zan = 1 jedini polinom tog oblika je P;(z) = z—2i on zadovoljava
uslove zadatka.

Za n = 2 treba naéi ceo broj ay, tako da Pa(z) = 2z? + a;z + 6 zadowvoljava
date uslove. Tada za korene z,,z; tog polinoma vaii:

12, £2<2, 53, =1+=3=-E§*. z1z3 = 3.
Iz tih uslova se redom dobija 0 < z3 —z; € 2,

al -12<4

b |

0< (zg - zt)i =(z1 + S:)z - 42127 =

i 48 < a? < 64, a takode i a; < 0. Kako je a; ceo broj, to je ay = T ilia; = -8.
Obe te vrednosti zadovoljavaju uslove zadatka.
Dokaiimo da sa n > 3 takav polinom ne postoji. Neka je

Pa(z) = nlz" +aq-12"" ' + .-+ a1z + (-1)"n(n + 1)
=nl(z—-2))(z —23)...(z — za).
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Tadaje (—1)"n(n+1) = n!(=1)"zy23---z,, pabiizzs € [k, k+1]2ak=1,2,...,n

sledilo
n+1 n+1

]
(ﬂ—l)!‘ 2 <n<n.

nl<z1z3 Ty =
Svi trageni polinomi su z — 2, 22? — Tz 4+ 6 i 222 — 8z + 6.

82.MO.3. Primetimo da svakom zbiru }: apz, odgovara razbijanje SUT
skupa {1,2,...,2n} odredenosa k€ S & a; = —1 keT < ap =1. Neka su

in n
o = Zann, o3 = Eﬁhzi

k=1 k=1

dva takva sbira, ag, A € {—1,1} i neka su S; UT; i S3UT; odgovarajuéa razbijanja
‘skupa {1,2,...,2n}. Pretpostavimo da jedan od skupova S, i S; sadrii drugi, na
primer, S; C S;. Tada se zbirovi oy i o4 razlikuju za dvostruki zbir nekoliko
brojeva z;, dakle za viSe od dva, pa ne mogu oba pripadati segmentu [0,2]. Znai,
ako su 0y, 03, ..., om 8vi zbirovi datog oblika koji pripadaju segmentu [0,2] i
S1UTY, S3UTh, ..., Sm UT, odgovarajuéa razbijanja skupa {1,2,...,2n}, onda
su skupovi 5,53, ..., S, neuporedivi u odnosu na inkluziju, tj. nijedan od njih ne
sadrZi neki dmi' kao podskup. Koristeci rezultat zadatka 78.MO.3. zakljutujemo

dajem <

83.1.1. Ako je n jednocifren broj, onda je n® < 9% < 729, n* < 9* < 6461,

tj. u zapisu brojeva n® i n* ima najvise 7 cifara. Ako u zapisu broja n ima vise od
dve cifre, onda je

n® > 100° = 105, n*> 100*= 108,

pa u zapisu brojeva n® i n* ima najmanje 749 = 16 cifara. Neka se u zapisu brojeva
n® i n! svaka od cifara 0,1,2,...,9 pojavljuje tatno jedanput. Na ocsnovu reéenog
sledi da je n dvocifren broj. Dalje lako sledi da je n® éetvorocifren, a n® estocifren
broj. Iz uslova 1000 < n® < 9999 sledi 10 < n < 21, a iz 10° < n* < 10° — 1 sledi
18 < n < 31. Prema tome n € {18,19,20,21}. Svaki od brojeva 20° i 20* zavriava
se nulom, a svaki od brojeva 213 i 214 zavriava se jedinicom. Dalje je 194 = 130321,
tj. u zapisu broja 19% ima ponavljanja cifara. Konatno je

18% = 5832, 18* = 104976,

tj. 18 je jedini prirodan broj za koji vaie navedeni uslovi.

83.1.2. Osznaéimo sa z,y, 2,1 brojeve koji se nalaze u k-tom redu, a sa 5 zbir
tih brojeva. Tada se u (k + 1)-om redu nalaze brojevi s —2a, s — 2b, s — 2¢, s — 2d.
Prvi broj u (k + 2)-om redu jednak je

(s—20)+(s—2c)+(s—2d)—(s—2a) =2s-2(b+c+d—a) =
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a ostali brojevi su 45, 4¢c, 4d. Prema tome, prvi brojévi u prvom, drugom, treéem,
..., 1983-em redu jednaki su redom 1,4,42, ..., 4% TraZeni broj je 21952,

83.1.3. Neka je N presek prave BM

i visine iz temena C trougla ABC, sl.165.
Trougao ABN je jednakokraki sa osnovi-

com AB i uglom pri vrhu

ZANB = 180° - 2-30° = 120°.

Dalje je ZANC = £BNC = 120°. Kako
je AN = AN, ZACN = LAMN = 40°,
ZANC = LANM, to su trouglovi ANC i
ANM podudarni. Zato je AC = AM, tj.

trougao ACM je jednakokraki sa osnovicom A B

CM, pa konaéno dobijamo

Sl. 1865.

LAMC = %{130" - LCAM) = %(130*’ ~ 40°) = 70°.

L = bl L
Niol=—|~

nNel—=Inlo
nijol=|iv|o

N(o|=In]|o|=—

(SR i=4

—
(X311 b
e|™

(=]

e

g-l

—

(3]

(=0 bl LN -3 B X0 P o
—=Imjo|—

Sl. 166.

83.1.4. Oznaéimo polja sahovske table
8 x 8 brojevima 0, 1 i 2 kao na sl.166. Kre-
tanju delfina po tabli pridruiimo niz bro-
Jjeva kojima su redom oznaéena polja na ko-
ja staje delfin. Primetimo da kod proizvolj-
nog kretanja dobijamo niz 0,1,2,0,1,2,...
Prema tome, posle svakog poteza, &iji redni
broj pri deljenju sa 3 daje ostatak 1, delfin
se nalazi na polju koje je oznaieno jedini-

_ com. Prema tome posle 64 poteza delfin

ne moZe biti na pofetnom polju, jer je ono
oznaéeno nulom.

83.2.1. Koristeci dati uslov i nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske

sredine dobijamo

1
z4+y+z= (x+y+z)(;+

i zy+ yz + zz = zyz, pa dalje sledi

1.1 13 (L)m_
p + z):_’ I(zyz)'"7-3 e =9

(z-Dy-1)(z—-1)=2zyr—2zy—yzr—zz+z+y+z-1>8.

Jednakost vazi ako i samo akojez=y=2z=3.

83.2.2. Neka je a, = [(n — 1)? 4+ n?]/2 za svaki prirodan broj n. Tada je
a; = 1/2 i niz (a,) je monotono rastuéi niz koji tezi beskonaénosti. Zato za svako
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z > 1/2 postoji prirodan broj n takav da je an—; < z < a,. Ove nejednakosti vaie
ako i samo ako je

1(2) = (2= Gno1)(@ - an) = 2%~ (207 + 1)z + (n*+,‘,-)=(=—n=)=— (=-3)<o

odalkle sledi |2~ 7| < y [z - %.

Sl. 167.

83.2.3. a) Neka je M; druga preseéna taika prave QS i kruga k opisanog oko
pravougaonika ABCD, R, druga preseéna taika kruga k i prave M R, a X preseéna
tacka pravih PQ i RS, sl.167. Kako je ZM; M R, = 90°, to je M R, preénik kruga
k. (Napomenimo da je M) R; preénik kruga k i u sluéaju M; = M.) Kako je AC
precnik kruga k, to je AM,CR, pravougaonik, pa je M;CLR,C. Trouglovi R, RC
i M PB simetriéni su u odnosu na simetralu duii BC, a trouglovi ASM, i BQM
simetriéni su u odnosu na simetralu dufi AB. Zato je RC = PB= MQ = SM;, a
kako je RC || SMi, to je SM;CR paralelogram, pa sledi RS || CM;. Dalje je

PR, = PR+ RR, = PR+ PM = BC +QB = QC,

pa kako je PR, || QC, to je i PQCR, paralelogram, a odatle sledi PQ || R;C.
Kako je PQ || R\C, RS || CM, i CMy LR,\C, to je PQLRS. Analogno se dokasuje
da je PS1QR.

b) Iz uslova zadatka i dokazanog sledi da su uglovi QM R, QX R i QCR pravi.
Prema tome, tacke Q,C, R, X, M pripadaju istom krugu. Uglovi SAP, SXP i
SMP su takode pravi, pa i tatke S, M, P, X, A takode pripadaju istom krugu.
Zato je

ZRXC = LRQC (kao uglovi nad istim lukom)
= £APS (kao uglovi sa normalnim kracima)
= £AXS (kao uglovi nad istim lukom),
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pa kako tatka X pripada pravoj SR, to ona pripada i pravoj AC. Dakle presek
pravih PQ i SR pripada dijagonali AC.

83.2.4. Strategija prvog igraZa je sledeca: Ako je n neparan broj, onda on u
prvom potezu premedta Zeton sa polja n — 2 na polje 1. Tada se izmedu Zetona na
polju 1 i Zetona na poljima n — 1 i n nalasi paran broj (taZnije, n — 3) polja. Ako
je n paran broj, onda u prvom potezu premedta Zeton sa polja n na polje 1, pri
¢emu izmedu ietona na polju 1 i Zetona na poljima n ~ 2 i n — 1 ostaje paran broj
(tagnije, n — 4) polja. U daljem toku igre posle svakog poteza drugog igraZa prvi
igraf premesdta poslednji Zeton na polje koje je susedno polju na kome stoji drugi
ieton, ispred ili iza, tako da broj praznih polja izmedu prvog i ostala dva Zetona
ostane paran. (Ako drugi igral pomeri poslednji Zeton za dva polja napred, pa su
dva Zetona i dalje susedni, onda i prvi igraZ ponavlja takav potez i pri tome se posle
dva takve poteza broj slobodnih polja izmedu prvog i ostala dva Zetona smanjuje
za dva.) Posle konaénog broja poteza, pri éemu je poslednji potez odigrao prvi
igraZ, broj slobodnih polja izmedu Zetona na polju 1 i ostala dva fetona jednak je
nuli. Prema tome, opisanom strategijom prvi igraZ sigurno dobija igru.

83.3-4.1. Neka su z; i z; refenja jednaéine z? + pz + ¢ = 0.
a) Pretpostavimo da je |2;| = |[z32] = 1. Tada je

Pl = {21 + 22| < |71 + |22] = 2,
* gl = lnizal = |2l - Jzad = 1,
ﬁ _ (z1 + 22)2
9 T ziz
= 2+ 2Re(z,73) 22+2( 1)=B.

2+ +-—-2+£153+2251

b) Pretpostavimo da je [p| < 2, |¢| = 1i da je p?/q nenegativan realan broj.
Neka je r kompleksan broj takav da vaii r? = ¢q. Tada je |r] = 1. Osznaéimo
k = p/r. Kako je p?/q = p?/r? = k? nenegativan realan broj, to je i k realan broj
i vaii [k| = |p/r| = |p| < 2, ¥* < 4 Dalje je

-pt \/p’ g _—krt ,/E!T"F! —k+iJi— K2

2= 9 L]
liih it U,/k=+ A—F)=1.

83.3-4.2. Primetimo da je

£(100) = F(£(100 + 11)) = f(f(111)) = £(101) = 101 — 10 = 91.

Pretpostavimo da je f(z) =91 zasvakoz € {k+1,k+2,...,100}, gde je k ceo
broj manji od 100. Ako je 90 < k < 100, onda je

F(k) = f(J(k+11)) = f(k +1) = 91,
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a ako je k < 90, onda je f(k) = f(f(k+ 11)) = f(91) = 91. Na osnovu metoda
matematicke indukcije dobijamo da za svaki ceo broj & < 100 vaZi f(k) = 91.

83.3-4.3. Nekasu E i F redom sredis-
ta duii PAi PB, sl.168. Kako su dugi DE
i DF srednje linije trougla ABP, to je et~
vorougao EDF P paralelogram, a kako su
duii AP i BP hipotenuze pravouglih trou-
glova AMPi BLP,toje ME = EP = DF,
DE =FP=LF,

IMED = /MEP+ £PED
=2{PAC + LDFP
=2£{PBC+ £ZDFP = /DFL.

i Zato su trouglovi MED i DFL podudarni,
* . pasledi DM = DL.

83.3-4.4. a) Pretpostavimo da u nizu (z,) ima konaéno mnogo neparnih
brojeva. Tada postoji indeks m, takav da je z,, paran broj za svako n > m. Neka
je £m = 2kg, gde ky € N. Tada je

Zmpr = [;:,,.]: [gzka]= 3ko.

Kako je zn41 paran broj, to je kg = 2k, gde je k; € N. Dalje je
3 3 3
Zm4z = [§=m+1]= [531'0] = [5 -3 2‘71]= 3%ky.

Kako je ZTm42 takode paran broj, to je ky = 2kg, ks € Ni kg = Q?ig. Nastavljajuéi
opisani postupak dobijamo da za svako s EN postoji k, €N, tako da vaii kg = 2°k,.
To je kontradikeija, jer je stepen dvojke u reprezentaciji broja kp u obliku proizvoda
prostih brojeva konagan broj.

b) Pretpostavimo da u nizu (z,) ima konatno mnogo parnih brojeva. Tada
postoji indeks m, takav da je z, neparan broj za svakon > m. Neka je 2, = 2ko+1,
kg € N. Tada je

Tm4l = [g(?ku + l)] = 3ko + 1.

Kako je £m41 neparan broj, to je ko = 2k, gde je k; € N. Dalje analogno kao u
sluéaju a) pretpostavku dovodimo do kontradikcije.

84.1.1. U brojevima 1,2,...,99 svaka cifra osim nule pojavljuje se po 20
puta, pa je sbir cifara broja a jednak

20(14+24---+9)+1+41+4+1=0903.
Zato je broj a deljiv sa 3, a nije sa 9, pa je sloZen, ali nije kvadrat celog broja.
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84.1.2. Iz date pretpostavke sledi

a b c 1 1 1 a
0= (5—c+c-—a+a-—b)(b-—c+c—a+a-b)- (b~ c)?

b ¢ (a+b8)a=b)+(b+c)b~c)+(c+a)(c—a)
Ry e e @-B0-)c—a)
a b c
- T e—ay -t

Sl. 169.

84.1.3. Trouglovi ABL i ABO imaju zajedniZku osnovicu i jednake visine,
pa je PapL = Pago, s1.169. Sliéno je Pgey = Poco i Pcax = Peao, pa je

Pupc = Papo + Ppco + Pcao = PaBL + Pecm + Peax.

Zato je Ppqr = Papc — (PaBL + Ppcm + Pcak) + Paxp + Perg + Pecmr =
Pakp+ Pprq + PcMR-

84.1.4. Oznaiimo vrste date tablice sa 1,2,3,4,5, a kolone sa a,b,c,d,e,
analogno uobifajenim oznakama na 3ahovskoj tabli, 51.170-173. Neka su boje
pomenute u zadatku plava (polja obojena plavom bojom su irafirana na slikama) i
crvena. U prvoj vrsti su bar tri polja iste boje; pretpostavimo, odredenosti radi, da
su polja al, b1 i ¢l plava. Ako bi u bilo kojoj od vrsta 2-5 u prve tri kolone posto-
jala dva plava polja (na primer, kao na sl.170, polja a3 i ¢3), trafeni pravougaonik
bio bi naden.

Pretpostavimo zato da su u svakoj od sledeée éetiri trojke

(a2,02,c2), (a3,03,¢3), (a4,b4,c4), (a5,b5,c5)

bar po dva polja crvena. Ako su u jednoj od tih trojki sva polja crvena (na sl.171.
to je trojka (a5, b5,c5)), onda se jednobojni pravougaonik takode lako nalazi. Ako
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u svakoj od te &etiri trojke ima taéno dva crvena polja, onda su bar u dve od njih
ta polja jednako rasporedena, 5to opet daje traieni pravougaonik (na sl.172. to je
a3, c3, a5, cb). '

Da tvrdenje zadatka ne vaZi u sluéaju kvadrata stranice 4 pokazuje slika 173.

5 5 o |
y’

4 4 Y

3 3

2 2

1 1 2

a b ¢ d e

Sl 171.

51e °

3

3| °

2/

1

a b c d ¢
Sl 172.

84.2.1. Primetimo najpre da iz definicije sledi da funkcija x ima sledeéa
svojstva:

1° w(pe) =k zasvako k € N;
2° x(n)<w(n+1) zasvakoné€ N;
3° x(n)<x(n+1) akoisamo ako je n+ 1 prost broj.

Da bismo dokazali da je AN B = @, pretpostavimo suprotno, da za neke
prirodne brojeve m i n vaZi

m+pm =n+7(n)+ 1. (1)

Razmotrimo dve moguénosti: pm < n i pm > n. Ako bi bilo p, < n, onda bi iz te
relacije i m = x(pm) < #(n) sledilo

m4+pmE<nt+a(n)<nt+x(n)+1,
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§to je suprotno (1). Kako je m = #(pm) > w(n), to u sluéaju pn > n vaii
m > w(n)+ 1im+ py > n+ x(n)+ 1, 5to ponovo protivuredi pretpostavci (1).
Time je dokazano da je ANB = 0.

DokaZimo sada da je AUB = N\ {1}. Jasnojedal ¢ AUB ida2e€ B.
Neka je n > 2 proizvoljan prirodan broj koji ne pripada skupu A. DokaZimo da
n € B. Kako za nekom € N vaii m + pn < n < m + 1 + ppm41, odnosno
Pm Sn—m=1< Ppmy1, toje #(n —m — 1) = m, pa sledi

n=rmn-m-1)+(n-m-1)+1€B.
8422, Izz+y+z=2slediz+y=2-z,aizzy+yzr+ 2z =1sledi
zy=l-z2(z4+y)=1-2(2-2)=(1-2)~
Zato su realni brojevi z i y reenja kvadratne jednagine po t
2+ (z=-2Dt+(1-2)=0,

koja ima nenegativnu diskriminantu (z ~2)?—4(1-z)? > 0. Odatle sledi z(4—2z) >
0, ito je ekvivalentno sa z € [0,4/3]. Analogno se dokazuje da brojevi z i y
pripadaju segmentu [0, 4/3].

84.2.3. Kako u trouglu ABD D
vaii ZABD =50°i ZBDA = 80°, to .
je £LDAB = 50°, pa dalje sledi DA =
DB, sl.174. Kako je

£LBDA = 80° = 2£BCA

i tacke C i D su sa iste strane prave
AB, to tatka C pripada krugu sa cen-
trom D i polupreénikom DA = DB.
Zato je i trougao BCD jednakokrak,
paiz ZBDC+2ZDBC = 180° i date S1. 174.
relacije ZDBC = £ZBDC + 30° sledi da je ZDBC = 70°.

84.2.4. Tvrdenje zadatka ¢emo dokazati matematiékom indukcijom. Nije
tesko proveriti da ono vaZi za drzave sa najvise tri grada. Pretpostavimo da tvrdenje
vaii za drZave sa n gradova i dokaZimo da vaii za proizvoljnu dravu sa n+1 gradom.

Oznalimo te gradove sa Ay, Az, ..., Aq4;. Prema induktivnoj pretpostavei, u
delu driave koji sadrii samo gradove A, A,,..., A, postoji grad (neka je to, na
primer, A,) iz koga se u svaki drugi grad A; (1 < i < n — 1) moZe sti¢i sa najvise
Jednim presedanjem. U daljem ée A; — A; znaéiti da avionska linija vodi iz grada
1‘!.5 u grad A,‘.

Ako vaii A, — Ap41, onda je A, grad sa traienim svojstvom. Pretpostavimo
da vaii An4y — An. Jasno je da iz grada A, polazi bar jedna avionska linija.
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Gradove A;, As,..., An-) numeridemo tako da vadi A, — A;zal <i < ki
Ai wAnzak<i<n-1,gdejel <k<n-1 Akozanekoie€ {1,2,...,k)}
vaZi A; — An41, onda je opet A, grad sa traZenim svojstvom. Ako je, medutim,
Any1 — A; zasvei € {1,2,...,k}, onda grad A, ima osobinu da se iz njega
u svaki drugi moie sti¢i sa najvide jednim presedanjem. Zaista, da bismo iz njega
stigli u neki od gradova A; za koji je k+ 1 < j < n — 1, moZemo umesto marirute
Ap — A; — Aj (koja, zanekoi € {1,2,. .., k}, postoji po induktivnoj pretpostavei)
koristiti marfrutu A,4; — A; — A;.

84.3-4.1. Direkino se proveravadajea; =1,a;=2,a3 =0, a4 =4, a5 = 0,
as =0, a7 =0, ag = 8, ap = 0. DokaZimo da je

P _{n, n = 2* za neko k € N U{0},
"T10, n#2 zasveke NuU{0).

Za n = 1 to je taéno. Pretpostavimo da to tvrdenje vaii za sve prirodne brojeve
manje ili jednake od nekog n € N. Neka je n + 1 = 275, gde je s neparan broj.
Razmotrimo dve moguénosti:

a) s =1,t. n+1=2". Tada se uslov zadatka, uz koridéenje induktivne
pretpostavke, svodi na

14(142444---+2"") —an41 =0,

odakle sledi a4y =2"=n+ 1.
b) s > 1. Sada iz uslova zadatka sledi

1+(14+2+4+--4+27") =2 —a,4; =0,

pa sledi a,4; = 2" — 2" = 0, &ime je navedeno tvrdenje induktivno dokazano.

84.3-4.2. Oznaéimo t = (V5 — 1)/2 i primetimo da je t? + ¢ = 1. Lako
je dokazati da ni za jedan prirodan broj n data jednaéina ne moge imati vise od
jednog celobrojnog redenja. Zaista, ako bi za neka dva para (z,y) i (', ) celih
brojeva vagilo

ttz+t"tly=1, " +0Hy =,
sledilo bi t"*(z — 2') + t"*}(y — ¢/) = 0, odnosno (z — 2') + t(y — ¢) = 0, #to je,
zbog iracionalnosti broja ¢t moguéno jedinozaz=2'iy=y.

Dokaiimo sada indukeijom da za svaki prirodan broj n data jednaZina ima
celobrojno resenje. Za m = 1 to redenje je z = 1,y = 1. Pretpostavimo da je
t" 12,1 +t"yn_1 = 1 2a cele brojeve z,_1 i yo—1. Tadaza z, = 2,_1 + Y-y i
Yn = Zp— vadi

Cza + 1" Yy = 1"z + OYuy + 14" 2,
= tn_lfll—l +1%ya-1=1,

pa je par (zn, yn) celih brojeva redenje jednagine t"z + t"t'y = 0, éime je dokaz
zavrien.
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sledi da rotacija oko take P za 90°
preslikava tacku A u tacku B, a tatku
C u tatku D, znaé dui AC u dui
BD, pa je AC = BD i ACLBD.
Uvedimo koordinatni sistem ¢iji je po-
getak presek O pravih AC i BD, tako
da tafka A pripada pozitivnom delu
z—ose, a tatka B pozitivnom delu y-
ose, s1.175. Bez ogranifenja opétosti
moZemo pretpostaviti da je AC =
BD = 1. Neka tatke A i B imaju
redom koordinate (a,0) i (0,8). Tada
tacke C i D imaju redom koordinate
(a—1,0)i (0,b—1). Prava BC ima koeficijent pravca b/(1 — a), pa simetrala s,
dugi BC koja sadrii srediste ((a — 1)/2,b/2) te duii ima jednafinu

__5_a—l a-1
V3T "2 /)

Sli¢no se dobija da simetrala s; dufi DA ima jednatinu

_b-1_ a ,_2)
Y- Th-1 2)

Prave s; i 82 imaju zajedni¢ku tagku Q(a+;—1‘a+:—l

pokazuje da je BQLCQ i DQLAQ, pa tatka Q zadovoljava sve uslove zadatka.

84.3-4.4. Neka je {S1,53,...,5m) familija razli¢itih nepraznih podskupova
skupa S = {1,2,...,n} koja ima osobinu da je presek bilo koja tri njena ele-
menta prazan. Tada svaki &lan skupa .S moie biti element najvise dva od skupova
51,52,...,5n. Ako sa |S;| oznagimo broj elemenata skupa S;, to znaii da je
n
3 15 < 2n.

i=1
S druge strane, iko sa k oznagimo broj jednoflanih podskupova S; koji su

élanovi date familije, tada je

\51 ‘ 84.3-4.3. Iz uslova zadatka
b

\

\

. Direktna provera

SIS0 2 £+ 2m— k).

i=1
Koristeéi ovu i prethodno dobijenu nejednakost dobijamo 2m < 2n + k pa, zbog
E<n,sledi2m <3nim<[3n/2
Primer familije &iji su &lanovi

(1}, 2}, ..., {n}, {1,2}, {3.4}, {2[3]—12[%]}
pokazuje da je trafena maksimalna vrednost za m jednaka [3n/2].
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85.1.1. Neka je n prirodan broj. Medu brojevima n,n+1,...,n+ 19 postoje
dva, kod kojih je poslednja cifra jednaka nuli. Bar kod jednog od tih brojeva
pretposlednja cifra nije jednaka 9. Neka je taj broj jednak a i neka je S zbir
njegovih cifara. Tada je a4+ 19 < n+ 19+ 19 = n + 38, a izra¢unavanjem zbirova
cifara brojeva ¢,a+1,...,a+ 19 dobijamo brojeve §,5+1,...,5+ 10. Kako medu
11 uzastopnih brojeva postoji broj koji je deljiv sa 11, to je zbir cifara bar jednog
od brojeva n,n+1,...,n+ 38 deljiv sa 11.

o c 85.1.2. Neka je E; unutradnja tatka
kvadrata ABCD takva da je ABE) jedna-
79 kostrani¢ni trougao, sl.176. Tada su CDE,
Er i CE, B jednakokraki trouglovi (sa osnovi-
cama CD i CE, redom) i vagi

LCE,D = 180° — 2ZE,CD

= 180° — 2(90° — ZE,CB)
0°) = 2/E,CB = 180° — ZE,BC
= 180° — (90° — 60°) = 150°.

A S 176 B Zato je E) = E, pa su svi uglovi trougla
T ABE jednaki 60°.

85.1.3. Neka je I proizvoljna prava koja nije paralelna nijednoj od pravih
koje su odredene datim tatkama. Oznaéimo sa Iy, Iy, ..., l3p00 prave od kojih
svaka sadrZi po jednu od datih tataka, a sve su paralelne pravoj [, ali tako da
se izmedu pravih l; i l;4; ne nalazi nijedna druga od tih pravih i to za svako
i€{1,2,3,...,2999}. Za svako k € {1,2,...,3000} oznaéimo sa a; onu od datih
tacaka koja pripada pravoj [p. Trouglovi Ay A;A3, AsAsAs, ..., AzscsA299943000
su medusobno disjunktni.

85.1.4. Neka su z,y, z,u pozitivni brojevi. Elementarnim transformacijama
se dobija da vaZi nejednakost

zy 2w _(+:)y+u)
z4+y z4u- z+y+z+u

Stavljajuéiz =a,y=bz=cu=d azatimz=a+c,y=b+d,z =c,u=f,
dobijamo

ab 4 cd & ef ((n+c}(b+d) ef ((a+c+e)(b+d+.f)
a+b c+d e+f~ atb+c+d e+f~ a+b+c+d+e+f’

85.2.1. TraZeni broj n je oblika

n= c99.*..9899.l..9,
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pri éemu je | najmanji prirodan broj za koji va#i 1985 | 9 — 1, a k je najmanji
prirodan broj takav da za neko ¢ € {1,2,...,9) vaii 1985 = 9(k + 1) + c. Iz uslova
9l — 1 = 19855 = 9 - 220s + 5s dobijamo traZeni broj ! = 1544 za s = 7. Dalje lako
dobijamo k = 219,¢ = 5.

85.2.2. Primetimo da za svaki prirodan broj m postoji prirodan broj n takav
da vagi n? < m < n?+ 2n = (n+1)? — 1. Ako je m = n?, onda je

f(m)= f(ﬂ’) =n’4n,
f3(n?) = n? + 2n,
Pr)=n’+3In=(n+1)+n-1,
ffr?)=(n+1P+n-142n+1)=n+2*+n-2,
fi(n)=(+2?+n-2+2n+2)=(n+2°+n-3,
i n?)=(n+n=-1)7+1,
P (n?) = (2n = 1)+ 1+ 2(2n - 1) = (20)*.

Slitno se zam = n? + In+ k, gde € {0,1}, k € {1,2,...,n} dobija

FE=1(m) = f2=(n? + In + k) = (m + k).
D

85.2.3. Neka je Q, presek prave AQ

iravni PBC, sl.177. Tada je

LABP+ £PBC

= LABP + LPBQ, + £ZQ,BC

> /ZABQ, + £Q,BC

= /ABQ + £QBQ:, + L1 BC

> LABQ + LQBC. '

A

Prema tome ZABP + £PBC > ZABQ +
£BQC i analogno

ZBCP + ZPCA > £BCQ + £QCA,

LCAP + LPAB > LCAQ + LQAB.

Sl 177.

Sabiranjem ove tri nejednakosti dobijamo a; > a3, gde je
o, = ZABP + Z/PBC + {BCP + LPCA+ LCAP + LPAB,
ay = ZABQ + £QBC + LBCQ + LQCA + LCAQ + LQAB.
Na osnovu toga sledi

LBQC + LCQA + LAQB =3-180° — o _
>3.180° - ay = ZBPC + LCPA + LAPB.
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85.2.4. Nekaje M = {ay,a3,...,8,} C {1,2,...,100}, gde je
l=a;<a3<ag<---<a, =100
i neka za skup M vaii uslov b). Tada je
as=2,a3<4, a4 <8, as <16, ag < 32, a7 < 64.

Ako 50 ¢ M, onda zbog ag + a7 < 100 sledin > 8,tj. n > 9. Akojea; =50 € M,
za neki indeks k, onda zbog ag + as < 48 < 50 sledi k > 7, tj. k> 8, pajen > 9.
Neposredno se proverava da za skupove

M, = {1,2,4,6, 10, 20, 40, 60, 100},
M; ={1,2,3,6,12,13,25,50, 100},

vaie svi uslovi zadatka. Zato je traZeni broj jednak 9.
85.3-4.1. Treba odrediti sve trojke (z,y, z) za koje vadi

,u.z E {ol llﬁl' iy Dg}' (zly'l 2} # (0' 0.0),
100z 4+ 10y +z = z! + y! + z!.

Ako je (z,y,2) jedna takva trojka, onda je z < 5,y < 5,z < Siz!+yl+2! <
3.5! = 360. (U protivnom je z! + y! + z! > 6! = 720, pa je z! > T! = 5040, &to je
kontradikcija.) Proverom za brojeve 55, 155, 255, 355 lako se dobua da nijedan od
njih nije redenje, tj. da je najvide jedan od brojeva z,y, z jednak 5.

a) Neka je taino jedan od brojeva z,y, z jednak 5. Lako se proverava da nisu
oba cd ostalih brojeva jednaki 4. Zato je

120< =+ y! + 2! <514+ 4! + 3! = 150.

Proverom za brojeve 125, 135, 145, 155 dobijamo da je 145 jedino resenje.

b) Neka je £ < 4, y < 4, z < 4. Proverom dobijamo da su trojke (0,0,1) i
(0,0, 2) jedina resenja u ovom sluéaju.

Svi trafeni brojevisu 1, 2 i 145.

85.3-4.2. Neka je P(t) = Qi (t)(t* — %)+ at® + bt? + ct + d. Iz uslova zadatka
sledi da za svaki realan broj z vaii

P(sinz) — P(cos z) = sin® z cos® z[Qy(cos z) — Q. (sin z)]
+ (sinz — cos z)[asinzcosz + b(sinz + cosz) +a+¢c]=0. (1)
Iz jednakosti (1) za z = 0 dobijamo a+b+¢ = 0, a za z = x dobijamo a~b+¢ =0,
pa lako sledi a + ¢ =0, b = 0. Jednakost (1) prima oblik

sin’ z cos” z[Q,(sin z) — Q1(cos z)] = a(sinz — cos z)sin z cos z. (2)
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Posto jednakost (2) vaZi za svaki realan broj z, a funkcije sinz, cosz i Qi(t) su
neprekidne, to i jednakost

sin :cuazEQl(siﬁz_) — Qi(cosz)] = a(sinz — cos z) (3)

vaii za svaki realan broj z Iz jednakosti (3) za z = 0 dobijamo a = 0, pa kako je
a4+c=0,tojeiec=0. Prema tome, P(t) = Q:(t)(t* — t?) + d, a iz jednakosti
(3) sledi da za svaki realan broj z vaii Q1 (sinz) = Qz(cos z). Tvrdenje zadatka se
dalje lako dokazuje matematitkom indukeijom po stepenu polinoma P.

e 85.3-4.3. Na osnovu sinusne teoreme dobi-
P Jjamo
G .
AB = 2rsinv,
BC = 2rsina,
CA=2rsinp,
8 gde je r polupreénik opisanog kruga trougla ABC.
A Dalje je (s1.178.)
R LABP = /ZABC + LCBP

pa sledi AP = 2rsin (ﬁ+ %) Analogno dobijamo BQ = 2rsin ('7 -+ g).CE =

2rain(a+ 1). Dalje je B+ 7 < 7, pa sledi

2
C—‘4-;ﬁ=r(sinﬁ+sin1)=2ruing-¥mﬁ—g—lcﬁrmﬁ%
e (B=% %Y .(ﬁ—-r a+B+71\_ ( e _
...2rsm( 7 -|--2 = 2rsin 7 + 5 = 2rsin ﬂ+2 = AP.
Analogno dokazujemo
AB+ BC BC+CA

2 (BQ, —-2—<CR

Sabirajuéi ove tri nejednakosti dobijamo AB + BC + CA< AP + BQ + CR.

85.3-4.4. Neka su m; i M; redom najmanji i najveéi broj u i-toj koloni i
neka je

m=1:§1%xnnn. M:lg}gnM;.
Razmotrimo sledeéa dva slucaja

a) m < M. Tada svaka kolona sadrii svaki od brojeva m, m + | e 2
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b)m> M. Nekajem; =miM; =M, gdejei#j ij€{1,2,...,n}. Neka
je dalje k proizvoljan broj iz skupa {1,2,...,n}, a ay; i a;; brojevi koji se nalaze
u preseku k-te vrste redom sa i~tom i j-tom kolonom. Tada je

e 2m=m>M=M; > a;.

Prema tome, u k-toj vrsti se izmedu brojeva ag; i ai; nalazi broj M + 1, tj. taj
broj je sadrZan u svakoj vrsti.

85.MO.1. Nekajek = max{|S;|,|S:],...,|Sn|} i neka je, na primer, |S;| = k.
Ako je S; = {a;,4a2,...,a;}, onda iz uslova a) sledi

I.ESM nS.an"'nSa.!

a iz uslova b) sledi da su brojevi |S,, |,|Sa,, . . -, |Sa, | medusobno razli¢iti. Kako ti
brojevi pripadaju skupu {1,2,...,k}, to je jedan od njih jednak 1.

85.MO.2. Neka je F tatka, takva da je ABFE pravougaonik. Razmotrimo
sledede sluéajeve:

a) ZBAD < 90°, sl.179.

b) ZBAD > 90°, tacka E je unutar paralelograma ABCD, s1.180.

¢) £BAD > 90°, tatka E je van paralelograma ABCD, sl.181.

E F

o
(g}

S1. 179.

U svakom od ovih sluéajeva vazi

Q
]

ZEAD = LFBC

(uglovi sa paralelnim kracima) i B
AE = BF, AD = BC. A

Zato je AADE = ABCF, pa sledi

ZAED = £BFC. Sl. 181. E F

Kako je ZBCE = £BFE = 90°, to tatke B,C, E, F pripadaju krugu sa preénikom
BE. U sluéajevima a) i ¢) ZBEC i ZBFC su periferijski uglovi nad istim lukom
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tog kruga, a u sluéaju b) ti uglovi su periferijski nad komplementarnim lucima.
Zato u sludajevima a) i ¢) vaii ZBEC = {BFC = LAED, a u slutaju b) vaii
LBEC + LAED = L(BEC + /BFC = 180°.

85.M0.3. Lako se dokazuje da je nejednakost
2(a? + b* +c* + d® + ab+ ad + be + cd) > (a+ b+ ¢ + d)°

tacna, jer je ekvivalentna nejednakosti (a — c)? + (b — d)?> > 0 i da za pozitivne
brojeve z i y vazi 1/(zy) > [2/(z + y)]*>. Na osnovu toga dobijamo

£ . b 4+ d _a(d+a)+clbtc)  blatb)+d(c+d)
b+c c+d d4a a+b (b+c)(d+a) (c+d)(a+b)
4(a® + 62+ c? + d* + ab+ ad 4 be + cd)
> >2.
= (a+b+c+d)? =

Jednakost vaZi ako i samo akojea=cib=d.

86.1.1. Primetimo da za proizvoljan prirodan broj n vaii
n?4+n?=2n% (n- 1)’+(ﬂ-{-1)2 =2n+2.

Zato je dovoljno dokazati da postoji beskonaéno mnogo prirodnih brojeva n, takvih
da za neke cele brojeve a i b vaii: (n—a)?+(n—b)? = 2n?+1, odnosno 2n(a—?b) =
a? + b? — 1. Ako za proizvoljan prirodan broj b uzmemoa=b+1in=25b(b+1),
vadide te relacije.

86.1.2. Pretpostavimo da je AB > AC. Tada je AC+ BD < AB+ BD <
AC + CD, pa je BD < CD, sl.182. Medutim, iz AB > AC sledi i ZDBC <
LABC < LACB < /DCB, odakle je SD < BD. Kontradikcija. A

Sl. 182.

86.1.3. Neka je E tatka sa one strane prave BC sa koje nije A, takva da
_je trougao _BCE jednakostraniéan, sl.183. Kako je ZCAD = ZECA = 100° i
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AD = BC = EC, to je &etvorougaoDEC A jednakokraki trapez. Zato je ZEDB =
80° = ZEBD, pa je EB = ED. Dakle, tatka E je centar kruga opisanog oko

trougla BCD. Odatle sledi ZBCD = %[BED = %20“ = 10°. Uglovi trougla’
ADC su 100°, 30° i 50°.

86.1.4. Obojimo polja datog kvadrata crno-belo kao na sahovskoj tabli, tako
da su ugaona polja crna. Tada ukupno ima 13 crnih i 12 belih polja. Pri svakom
pomeranju Zetona na susedno polje menja se boja polja na kojem se on nalazi. Zato

- se pri povlatenju svakog dozvoljenog poteza ne menja parnost broja Zetona koji sg
nalaze, kako na belim, tako i na crnim poljima. Odatle zaklju¢ujemo da se svih 25
jetona ne mogu naci ni na jednom belom polju.

Dokaiimo da se svi Zetoni mogu naéi na bilo kom crnom polju. Najpre, svi
zetoni se mogu dovesti na centralno polje na sledeci naéin: svakim potezom neka
dva Zetona koji su rasporedeni simetriéno u odnosu na centar kvadrata premestaju
se na polja blize centru koja su takode simetri¢na u odnosu na centar (polje je
blize centru, ako se iz njega do centralnog polja moze sti¢i sa manjim brojem
premestanja). ' §

25 F—— 23 —_— 22 S, 20
] 210 211 L)1
—n s e ..._) 0 — 0 — e — 0
24|11 22] 3 0|25
Sl. 184.

Da bismo dokazali da se svi Zetoni mogu premestiti na proizvoljno crno polje,
dovoljno je dokazati da se svih 25 Zetona sa nekog crnog polja mogu premestiti
dozvoljenim potezima na crno polje koje sa prethodnim ima zajednicko teme. To
se postiZe, na primer, potezima prikazanim na sl. 184.

86.2.1. Iz pretpostavke 2z + z = 3y” + y sledi
z? =::-y+3::2—3y"’ =(z - y)(3z+3y+1),
y! =.'c—‘t,r+'2::2—'.?_e,.r2 =(z—y)2z+2y+1).

Kako su brojevi 3z + 3y + 1 =3(z+y)+ 1i 2z + 2y + 1 = 2(z + y) + 1 uzajamno
prosti, to odatle dobijamo da je

z—y=NZD(z% %) = [NZD(z,y)]*.

Koristeci ponovo navedene izraze za z? i y* izvodimo da su i brojevi 3z + 3y + 1 i
2z + 2y + 1 potpuni kvadrati.
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86.2.2. Primetimo najpre da za proizvoljne pozitivne brojeve z i y vaii

3

. 2+ z+y
nejednakost p propesrare I
z = y. Zaista ta nejednakost se moze transformisati u ekvivalentnu nejednakost

2(z + y)(z — y)* > 0. S druge strane, lako se proverava da vaii
a® - [ 3 e
a?+ab+b? b2 4bc+c?  c?+ca+a?
_ b " 2 o a®
T al+ab+b2 " B 4be+ce? 2+ca+a?
Na osnovu ovog identiteta i navedene nejednakosti dobijamo
a® + 53 + P .
a+ab+b?  b24bc+c?  c?+ca+a?
_1f &+b 5 b+ 4 & +ad® )
“3\a?4+ab+b? " B24be+c? " 2 +ca+a’
1/a4+b b+c c+a _a+b+c
( 3 T3 t73 )" 3

Jednakost vaZi ako i samo akojea=b=c.

, pri éemu jednakost vaZi ako i samo ako je

pr 3=
=2

86.2.3. Neka je O centar datog kruga,
P srediste stranice CA, @ podnoZje visine
iz temena C trougla ABC i S presek pravih
BP i CQ, sl.185. Prave CQ i A1 B su pa-
ralelne, jer su obe normalne na AB. Odatle
sledi

A Ay PS _PC _ AP
SB~ CA,  AB
To znaéi da je prava AS simetrala unutras-
njeg ugla kod temena A trougla ABP, sto
S1. 185 je i trebalo dokazati.

86.2.4. Neka su to brojevi aj, a2,a3;a4,as i neka je 0 < a; < a3 < a3 <
a4 < as. Pretpostavimo, suprotno tvrdenju zadatka, da su za proizvoljna dva od
tih brojeva njihov zbir ili modul razlike jednaki nekom od datih brojeva. Kako
za svako i € {1,2,3,4)} vaii as + a; > as, to mora biti as — a; € {a1, a2, a3, as}.
TaZnije, vadi as — a; = aq i as — az = as. Brojevi a4 + a3 i aq + a3 su veci od
as + a; = as, pa brojevi a4 — a2 i a4 — a3 pripadaju skupu {a;,az,a3}. Medutim
vaZi

ay — a3 < aq — a3 = (as — a;) — (a5 — ag) = a3 — a; < a3,

pa je a4 — az = ag, 5to je kontradikcija.

86.3-4.1. [z uslova a) sledi da za sve realne brojeve z,y vaii

flz+f)=flz+y)+1=fly+z)+1=fly+ f(2)). (1)
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Na osnovu b) funkeija f je injektivna, pa na osnovu (1) sledi z + f(y) = y + f(z).
Specijalno, stavljajuéi y = 0, dobijamo da za svaki realan broj z vazi f(z) =
z + f(0). Ponovo koristeéi uslov a) dobijamo z + f(y) + f(0) =z +y+ f(0) + 1,
odnosno f(y) = y + 1 za svaki realan broj y. Jasno je da ta funkcija zadovoljava
oba uslova zadatka.

86.3-4.2. Ako je z; + Z2+ -+ zn = 0, onda iz date relacije sledi z; = z3 =
cov = 2z, = 0. Pretpostavimo da je z; + z2+ ---+ z, > 0. (Sluéaj z; + z3 +
.-+ 4z, < 0 razmatra se analogno.) Dokaimo da je z; > 0zasvei=1,2,...,n.
Pretpostavimo, suprotno, da je, na primer, z, < 0. Primenjujuci nejednakost
izmedu aritmeticke i kvadratne sredine dobijamo

(Z1 4 +2a)? < (@1 4+ 2a-1)]
< (-] +--+2h) < (=] +-- +27),

Sto je suprotno datoj relaciji. Dobijena kontradikeija dokazuje tvrdenje zadatka.

86.3-4.3. Neka su K,L,M,N, redom, sredista stranica AB,BC,CD, DA
tetivnog cetvorougla ABCD i neka je S presek dijagonala paralelograma KLM N,
sl.186. Oznaéimo sa A', B',C’, I, redom, tacke simetriéne tackama A, B,C,D u
odnosu na tatku S. Tada su prave CD i C'D’ paraleine, a tatka K je simetricna
sredistu M duZi CD u odnosu na S, pa se poklapa sa sredistem duzi C'D’. Zato je
prava koja sadrii tacku K, a normalna je na CD ujedno simetrala duzi C'D'. Sliéno
su i ostale tri normale simetrale odgovarajuéih stranica cetvorougla A'B'C'D'.
Kako je taj &etvorougao tetivni (jer je simetri¢an tetivnom Eetvorouglu ABCD),
to se te Zetirl normale séku u sredidtn kruga koji je oko njega opisan.

112|314 8| 6|7 8
slro|1r| 12113141516
17|18|19|20|21|22| 23|24
25\26\27|28 29|30 |37 |32
33134\ 35|36 | 37| 38 | 29|40|
4142 |43| 44| 45|46 |47|48
49|50|51|52|53| 54| 55|56
57| 58| 59| 60|6762]63]64|
Sl. 186. Sl. 187.

86.3-4.4. Na sl.187. su brojevi 1,2,..., 64 upisani u polja date tablice tako
da razlika brojeva upisanih u ma koja dva susedna polja nije vea od 9. To znadi
dajek <9

Dokazimo da je k = 9. Ma kako upisali date brojeve u polja tablice, od polja
sa brojem 1 do polja sa brojem 64 moze da se stigne u najvise 7 koraka, pri éemu
se u svakom koraku prelazi na susedno polje. Kako je (64 — 1)/7 = 9, to postoje
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dva susedna polja, takva da razlika u njih upisanih brojeva nije manja od 9. Odatle
sledi da je k > 8, daklei k = 9.

87.1.1. Elementarnim transformacijama i primenom nejednakosti izmedu a-
ritmeticke i geometrijske sredine dobijamo
e+ b+ 3@ +b)—avb-bva= ";"(a+b+%)—sf:b(ﬁ+v’5)

> Ja_b(u+b.+%—ﬁ-\/5)=\/;[(\/5— %):(v‘"— %)’]z 0.

87.1.2. Neka je P povrdina trougla ABC. Iz uslova zadatka sledi a > b > A,
i 2P = ahq = bhy < ab. Zato je %(a-a).:a-b,od.mesledih.-h.<a-a,
tj-b+hl<ﬂ+h.-

87.1.3. Nekajez = k+a, gde k € {1,2,...,n -1}, 0 < a < 1. Datu
jednaginu moZemo zapisati u obliku k? + 2ka = [k? + 2ka + 7). Broj z = k+ a,
gde je k fiksiran broj i 0 < & < 1, jeste redenje te jednatine ako i samo ako je 2ka
ceo broj, tj. ako i samo ako

1 2 2k -1
aE{ﬂ,a—k, ﬁ”—ﬁ_}
Prema tome, broj redenja u intervalu [k, k + 1) jednak je 2k. Kako je z = n redenje,
to je traeni broj jednak
1+21 42+ +Mm=1))]=1+(n-1n=n*-n+1.

87.1.4. Ako se promeni jedan broj u temenu, menjaju se i tri broja na
stranama kocke, a zbir se menja za +8, +4,0,—4 ili —8, dakle za broj koji je deljiv
sa 4. Ako su sva temena oznaZena jedinicama, onda je zbir svih 14 dobijenih bro-
jeva jednak 14. Dalje sledi da zbir uvek pri deljenju sa 4 daje ostatak 2, pa ne moZe
biti jednak ni 7, ni 0. .

87.2.1. Pretpostavimo da postoji konaZno mnogo prostih brojeva koji mogu
biti Zinioci brojeva.oblika z2 + z + 1, gde je z ceo broj i neka su py, p3, ..., Pa 8Vi
takvi brojevi. To je kontradikeija jer broj (p1p2...Pn)? + P1P2 - - - Pn + 1 nije deljiv
nijednim od brojeva p1,p2;...,Pn-

87.2.2. Neka je X preseéna tatka duii MN i AC, a Y preseéna tacka duii .
MN i BD i neka je, na primer, ZBAD < 90°, sl.188. (Analogno se razmatra
sluéaj ZBAD > 90°. Ako je ZBAD =90°,onda je M = D i N = B, pa tvrdenje
ofigledno vaii.) Tada je

MX _ Psuc _ AM -ACsinLMAC _ AM sin(90° + £BAC)
XN ~ Panc AC-NCsinZACN =~ NCsin(90° + ZACD)'
MY _ Pgup _ DM -DBsin ZMBD
YN ~ Pgnp BN - -BDsinZDBN _

_ DM sin(90° — £BDC) _ DM sin(90° + £ZBAC)

~ BN sin(90° — ZABD) =~ BN sin(90° + ZACD)’

(1)

(2



226 SAVEZNA TAKMICENIA 87.2.3
jer je ZBAC = £BDC i LACD = ZABD. Trouglovi BCN i DAM su slini, jer
je

£BCN = 360° —90° — ZDCB = 270° — (180° — £BAD)
=90°+ LBAD = LMAD,
ZCNB = ZAMD (uglovi sa paralelnim kracima).

Zato je
NC_AM . AM _ DM "
BN-DM' 9 NCT BN
MX MY

Iz (1), (2) i (3) sledi —

N,tj tatke X i Y dele duf M N u istom odnosu.
Zatoje X =Y.

XN_Y

gl 188. Sl. 189.

87.2.3. Neka je ABCD tangentni Zetvorougao i neka su M, N, P, Q redom
dodirne ta¢ke upisanog kruga sa stranicama AB, BC,CD, DA. Neka upisani krug
trougla ABC dodiruje stranicé AB, BC, CA redom u tackama R, S, X i neka upisani
krug trougla AC D dodiruje stranice AC, CD, DA redom u tatkama X, T, U, s1.189.

a) Kako je ABCD tangentri &etvorougao, to je AB + CD = BC + AD, pa
sledi

XXy = [AX — AX;| = AB+A;,‘—BC_AC+A29-CD
= 1|aB+cD-BC- AD| =0,

b2

tj. tatke X i X se poklapaju
b) Kako je BR = BSi BM = BN, to je RS || MN. Analogno je UT || QP.
Kako je AR = AX = AU i AM = AQ, to je QM || UR. Analogno je PN || TS.
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Poéto je Zetvorougao M N PQ tetivni, to mu je zbir naspramnih uglova jednak
180°, a kako éetvorougao RSTU ima paralelne stranice sa stranicama éetvorougla
M N PQ, to je i kod &etvorougla RSTU zbir naspramnih uglova jednak 180°. Zato
je RSTU tetivni éetvorougao.

87.2.4. Neka je P(z) = Q(z)R(z), gde su Q(z) i R(z) polinomi sa celim
koeficijentima, pri éemu je stepen polinoma R(z) manji od éetiri. Tada i polinom
R(z) u svakoj od uoZenih sedam taiaka prima vrednosti iz skupa {—1,1}, pa u
¢etiri od tih tacaka prima istu vrednost, na primer 1. No, tada polinom R(z) — 1
ima Zetiri realne nule, pa sledi R(z) = 1.

87.3-4.1. Kako za pozitivan broj z vazi

1+1+l+1+:25{&',

44z=5 5

toje (4+a1)(4+a2) - (4+an) > 5" Yaraz -~ - a, = 5". Jednakost vazi ako i samo
BkOjEd.l =ay=:-"=a, = 1.

87.3-4.2. a) Akom |az — 1, onda za y = z dobijamo

*z —a =a(az - 1),

2

a’y-a=a
ay? - y=az? -z = z(az - 1),
pasledim|a’y—aim|ay® -y.

b) Ako m | a, onda tvrdenje vaii za y = m.

¢) Ako je @ = kmy, az — 1 = Imy i m = m;m,, gde su k, I, m;, m; celi brojevi
imy; > 1, my > 1, onda su uzajamno prosti sledeéi parovi brojeva: a i my, my i
my, am; i my. Zato postoje celi brojevi r 1 s, takvi da vaii ram; — 1 = sm4. Neka
je y = rm,. Tada je

a’y - a = a(ay — 1) = kmy(arm, — 1) = ksmym; = ksm,
ay’ ~ y = y(ay — 1) = rmy(arm; — 1) = rsmymy = rsm.

87.3-4.3. Neka je ABCD tetraedar
maksimalne zapremine &ija su temena neke
getiri od datih tafaka. Neka je T teiiste te-
traedra ABCD i A;BchDl tetraedar ho-
motetican tetraedru ABCD u odnosu na
centar homotetije T i sa koeficijentom ho-
moteticnosti £ = -3, s1.190. Primetimo
da teZiste tetraedra deli svaku tefisnu duz
tetraedra na dva dela, tako da je deo od
temena do teZidta tri puta duii od dela od
teZiSta tetraedra do tefiita naspramne stra-
ne. Zato su tacke A, B,C, D teiista strana
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tetraedra A;B;C,D,. Zapremina tetraedra A,B,CyD, je 27 puta veéa od zapre-
mine tetraedra ABCD. Dokazimo da tetraedar A; B,C;D, sadrii sve date tadke.
Dovoljno je dokazati da se nikoje dve od datih taiaka ne nalaze sa raznih strana neke
od ravni A, B,Cy, BiC1Dy, C1 DAy, D, A, B,. Pretpostavimo suprotno. Neka se,
na primer, tacke B i E nalaze sa raznih strana ravni B,C)D,. Tada je visina te-
traedra EBCD iz temena E veéa od visine tetraedra ABCD iz temena A, pa kako
ta dva tetraedra imaju zajedniéku osnovu BCD, to je zapremina tetraedra EBCD
veda od zapremine tetraedra ABCD. Kontradikeija.

87.3-4.4. Oznaéimo sa z, broj parova 00 u nizu

fra)=£(f...(Q@)...).

n puta

S obzirom da vaZe sledede jednakosti

f(1) =01,
£2(1) = 1001,
£3(1) = 01101001,
£4(1) = 1001011001101001,
£5(1) = 01101001100101101001011001101001,

to neposredno dobijamo z; =0, z3 =1, z3 = 1, z4 = 3, zs = 5. Dalje primetimo
da vaie sledeéa tvrdenja (koja se jednostavno dokazuju matematickom indukcijom):

a) Niz f*(1) sadrii 2* &lanova.

b) Druga polovina niza f*+!(1) jednaka je nizu f*(1).

¢) Niz f""(l) je simetri¢an (prvi ¢lan jednak je poslednjem, drugi pretposled-
njem itd.), a dva centralna élana su 00.

d) Prva polovina niza f2#+!(1) dobija se iz druge (ili iz niza f2#(1)) kada se
svaka nula zameni jedinicom, a svaka jedinica nulom. Zato taj niz sadrii jednak
broj parova 00 i 11.

e) Broj parova 11 u nizu f?%(1) za jedan je manji od broja parova 00 u tom
nizu.

Iz navedenih osobina sledi da za svaki prirodan broj k vafi z3; = 22331 +11i
Tkl = 2:3* o l, pa dalje sledi

. zh:hh_g-!'l=2233“-3—2+1=283h-3+4-2+1
=”.=2h—lzl+(2h—2_23ﬂ-3+___+23_2+1}
{ 1-(=2)*-! B 9m-1 41
T == O @ et
141 22" — 1
Ton41 =2 3 -1= yaa
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87.MO.1. Primetimo da za svako n > 1 vaii
Tnt41 = AZp — zn-1) (mod 7). (1)

Ako za neki indeks k vaii 7 | z141, onda iz relacije (1) redomzan=4Fk n=k -1,
n = k — 2 dobijamo ’

Tlze =21, 72— —221_2, T|zs-s.
Nastavljajuéi ovaj postupak dobijamo da je taéno bar jedno od sledeéa Zetiri tvr-
denja
Tla, 7|6 Tla-=0b 7|2a-28.

Lako je videti da je u svakom od tih sluZajeva beskonaéno mnogo ¢lanova datog
niza deljivo sa 7.
Napomena: Moie se dokazati da za svako n € {0,1,2,...} vaii

- a[l—s(g) +a=(:) g --.]+(a_a)[(;‘) - 3(;) +a=(';) % ]
= 32“”&3? + (b= a)2™?sin %,

odakle lako sledi veé dobijeni rezultat.

87.MO.2. Funkeiji oblika f(z) = %, gde su a i b realni brojevi,
pridruzimo kompleksan broj z = a + ib. Primetimo da ako je fy(z) = —Hﬂ
=0 !

agX + b2

fa(z) = -

, onda je

(@182 = biba)z + (a1bz + azby)
—(@1b2 + azby)z + (aya3 — bybsy)”

fio fa(z) = fi(fa(2)) =

Prema tome, ako su funkcijama f; i f, pridruzeni kompleksni brojevi z; i z7, onda
Je funkciji fi o f2 pridruzen kompleksan broj z;z5. Kako je

£ 1 T 1 : 1
cos%: §(1+cosz)=§\f2+\/‘.—!, sm%:i 2 -2,
ol
8
FU(.-(f(2))...) = frogr(z)
\—\,-——J

1987 puta

to je datoj funkeiji f pridruzen broj z = cos — + isin % Zato je funkeiji
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1987
pridruien kompleksan broj (m% + isin %) = c:mia1£ + isin 38—' Lako se
dokazuje da je

oos%:cos(-z+-;—)=%\}2—v@. sin'%:% 2+\/§.

Na osnovu toga konaéno dobijamo

P V2-V2z+V2+ /2
e V2 2z +V2-V2

b 87.MO.3. Pretpostavimo da za ravni
a a, B1 v vaii

by
8 aCa,bCB,eCh,

A alB,fly,vla.

Qe 0 Neka su A, i B; razlifite taike prave ¢, a;
1 By 4
; i b; prave odredene uslovima

Ay €y [|a, By ebh "b,
Sl. 191. a ay i 3 ravni odredene uslovima
Ar€a||la, Bi€f| B,

s1.191. Tada su ravni ay, 8;,v, medusobno normalne, a za zajedniéku taéku O, tih
ravni vagi:

a) Taéka O, pripada sferi S sa preénikom A, B,.

b) Tatka O, pripada ravnima 7y i 73 za koje vadi A, € 7y L by, By € 73 L a;.

Ravni a, B i 7 za koje vaie dati uslovi (samim tim i njihovu 2ajednicku tacku)
konstruisemo na sledeéi naéin: Prvo konstruifemo prave a, i b; koje sadrie redom
proizvoljno izabrane tatke A, i B, prave c, tako da vaii A, €a; ||ai By €b, || b,
a zatim ravni 7; 1 wp tako da vaii A € my L b, i By € 73 L a;. Neka je prava
n presek ravni x; i 73, a S sfera sa preénikom A, B,. Oznaéimo sa O, zajedniéku
tacku prave n i sfere S, sa a;, £ i 71 ravni za koje vaii

aaCoy, enlm, HLCH, bhim, O1€7, cCr,
sa p presek ravni a; i §; isa A, B i P redom proizvoljne taike pravih a, b i p. Neka
su @ 1 § ravni koje se dobijaju translacijom ravni a; i §; redom za vektore m i

ﬂ. Tada su @, B i 7 ravni za koje vaie uslovi zadatka.

Dokaz: Prema konstrukciji vaii a C a, b C f, ¢ C 4. Kako taéka O, pripada
sferi S sa pre¢nikom A, B,, to je B;0; L 0,4,, a kako prava B,0; pripada ravni
73, to je B1O; L a;. Prema tome, vaii B,0; L a), a poito B0, C B, to je
B L ay. Zatojeia L B. Kako je BiO, L a; i p C ay, to je BO, L PO,.
Analogno dobijamo A;0, L PO,. Prema tome, prava p je normalna na prave
A,0, 1 B,O, ravni v, pa je p L 7. Konaéno, zbog p C a, i p C £, sledi a; L v,
A Ly, pavaiiialy, f17.

Zadatak ima dva ili jedno redenje u zavisnosti od toga da li prava n i sfera S
imaju dve ili jednu zajedniéku taéku.
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88.1.1. Kakoje [n/1] = n, [n/n] =1i[(n-1)/1} = n—-1, to iz date jednakosti

= =)

S obzirom da za svako k € {2,3,...,n — 1} vadi [n/k] > [(n — 1)/k], to za sve
takve k vaii [n/k] = [(n — 1)/k]. Ako bi n bio slofen broj, onda bi za neko
k € {2,3,...,n =1} broj n/k bio ceo, pa bi vatilo [n/k] > [(n — 1)/k] = [n/k] - 1.
Dakle, n mora biti prost broj.

88.1.2. Nekasu D, E i F, redom,
¢ preseéne taike visine, simetrale ugla i te-
fidne dufi iz temena C sa stranicom AB
trougla ABC i neka je G presek simetrale
ugla BCA i kruga opisanog oko tog trougla,
. 8l.192. Tada tatka G pripada i simetrali
A B dusi AB. Po pretpostavci je

LACD = LDCE
= ZECF = LFCB.
Dalje, iz CD || FG sledi
S1. 192. G LFCG = LDCE = LCGF,

pa je trougao CGF jednakokrak i tatka F pripada simetrali duzi CG. Kako je ona
srediste duii AB, to sledi da je F centar kruga opisanog oko trougla ABC. Dakle,
£LBCA=90° LCAB = £(DCB = 67°30' i ZABC = 22°30'. :

88.1.3. Oznatimo sa Q figuru T\ (RU S) koja je unija pet trouglova. Od
tih trouglova mogu se sastaviti tri trougla koji su sli¢ni trouglu 7. Ozna&imo sa a,
b i ¢ visine tih trouglova. Tada je a + b + ¢ visina trougla T'. Zato je

Pn+P§_1_£g__l a? 46+ abt+bctca 2
Pr " PrT (a+b+c)P?  “(atb+c)? ¥

pti éemu jednakost vaii ako | samo ako je a = b = ¢. Dakle, traiena maksimalna
vrednost je 2/3. (Koristili smo nejednakost 3(ab + be + ca) < (a + b + ¢)? koja je
ekvivalentna sa (a — b)? + (b—¢)* + (¢ — a)? > 0.)

88.1.4. Pretpostavimo da je opisani raspored sedenja moguéan. Numeriimo
ljude redom brojevimo 1,2,...,54. Neka su z; i i, gde je zi < i, redni brojevi
zemljaka, za k= 1,2,...,27. Tada za svako k vaii yp — 2 = 10 ili yp — 24 = 44.
Oznaéimo

z=p+22++2m Yy=nt+pto-tunrn
Tada za neke cele brojeve pi g vadi y — z = 10p+ 44q i
y+z=142+---+54=27-55.

Odatle sledi 2y = 10p+ 44¢ + 27 - 55, to nije moguéno, jer je y + z paran, a 27-55
neparan broj. Dobijena kontradikcija dokazuje tvrdenje zadatka.
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88.2.1. Prave OP,0Q,
OR su redom simetrale strani-
ca AB,BC,CA trougla ABC.
Neka je S tacka odredena sa

=(_J_I-5+(_)a

= ZBCA, s1.193. Tada
je ugao izmedu pravih OQ i
CP jednak x/2—+/2, pazbog
PS || 0Q, vadi ZCPS = x/2—
v/2.20R LCAiIO0Q 1L BC
sledi da je ZQOR =7 — v, pa
iz SX || OR i PS || OQ sledi
LXSP = v. Kako je XS = SI. 193.
OR=0Q=SP,toje trougao
X SP jednakokrak, pa je ZXPS = x/2 — v/2 = ZCPS. Dakle, tacka X pnpa.da
simetrali CP ugla BCA. Sliéno se dokazuje da ona pripada simetrali druga dva
ugla trougla ABC.

88.2.2. Dokazademo da je funkcija f injektivna za svaki neparan prirodan
broj n. Pretpostavimo da za neka dva racionalna broja z i y vaii f(z) = f(y), pri
temujez=a/b,y=c/d, (a,b)=1,(c,d)=1ib>0,d>0. Tada je

ad®(@" ! — 26"1) = B"e(c ! = 247 7Y). (1)

Kako su a i b uzajamno prosti brojevi, to su a®~! — 26"~! i b uzajamno prosti, pa
iz (1) sledi b™ | d*. Sliéno se dokazuje i d" | ", pa je " = d" i b = d. Jednakost
(1) se svodi na

a"—c" =2""Y(a—-c). (2)

Pretpostavimo da je z # y. Tada je i a # ¢, pa (2) postaje
a® '4a" T+ =L (3)

Na levoj strani jednakosti (3) ima neparno mnogo sabiraka, pa se lako dokazuje da
oba broja a i ¢ moraju biti parni. No, onda i b mora biti paran broj, to je suprotno
pretpostavci (a,b) = 1. Znaéi, vadi @ = ¢ i z = y, pa je funkcija f injektivna.

88.2.3. Pretpostavimo da nijedan od skupova A, A»,..., A19ss nije ,dobar®.
Tada za svako i € {1,2,...,1988} svaka od jednaéina

z-y=1, z—-y=2, ..., z-—y=1988

ima konaéno mnogo resenja (z,y), takvih da z,y € A;. Neka je yo maksimalno y
koje se pojavljuje u nekom od tih resenja. Medu 1989 brojeva yo +1, w0 + 2, ...,
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vo + 1989 postoje dva koja pripadaju istom podskupu A;. Neka su to yo+kiyo+1{,
pri éemu je k < [. Tada je

(o+0)—(+k)=1—k i 1<I-k<1988,

§to je kontradikcija sa izborom broja yo.

Aj 88.2.4. Neka unutar konveksnog poli-
gona A1 A; ... Ay, postoje taike B i C, tako
da kroz svaku od njih prolazi po n njegovih

AK  gdijagonala. Medu svim dijagonalama koje

B / prolaze bilo kroz B, bilo kroz C, izaberi-

mo onu koja sa pravom BC gradi najmanji

c ugao razliéit od nule. Ozna&imo taj ugao

sa . Neka je to dijagonala A;A;; neka

ona prolazi kroz B i neka je, na primer,

LA;BC = p, sl.194. S obzirom da kroz

Aj Sl. 194. taéku C prolazi n razli¢itih dijagonala 2n—

tougla, to iz svakog temena polazi jedna di-

jagonala koja prolazi kroz C. Neka je A;A; dijagonala koja sadrzi C. Jasno je da
je k # j. Takode je

¢ =4AjBC = LBA;C + £A;CB > £A;CB,

pa dijagonala A;-A. (koja sadrii C) gradi sa pravom BC ugao manji od ¢. Ova
kontradikeija dokazuje da tacke B i C sa pomenutim osobinama ne mogu da postoje.

~ 88.3-4.1. Pretpostavimo najpre dajec=0ia >d. Nekasuz; iz prirodni
brojevi, takvi da je z; < z;. Tada je z2 — ) > 1, pa je

ara+b azy+b _

%
d d d

(z2—z1) 21,

8to znaéi da je f(z3) > f(z1). Dakle, funkeija f je injektivna.
Da bismo dokazali obrnuto, dokazimo da bilo koji od uslova

"1° ¢#0, 2° c¢=0,a<d,
povlaéi da funkcija f nije injektivna.
U sluéaju 1° rhoZemo pisati

be — ad

az+b _
clex+d)

cz+d

a
-+
c

Ako je afc = a ceo broj, onda ée se u jednom od intervala (o — 1,a)], [a,a + 1)

(u zavisnosti od znaka bc — ad) nalaziti svi brojevi a:: 7 %8 dovoljno veliko z. Za
cz
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sve takve z bi¢e f(z) = a — 1 (odnosno f(z) = a), pa funkcija f nije injektiv-
na. Slitno, ako a nije ceo broj i [a] = B, svi brojevi :: ": za dovoljno veliko 2
pripadae intervalu [8,8 + 1), pa ée za takve z biti f(z) = 8

b
U slugaju 2° oznatimo y, = an;- ,za n € Ng i izaberimo prirodan broj k

takav da je 3 <l1l- -:-;- Kako za n € Ng vadi yn41 —yn = %,mjem—m:kﬁ <
k—1. No, to znali da za neko i € {0,1,..., k—1} brojevi y; i ;41 pripadaju istom
intervalu oblika [a, a + 1) 2a neko a € No. Tada je f(i) = f(i+ 1), pa prema tome
ni u ovom sluéaju funkcija f nije injektivna. v

88.3-4.2. Neka je V vrh date n-
tostrane piramide i neka u nju upisana sfera
dodiruje osnovu u taéki S, a bogne strane u
tackama A;, A3, ..., An, s1.195. Prilikom
opisanih rotacija svaka od taiaka A;, Aj,
..., Apn prelazi u taZku 5. Kako je

VA =VA3=---=VA,,

to su sve slike vrtha V pri tim rotacijama
podjediiako udaljene od tatke S, teprips- ‘
daju jednom krugu.

88.3-4.3. Iz uslova zadatka sledi Sl. 195.
asas = ajs < )8 = G209 = 2“’ < 2“10 - 2“2’“5 = 4“’5'

Prema t.ome jeas = 3.

Dokazimo sada indukcijom da za svaki prirodan broj n > 3 vaii a, = n.
Pretpostavimo da to vaii za sve prirodne brojeve manje ili jednake n. Kako su
n — 1 i n uzajamno prosti, to iz date veze sledi Qn-1)n = Gn-18s = (n—=1)n. S
obzirom da je niz (a,) strogo rastuéi, to odatle odmah dobijamo da je o = k za
sve k za koje jen < k < (n—1)n, specijalnoi za k = n+1, éime je tvrdenje zadatka
dokazano.

88.3-4.4. Pretpostavimo da postoji mreia jednosmernih puteva medu gra-
dovima A, A3, ..., A (n > T7), tako da vaie uslovi a), b) i ¢). Ozna&imo sa A;A;
put sa poietkom A; i krajem A;, a skup svih puteva oznaéimo sa P. Za svako
k€ {1,2,...,n} neka je

By ={Ai| AtAi € P}, Ci={Aj|AjAL€P).

Ako za neko i vadi A; € By, onda iz uslova c) sledi da postoji tacno jedan grad 4;,

takav da vaZi A;A; € Pi AjA; € P, paza taj grad A; vaii A; € Cy. Prema t.ome
|Be| < |Ci| (| X | oznaéava broj elemenata skupa X .) Na. sli¢an naZin se koriééenjem
uslova b) dokazuje da je |Cy| < |Bi|. Prema tome, za svako k € {1,2,...,n} vadi
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|Bi| = |Ck|. Iz uslova a) sledi da je n = 14 |Bi|+|Ci| = 1+2| B/, tj. n je neparan
broj, n = 2r + 1, i za svako k € {1,2,...,n} vaii [Bi| = |Ci| = r.
Neka je sada ’

P ={(i,j) |i<j, AvAi € P, AcAj € P}.

Iz uslova c) sledi da za svaki par (i,j), i < j, postoji taino jedan broj k €
{1,2,...,n), takav da vaii (i,j) € Pi. Prema tome skupovi Py, Py, ..., Pyr41 8u
medusobno disjunktni i, na csnovu uslova a), njihova unija je istobrojna sa skupom
P. Kako je |Bx| = r, tj. kako se iz grada A, moie direktno stiéi u r'drugih gradova,

(r). Dalje je |P| = (21‘ + 1) , pa sledi

to ] =
o je | Pyl 9 9

(ir; 1) Pl = |Pil 4 1Psl 4 - + |Pras] = (2r + 1)(;)_

Iz poslednje jednakosti dobijamo r = 3, tj. n = 7, 5to je iskljuieno pretpostavkom
zadatka. (Za drzavu sa 7 gradova moie se konstruisati mreia puteva koja zadovo-
ljava uslove zadatka.)

89.1.1. Koristeéi jednakost z +y + z = 1 i nejednakost izmedu aritmeticke i
geometrijske sredine dobijamo

(1+1)(1+_l_)(1+1)= z+z+y+zy+z+yt+zrz+z+y+:
z y z z y z

> :Lu 4y zyz 4y zy?r 43/ zys? = 64.
F3

Jednakost vaii ako i samo akojez =y=2=1/3.

89.1.2. a) Pretpostavimo da su svi dati brojevi neparni. Primetimo da ako
je n neparan broj, tj. n = 2k + 1, onda je

n?Z4k(k+1)+1=1 (mod 8),
jer je bar jedan od brojeva k i k + 1 paran. Zato je ziggo =1 (mod 8) i
242l 4 42l =1989=5 (mod 8),
a to je kontradikcija.
b) Pretpostavimo da je taéno jedan od brojeva zy,23,...,Z1990 paran. Ako
je to z1990, onda je svaki od brojeva z;,z3,...,Z108e neparan, pa lako sledi da
je neparan i zbir njihovih kvadrata, &to je kontradikcija. Ako je neki od brojeva

Z3,Z3,...,Z19g0 paran, na primer z;, onda je paran broj z? jednak broju

2 2 2
Tigon — Tz — '~ Ti9am
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koji je oigledno neparan, éto je opet kontradikcija.
89.1.3. Neka je ABC trougao takav

¢ daje BC = a,CA = b, ZCAB = 3ZABC.
Tada je a > b. Oznaéimo sa D tatku na
b duzi BC, takvu da vazi
D 1
b LDAB = §£CAB = ZABC.
44 a<b
Q Tada je DA = DB, a kako je

" LCAD = 2/ABC
Sl. 196. = ZABC + /BAD = LADC,

tojeiCD=CA=0b. Zatoje DA=DB =a-b.
Konstrukcija: Konstruisemo trougao ADC tako daje CA=CD =bi AD =
a — b. Zatim na pravoj C'D konstruisemo taiku B, tako da je DB =a —b i da se
tatka B nalazi s one strane taike D sa koje nije tacka C. Trougao ABC je traZeni.
Dokaz i diskusiju prepustamo &itaocu.

89.1.4. Nekajea; = [Vk]—2,za k=1,2,3,.... Treba odrediti sve prirodne
brojeve n za koje vaii a; + az + - - + a, = 0. Primetimo da je

a.=-1 za 1<k<7,
ar=0 za 8< k<26
ar=1 za 27<k <63,
ar>2 za k> 64.

Zbir ay + a3 + - - - + ap jednak je nuli ako i samo ako je n = 26 4+ 7 = 33.
3

89.2.1. Kako tagke C i D pripadaju
polukrugu nad preénikom AB, to je

AD 1 BD, BC 1 AC.
Sl. 197. P

Zato je tatka F ortocentar trougla ABE,
sl.197. Prema tonle EF L AB. Kako je c
LCSD = 90°, to je LZCAD = 45°. Prema
tome trougao ACF je jednakokrako-pravo-
ugli, pa je AC = CF. Osim toga ZECF =
LBCA = 90° i ZEFC = £BAC (uglovi sa A s B
normalnim kracima). Prema tome, trouglovi ECF i BCA su podudarni, pa sledi
EF = AB.
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89.2.2. Dokasimo sledeéu lemu: Akojez > 1iy > 1, ondaje Vz—1+
Vy—1 < /zy. Pri tome jednakost vazi ako i samo ako je zy = z + y. Zaista, iz
tatne nejednakosti (vVz — 1,/y — I — 1) > 0 redom dobijamo

zy—z—y+2-2v/z-1/y-120,
zy>z—142yz—1Jy—1+y-1,
zy> (Ve —1+y-1)%
VZYU2 Vz-14++y—-1

Jednakost vaii ako i samo ako je vz — 1/y — 1 = 1, a ova jednakost je ekvivalentna
sa zy = z +y (pri uslovu z > 1, y > 1). Koristeéi dokazanu lemu dobijamo

Ny O oy (O oo 0 e 0 ey
=(ab+1)-1+Vec—1< e(ab+1)

Jednakost vazi ako i samo ako je ab=a+b i (ab+ 1)e = ab+ 1 + ¢, t). ako i samo
akojeabc—1=ab=a+b.

89.2.3. Neka je (z,y,z) trojka celih brojeva za koje vaii z¥ — 2¢ = 1. Lako
dobijamo da ne moze biti y <0 i da je za y = 1 svaka trojka

(2° +1,1,2), gde :=€{0,1,2,...}

redenje date jednaéine. Neka je y > 1. Tada je [z] > 1, z > 1, a osim toga z je
neparan broj i vazi

(2= +2" 442 +1) =20

Kako je z¥~1 4 z¥~2 + --- + z + 1 paran broj, to jey — 1 = 2k + 1, gde je k
nenegativan ceo broj, pa slech

(E-DE+D)E?+2 441 =2

Broj (z — 1)(z + 1) je stepen dvojke sa prirodnim eksponentom, ako i samo ako
z € {-3,3}. Za z = 3 dobijamo

gl‘ +gl'-1+.__+ 1 =2:-3’
2% — gl'-l-l -1= (3I:+| - l)[3k+1 + 1)‘

odakle sledi k = 0, y = 2, z = 3, tj. redenje je trojka (3,2,3). Zaz = -3 dobijamo
resenje (—3,2,3).
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Es E - 89.2.4. Kako su m i n uzajamno
D Cs ) X le prosti brojevi, to se pri deljenju brojeva
m,2m, ..., (n=1)m
sa n dobijaju svi ostaci i 2, ..., n—1.
Prema tome za neko
mn
PE(LSm=1)
R = F broj km + 1 deljiv je sa n, pa je i broj mn —
km In (km + 1) deljiv sa n, tj.
A By B B
Sl. 198. mn—1=km+in,

gde je { prirodan broj.

Uvedimo na Sahovskoj tabli pravougli koordinatni sistem, tako da su tacke
sa celim koordinatama temena polja te table. Kvadrat ABCD, gde je A(0,0),
B(mn,0), C(mn,mn), D(0,mn), sl.198, moZe se razbiti na pravougaonike dimen-
zije m x n ili n x m. Zato je zbir brojeva koji su zapisani unutar kvadrata ABCD
jednak nuli. Uvedimo sledeée oznake

By(mn - 1,0), B(km,0), Ci(mn-—1,mn), Ciy(km,mn).

Tada se svaki od pravougaonika AB;C2D i By B,C;C; moie razbiti na pravougao-
nike dimenzije m x n ili n x m. Zato je zbir svih brojeva koji su zapisani unutar
pravougaonika AB,C, D, jednak nuli, a to dalje znaéi da je zbir brojeva koji su
zapisani unutar pravougaonika By BCC) jednak nuli. Analogno dokazujemo da
isto svojstvo ima i pravougaonik FEE, Fy, gde je

F(mn,1), Fi(mn-1,1), E(ma,mn+1), E;(mn- l,ﬁn +1).

Prema tome, u poljima BFF, B, i CEE,C, je zapisan isti broj.

89.3-4.1. Neka je cetvorka (z,z2,z3,z4) pozitivnih brojeva resenje datog
sistema jednacina.

a) Pretpostavimo da su bar dva od brojeva z,,z,,z3, z4 jednaki 1. Posto se
svake dve promenljive pojavljuju istovremeno bar u jednoj od jednaéina, to lako
dobijamo da su i druge dve promenljive jednake 1. Resenje Je &etvorka (1,1,1,1).

b) Pretpostavimo da je taéno jedan od brojeva ry,z3,z3,z4 jednak 1. Neka
je, na primer, z; = 1. Ako je ;3 < 1, onda iz prve jednaine sledi z3 > 1, zatim
iz tree sledi z4 < 1 i na kraju iz cetvrte sledi z4 > 1, ito je kontradikcija. Ako je
z9 > 1, onda iz prve, trece i Eetvrte jednaéine redom dobijamo z3 < 1, z4 > 11
z3 < 1, §to je opet kontradikeija.

c) Pretpostavimo da nijedan od brojeva z,,z, z3, z4 nije jednak 1. Neka je,
na primer, z; < 1. Razmotrimo sledeéa Zetiri sluéaja:
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cl) z3 > 1, 23 > 1. Tada iz druge jednatine sledi z4 < 1, pa je
3=za+z§+=?<:§+=§+zl =z1+=§+z§=3,

éto je kontradikcija. .
c2) z3 > 1, 23 < 1. Iz treée jednatine sledi z4 > 1. Neka je z; = 1 — a,
zz=1+bz3=1-c,z4=1+d,gdeje0<a<l,0<e<1,b>0,d>0. Tada

Je

O=zy+z3+zi+zq+zi+zl—z,—23-2z}—23-22-2°
= (a® - 2a% + 2a) + (4% + 262 + 2b) + (c® — 2¢® + 2¢) + (d® + 24% + 2d) > 0,

(Jer je 2a > 2a? i 2¢ > 2¢?) sto je kontradikeija.
c3) z2 < 1, z3 > 1. Iz Cetvrte jednadine sledi z4 > 1. Dalje je

3=zy+zi+3<zi+zi o=z, +2d+23=3,

8to je kontradikcija.

cd) z3 < 1, z3 < 1. Tada je z; + z3 + 23 < 3 3to je kontradikcija.

Prema tome, jedino redenje datog sistema u skupu pozitivnih brojeva je éet-
vorka (1,1,1,1).

89.3-4.2.  Neka su z,,z3,...,%, sve razliite realne nule polinoma P(z),
a2, 73, ..., zm sve kompleksne nule polinoma P(z) sa pozitivnim imaginarnim
delom, pri éemu je svaka nula zapisana onoliko puta kolika je njena vifestrukost.
Poéto polinom P(z) ne menja znak na skupu realnih brojeva, to je visestrukost
svake realne nule paran broj. Zato je

P(z) =Qi(z)(z ~21) - (2 = ztm)(z = F1) - (2 — Fm)
= Q(z)(u + iv)(u — iv) = QI(z)(v? + v?) = (uQ1)? + (vQy)*.

89.3-4.3. Ako za uredenu trojku (A, B, C) vaie dati uslovi, onda se svaki od
elemenata 1,2,...,n nalazi u nekom od sledeéih Sest disjunktnih skupova:

AnBNC, AnBnC, AnBNC, ANBNC, ANBNC, ANBNC,

pri temu se bar jedan od tih elemenata nalazi u skupu AN BNC (X je oznaka za
komplement skupa X). Broj rasporeda n elemenata u 3est navedenih disjunktnih
skupova jednak je 6". Broj rasporeda kod kojih je AN BNC = @ je 5”. Zato je
traZeni broj jednak 6™ — 57,

89.3-4.4. Pretpostavimo da postoji prava koja sefe svaku od pravih AB,
CCy, A\D, i DBy, 81.199. Oznaéimo sa n tu pravu, sa M; njen presek sa pravom
Ay Dy, a sa M normalnu projekciju taike M; na ravan ABCD. Tada je prava n
zajednicka za ravni My AB, M,CC, i M, DB,, pa preseéne prave a = AB, b= MC
i ¢, redom, tih ravni sa ravni ABCD imaju zajedni¢ku tacku. Ta taéka je presek
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prave n i ravni ABC'D. Prava ¢ odredena je uslovima D € ¢, ¢ || M1 B, || M B, jer
su c i My B, preseci ravni M DB, sa paralelnim ravnima ABCD i A, B,C,D,.

D1 [~
M1 i 0 c
; B1
i M
: b c
- [ c
- P a
A B A B
S1. 199. sI.200. -
s

Medutim, lako je dokazati da prave a, bi ¢ nemaju zajedni¢ku tatku: Oznaéimo
sa P i Q redom preseke prave a sa pravama b i ¢. Ako je A — M — D, tj. ako je
tacka M izmedu taaka A i D, onda je P— A - @, sl. 200. Akoje A— D - M,
onda je Q—B—P. Akoje D— A— M, ondaje Q—A—P. Ako je M = D, onda je
allb,aakoje M = A ondajec=CD|| AB = a. Prema tome, ne postoji prava -
koja sece svaku od pravih AB, CC,, A;D,, DB,.
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