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PREDGOVOR

Savezna takmitenja iz matematike uenika srednjih skola odriavaju se ve
punih 30 godina - prvo je odriano u Beogradu 1960. godine. Ona su najvisi
stupanj takmicenja mladih matematitara Jugoslavije i kao takva najbolja smotra
njihovih moguénosti. Zadaci sa tih takmigenja dobar su pokazatelj razvoja sred-
njoskolske matematike u proteklom periodu i vaZan orijentir buduéim takmi¢arima
u njihovim pripremama. Ti zadaci su dosad sa ili bez resenja, objavljivani u
raznim publikacijama ali, koliko je nama poznato, nigde u potpunosti i sa kom-
pletnim resenjima. ObeleZavajuci tridesetogodianjicu Prvog saveznog takmicenja,
Drustvo matematiara SR Srbije ovom zbirkom popunjava tu prazninu. U zbirci
su delimiéno koriséeni materijali Sesnaeste sveske ove serije u kojoj se nalaze zadaci
sa takmicenja od 1970. do 1983. godine.

Od 1963. godine Jugoslavija redovno uéestvuje na Medunarodnim matema-
tickim olimpijadama. Na njima je predstavljena ekipom koja broji izmedu &etiri i
osam ¢lanova i koja se odreduje na osnovu rezultata Saveznog takmiéenja, a u nekim
godinama i na osnovu dodatnog kvalifikacionog takmiéenja. To takmitenje, popu-
larno nazvano ,mala olimpijada“, odrzavano je na razne natine - nekad neposredno
posle Saveznog takmicenja, tada je bilo jednodnevno, a nekad i za vreme posebno
organizovanih priprema kandidata za olimpijsku ekipu, koje je trajalo dva ili vise
dana. Zadaci sa tih takmi¢enja su dosad retko objavljivani (jo§ manje sa redenjima),
pa smo smatrali da i te zadatke treba ukljutiti u ovu zbirku. NaZalost, nismo us-
peli da dodemo do svih zadataka — nedostaju oni iz godina 1964-1966. i 1971. U
ostalim godinama koje nisu zastupljene u ovoj zbirci male olimpijade nisu odrane.

Zahvaljujemo se recenzentu dr Aleksandru Vuéiéu, koji je pailjivo proéitao
rukopis i dao niz korisnih primedbi i sugestija. Takode se zahvaljujemo Matematié-
kom fakultetu koji nam je stavio na raspolaganje kompjutersku opremu za tehnicku
pripremu zbirke.

U Beogradu, januara 1990. Autori






PRVO SAVEZNO TAKMICENJE
BEOGRAD, 1960.

3. RAZRED

1. Osnova kvadra visine 5 je pravougaonik obima 4.

a) Kolike treba da budu osnovne ivice, da bi kvadar imao maksimalnu za-
preminu?

b) Izraziti zapreminu kvadra u funkeiji jedne osnovne ivice. Koji je domen
te funkcije?

¢) Nacrtati grafik pomenute funkcije.

Neka je data jedna osnovna ivica @ = 2 i visina h = 5 kvadra. Kako tada zavisi
zapremina od obima osnove? Koje su dopustene vrednosti za taj obim? Prikazati
odgovarajuéu funkciju graficki.

2. Kolika je ivica kocke, koja je upisana u pravilnu trostranu piramidu s
osnovnom ivicom @ i visinom v, tako da Zetiri temena pripadaju bazi, a ostala
&etiri boénim stranama piramide?

3. Odrediti sve vrednosti z, za koje vaZi
log, j5(z* — 4z +3) > -3.

4. Dat je krug (c) sa centrom O i polupretnikom R. Tatka O; koja se nalazi
na periferiji datog kruga, centar je drugog kruga sa polupretnikom r = R/2.

Akosu A i B preseéne tacke ova dva kruga, izrafunati priblifnu vrednost ugla
AOB (u radijanima), a zatim zapreminu preseka lopti koje se dobijaju rotacijom
ova dva kruga oko prave 0O;.

5. Dokazati identitet

(1 —cosb-cosc)® —2(1 — cosb-cosc) — sin? bsin? ¢ + sin’ b+ sin? ¢ = 0.

4. RAZRED

1. Dokazati da je proizvod tri uzastopna prirodna broja deljivsa 7-8-9, ako
je srednji broj kub prirodnog broja.

2. Dat je krug (O, r), jedan njegov preénik AB i jedna tatka M na krugu.
Neka je Q projekcija tacke M na AB, N srediste duzi MQ i D druga tatka preseka
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prave AN i datog kruga. Odrediti jednaéinu geometrijskog mesta preseka P pravih
BD i QM, kad se tacka M kreée po krugu (O, r).

3. Razlika reciproénih vrednosti dva uzastopna cela broja jednaka je 0,0aa...,
gdea € {1,2,...,9}. Za koje vrednosti a zadatak ima resenja i koliko?

4. Kroz proizvoljnu tacku unutar datog trougla prolaze tri prave koje su
paralelne stranicama trougla. Ove prave dele povrs trougla na 6 delova od kojih su
tri trougla s povréinama s,, 53, 53. Kolika je povriina datog trougla?

5. Data je familija krivih
y=(m- l)z’+2m:+4.

a) Dokazati da sve date krive sadrie dve fiksirane tacke A i B. Odrediti te
tacke.

b) Odrediti krivu date familije koja dodiruje osu Oz, a zatim odrediti onu
krivu &ije je teme tatka B (B je ona od zajedniékih tacaka datih krivih, koja ne
pripada osi Oz).

DRUGO SAVEZNO TAKMICENJE
BeoGraD, 1961.

3. RAZRED

1. Ako su z; i z; resenja jednacine z? + kz + 1 = 0, naéi one vrednosti k, za
koje vaZi nejednakost

2. Odrediti najveéu vrednost izraza
4 2 8
log; z + 12log; z - log, (;) ;

ako promenljiva z varira u intervalu [1,64].

3. Prav valjak i kupa imaju zajednitku osnovu, a vrh kupe nalazi se u sredistu
druge osnove valjka. Odrediti ugao izmedu izvodnice kupe i ose valjka, ako je odnos
povréina valjka 1 kupe 7 : 4.

4. Stranice trougla ABC su a, b i ¢, pri éemu je a < b < ¢. Nad njima su
konstruisani sliéni pravougaonici, tako da je povriina pravougaonika nad stranicom
¢ veca od zbira povriina ostala dva pravougaonika za povriinu kvadrata Zija je
stranica jednaka m. Nadi visine tih pravougaonika.

4. RAZRED
1. Dat je opéti Elan niza a, = (¢? + n — 2)/2, gde je ¢ prirodan broj.
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a) Odrediti abir S, prvih n Hanova niea
b) Dokasati da je brojilac zhira S, deljiv sa 25, ako je ¢ = 10k + 1, gde je k
prirodan broj.
2. Dokazsti da jo zbir kvadrata rastojanja prowzvoljoe tatke kruga od svib
temena jednakostranitnog trougla upisanog u taj krug konstantnas velidina.
3. Odrediti parametar A, tako da je rastojanje sredifta krugs

P4z -4—-17=0

od prave 2 — (A + 2)y = A = 4 = 0 jednako 5/v2.

Tangente koje dodiruju krug u presetnim tafkama sa datom pravom i sama
prava obrazuju trougao. Odrediti povriinu preseks kruga opisanog oko tog trougla
| dalog kruge. (Zn X nzeli colobrojno relenje.)

4. Nokagati da pogitivni realni brojevi @, b i ¢ maga biti dufine stranics
trougla, ako i samo ako nejednakost a’p + blg > Fpy vaii za sve parove realnib
brojeva p i ¢, &ji je sbir jednak 1.

TRECE SAVEZNO TAKMICENJE
BeocnaD, 1962,

3. RAZRED
1. Data je funkeija f(x) = az?4be+e (2> 0). Dokagzati da za ave vrednosti

ry iy vadi
f{:;-;z;) < !(:;J;f{:ﬂ+

2. Date su lopte polupreénika R i r (£ > r). Rastojanje izmedo centara tih
lapti jedpako je ¢, pri tamu je R~r < ¢ < R+ r. lzraziti zapreminn kupe koja jo
opi=ana oko tih lopti kao funkeiju 8, d = R~r i c. Dokazati da je oduos sapremina
te kupe i veir lopte veéi ili jednak 2. leraéunati povriinu one kupe za koju je taj
oxdnos jednak 2.

3. Kvadrat ABCD stranice a gamtiran je za 15° oko temena A, tako da se
teme I, dobijenog kvadrata A, B, C1 0, nalazi snutar datog kvadrata. Neka jo M
presek pravih 1Dy 1 BC. Kalika je povréma kvadrata sa siranicom AM?

4. Data je funkeija f{z) = Acosz+ Bsinz (A1 B an koustante). Ako postoje
realui brojevi xy i xa takvi da raglika z; — 1 nije coco umnofak broja x i da je
fird) = f(z2) =0, dokazati da za svaki reslan broj z vadi fiz)=0.

4. RAZRED

1. Dat je miz logz, log/z, Jog ¢7, ... Nadi abir S{x) log niza i nacriati
grafik funkeje S{z), z > 0.
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2. Date su funkeije y; = sin® 2 + cos? 2 1 gy = 5in® r + cos® 2. Dokaszati da ove
funkcyje imaju cenovni period /2 i da je Iyy — 20 = 1. Za koje vrednosti = prva
funkeija ima g2 1/16 vefu vrednest od druge?

3. Date su stranice & = BC i b = CA trougla ABC. laraéunati dufinu trede
stranice, ako je ona jodnaks dufini odgovarajude visine. Za koje vrednosti a i b
gadatak ima resenja?

4. U ravni a data je prave p i tatka P, koja ne pripada pravoi p. Oddredili
grometrijsko mesto talaka M u ravoi a, =a koje vadi MP/MN = ¢, gde je N
pednotje normale i tacke P na pravu p, a ¢ je dati poxitivan broj.

CETVRTO SAVEZNO TAKMICENJE

BEoGnAD, 1963.
3. RazreD
1. Dokasati da 3a svako realno refenje 2 jeduatine =7+ pr 4 g=0(pigen
renlni brojovi) vaii ,
o g

gde je A proiavelian pogitivan broj,
2. R&iti nejednading
7o 2a = Ba*
z—a z+a 22-a*

gde j« a realan parametar.
3. Neln su a, b, ¢ stranice trougla | a, #, ¥ njegovi uglovi. Dokazati da za
cdkre uglove z,y, 2, koji su odredeni jeduakostima

MI-L cosy = b Eim = -
T b+e' B e T a+b
vaie sledete jednakosli
o v i
t:’-,—+tz’§+u’§-l.
oo e d Y
t‘ﬂﬂ“:"‘s!"l;zi‘?‘ﬂz

4. Osnova piramide je paralelogram. Kroz jednu iview te sanove i srednju
liniju boZne atrane paspraim le ivice postavljena je ravan. U kom odnosu ta ravan
deli zapreminn piramide?
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4. RAZRED

1. Iz kvadrata stranice 2a iseéena su 4 jednakokraka trougla, Eije su osnovice
stranice datog kvadrata i &ije su visine jednake z. Preostali deo kvadrata predstav-
lja mrezu pravilne Zetvorostrane piramide.

a) Izraziti zapreminu V' te piramide kao funkciju parametra z.
b) Odrediti z tako da zapremina V bude maksimalna.
¢) Skicirati grafik funkcije V(z).

2. Dokazati da u jednakokrakom trouglu sa osnovicom ¢, krakom a i sime-

tralom d ugla na osnovici vaii jednakost

_ a(2a +c)
F=c (a+¢)?’

3. Neka je AB preénik kruga K polupreénika R koji pripada ravni a i neka je
S tacka koja pripada normali na ravan o« u taki B. Kroz tatku S postavljena je
ravan g, koja je normalna na ravan ABS i koja s ravni « gradi ugao /3.
a) Odrediti graniéne vrednosti za z = BS tako da ravan [ sete krug K u
dvema tatkama C i D.
b) Dokazati da su uglovi SCA i SDA pravi.
¢) Nadi zbir y kvadrata ivica tetraedra SDAC u funkcijiod z i E.
d) Odrediti geometrijsko mesto ekstremuma funkcije y(z) kada R varira.
4. Odsetak proizvoljne tangente parabole y? = 2pz, ogranien dvema fik-
siranim tangentama parabole, ortogonalno se projektuje na direktrisu parabole.
Dokazati da je dufina te projekcije konstantna.

PETO SAVEZNO TAKMICENJE
! BEOGRAD, 1964.

3. RAZRED

1. Odrediti skup taaka (a,b) u Dekartovom pravouglom koordinatnom sis-
temu Oab, tako da su sva resenja jednacine z% — 2(a — b)z” + 2(4 — ab) = 0 realna.

2. Ako je r polupreénik upisanog kruga trougla povrsine p i 84, 85, 8y dugine
simetrala unutrasnjih uglova tog trougla, dokazati da je rsqaspsy < p? i da jednakost
vaZi ako i samo ako je dati trougao jednakostranican.

3. Jednakokraki trougao sa uglom a na osnovici je osnova jedne piramide, Eije
sve boéne ivice grade sa osnovom jednake uglove ¢ = 90° — a. Ravan koja prolazi
kroz visinu piramide i vrh jednakokrakog trougla u osnovi se¢e piramidu po figuri
&ija je povrdina p. Izrafunati zapreminu piramide. g

4. Jednakostraniéni trougao ABC ortogonalno se projektuje na proizvoljnu
osu. Odrediti ugao jednog od vektora AB, BC, CA prema osi, tako da zbir treih
stepena projekcija tih vektora bude jednak nuli.
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4. RazreED
1. Data je funkcija y = ze=2*", gde je a pozitivna konstanta.
a) Ispitati tok ove funkcije za proizvoljno a i nacrtati grafik za o = 2.
b) Ekstremne tacke date funkcije menjaju sa a svoj polozaj u zy-ravni.
Odrediti krivu y = f(z) kojoj pripadaju sve te ekstremne taéke.
¢) Naci povriinu P(b) dela ravni ograni¢enog lukom dela grafika date funkci-
je, z-osom i pravom z = b (b > 0). Kolika je graniéna vrednost povriine P(b) kada
b — 4007
2. Tri lopte dodiruju jednu ravan u tatkama A, B, C, pri t¢emu je AB = c,
BC = a,CA = b. Odrediti polupreénike ovih lopti, ako se zna da se one medusobno
dodiruju.
3. Mogu li brojevi 2, /6, 4% biti €lanovi jednog istog aritmeti¢kog ili jednog
istog geometrijskog niza?
4. Dokazati da je nejednakost b%c? + c2a? +a%h? > L(a*+ b4+ %), gde su a, b, ¢
pozitivni brojevi, potreban i dovoljan uslov da su a,b,c duzine stranica trougla.
5. Date su dve paralelne prave a; i a; i m tataka na a; i n taiaka na a,.
Svaka od m taaka prave a; spojena je sa svakom od n tacaka prave a;. Ako se
ni u jednoj tacki izmedu pravih a, i a2 ne seku vise od dva od dobijenih odsecaka,
odrediti koliki je broj tih preseénih tacaka.

SESTO SAVEZNO TAKMICENJE
BeoGraD, 1965.

3. RAzrRED
1. Resiti jednadinu

22— (m? 4+ 3)22 + (m* 4+ 3)z+m' - 1=0

po nepoznatoj z rastavljajuci polinom P(m) na levoj strani te jednaéine na faktore.
2. Izracunati ivice kvadra, ako je poznat njihov zbir s i njegova dijagonala d,
a jedna od ivica je geometrijska sredina druge dve.
3. Nadi sva realna resenja z (0 < z < 27) nejednaéine:

sin z + sin 3z + sin 5z
co8 Z + cos 3z + cos 5z

4. U paralelepipedu &ije su strane podudarni rombovi sa uglom od 60° data
Je najveca dijagonala d. Odrediti ivice i dijagonale tela.
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4. RAZRED

1. Naéi zbir svih brojeva u tablici
1 2 3 k
2 3 4 oo k41
3 4 5 e k42
E okE+1 k+2 ... 2k-1

2. Data je funkcija y = z3 + pz + q.
a) Ako je M lokalni maksimum, a m lokalni minimum date funkcije, dokazati
da je

4
Mm=q2+ﬁ ;

b) Odrediti p i g, tako da je M —m = 4 i da je —2 nula funkcije. Ispitati
tok dobijene funkcije.

3. Dat je konveksan petougao A; A3A3A4As i tatke By, Bz, Bs, By, Bs, tako
da svaka stranica petougla sadrii tafno jednu od tih tataka. Konstruisane su sve
prave odredene temenima petougla i tatkama B,, B, Bs, By, Bs. Ako se zna da
se (ne ratunajuéi tatke A; i B;) nikoje tri od tih pravih ne seku u jednoj tacki i
nikoje dve nisu paralelne, odrediti broj svih taéaka u kojima se seku po dve od tih
pravih.

4. Na ivicama triedra, &iji je vrh S i kod koga su svi iviéni uglovi jednaki, date
su duii SA = SB = SC = l. Odrediti ivi¢ni ugao, tako da zapremina tetraedra
SABC bude maksimalna.

SEDMO SAVEZNO TAKMICENJE
BeEOGRAD, 1966. g

3. RAZRED

1. Nadi Zetvorocifren broj koji je kvadrat prirodnog broja i kod koga su prve
dve cifre jednake i poslednje dve cifre jednake.

2. Dokazati da se zapremine tetraedara koji imaju jedan triedar zajednicki
odnose kao proizvodi njihovih ivica koje polaze iz vrha zajednitkog triedra.

3. Odrediti sve vrednosti z iz intervala [0,2x] za koje vaii nejednakost
2(cos? z — V3sin? z) > (V3 — 1)sin? 2z.
4. Rediti sistem jednaéina
z4+y+z=1, az+by+ecr=d, a’z +BPy+lr=d2,

gde su a, b, c realni parametri za koje vagi a £ b, b# ¢, c £ a.
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5. Krugovi K’ i K" dodiruju se spolja, a njihova zajedniéka spoljna tangenta
dodiruje ih u tatkama A, i A;. Neka su C, i C; redom centri krugova K’ i K" i
neka je E presek zajednigke spoljasne i zajednicke unutrasnje tangente tih krugova.

a) Dokazati da je trougao C, EC, pravougli.

b) Ako se krugovi K’ i K" i dui A; A rotiraju oko prave CyCs, onda duz
A Az opisuje omota& zarybljene kupe, a krugovi K’ i K" opisuju sfere. Izracunati
povréinu M omotaZa zarubljene kupe.

c) Ako su polupreénici r; i ro dobijenih sfera promenljivi, a njihov zbir
r; + rz = a konstantan, izratunati maksimalnu moguénu vrednost povréine M.

4, RAZRED

1. Akosu zy, r4, z3 redenja jednaéine z3 — 1 = 0, dokazati da za svaki prirodan
broj n vazi jednakost

27 + 23 + 23 = 2723 + 2323 + 2527,

2. Date su po 3 crne kuglice numerisane brojevima 1 i 2 i po 6 belih kuglica
numerisanih brojevima 1, 2 i 3. Na koliko naéina se mogu poredati u niz 9 kuglica,
tako da medu njima ima 3 crne i 6 belih kuglica?

3. Dokazati da razlomak ——— as
M4n

4. Neka je z; proizvoljan realan broj, a = takav realan broj da vadi |z — 2| <
1/100.

+1 ; g ; :
, Ede je n prirodan broj, ne moZe da se skrati.

a) Dokazati da razlika vrednosti funkcije sinz u tatkama z i z; nije veca
od 1/100.

b) Da li se za funkeiju sin? z moze odrediti interval A = (zy — §,z; + é),
tako da je

1
]sin’:—sin’z;lsm, zasve €A,

gde je § konagan pozitivan broj koji ne zavisi od z,7

OSMO SAVEZNO TAKMICENJE
BEOGRAD, 1967.

2. RAZRED

1. Dat je trinom (k + 1)z? — 2kz + k — 1, gde je k realan parametar.
a) Odrediti geometrijsko mesto temena svih parabola datih jednaéinom
y=(k+1)z? = 2kz+ k- 1.
b) Da li sve te parabole imaju zajedni¢kih tafaka?
¢) Dokazati da je samo jedno resenje jednacine

(1) (k+1)z*—2%kz+k-1=0
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promenljivo i predstaviti to na grafiku.
d) Odrediti za koji prirodan broj k je promenljivo resenje jednagine (1)
periodiéan decimalan broj sa jednom cifrom u periodu.
( a Dat je trinom 9n? + 3n — 2, gde je n ceo broj.
" a) Dokazati da ni za jedno n ovaj trinom nije deljiv sa 9.
b) Dokazati da postoji beskonaZno mnogo celih brojeva n za koje je dati
trinom deljiv sa 4.

3. Dat je kvadrat Q stranice a u koji je upisan kvadrat Qy, tako da mmu
temena pripadaju stranicama kvadrata Q. U kvadrat Q; i u sva &etiri dobijena
trougla upisani su krugovi. Odrediti poloiaj temena upisanog kvadrata Q;, tako
da zbir povréina svih pet upisanih krugova bude minimalan.

4. Data je neprovidna sfera i ravan a koja sa sferom nema zajedniZkih taaka.
U tatki M ravni o nalazi se svetlosni izvor koji osvetljava sferu. Dokazati da ravan
koja odvaja osvetljeni od neosvetljenog dela sfere, prolazi kroz fiksiranu tatku P,
koja ne zavisi od poloZaja tatke M.

3. RazrED
1. Rediti jednainu
Ve +1-2V/i-z+VoV/z+2=VB1-4s.
2. Unutar datog ugla sa temenom O nalasi se krug (koji nema zajedni€kih
tacaka sa kracima tog ugla). Odrediti na krugu tatke M i N, tako da je zbir
rastojanja tatke M od krakova ugla najveci mogucan, a zbir rastojanja tatke N od

krakova ugla najmanji moguéan.
3. Rediti nejednadinu

(1+ V3)sin2z + 2cos’ z > 2(1 + V3cos® 7).

4. Nekasu ABCD i A, B,C, D, dva paralelograma koji pripadaju neparalelnim
ravnima. Obelefimo sa M, N, P,Q redom taéke koje dele duii AA,, BB, CC,,
DD u istom odnosu.

a) Dokazati da je M N PQ paralelogram.
b) Odrediti geometrijsko mesto srediita svih paralelograma M N PQ, koji
se dobijaju kada tatka M prolazi dui AA,.

4. RAZRED

1. a) Naéi skup taaka u kojima funkcija iz familije odredene formulom f(z) =
423[p? — 3z + p, gde je p # 0, dostiZu lokalni maksimum i skup taiaka u kojima
funkcije iz te familije dostifu lokalni minimum. Nacrtati grafik funkcije koja se
dobija za p = 1 i odrediti tatke preseka tog grafika sa z—osom.

b) Prikazati cos 3¢ kao funkciju od cos? i smenom z = cost naéi nule funkcije
f(z) = 42 - 3z + V2/2.



14 SAVEZNA TAKMICENJA 1967

2. Stranica BC trougla ABC podeljena je tatkama My = B, My, M3, ...,
M,_1, M, = C na n delova i iz ovih taaka su do stranica AB i AC konstruisane
dugi paralelne stranicama AC, odnosno AB.

a) Na koliko se rasli¢itih naina iz tatke A mode stiéi po dobijenoj mrefi
do tagke M (k = 0,1,2,...,n), ako je kretanje dozvoljeno u smeru vektora AB i
smeru vektora AC?

b) Koliko ima gore opisanih puteva koji vode od tatke A do svih tataka
My, My, ..., M7

¢) Ako su tatke M; (k =0,1,2,...,n) ekvidistantne, izraiunati zbir dugina
svih putanja AM;.

3. Ako je n prirodan broj, a realan broj 2"z nije ceo umnozak broja x, dokazati
da je

Lt T AT
sin2x sindz sin 2"z
4. Isti kao 4. zadatak za 3. razred

=ctgz —ctg2"z.

MALA OLIMPIJADA 1967.

1. Resiti jednaéinu log(az + 8) = 2log(z + 1), gde su « i B realni parametri.

2. Ako su a,b, ¢ stranice trougla i a, 8,y odgovarajuéi uglovi (izraZeni u radi-
janima) dokazati da je

T o +b8 +cy X
3 a+b+c 2’

3. Ako su P i R taéke u kojima naspramne stranice AB i CD prostornog
tetvorougla ABC D seku proizvoljnu ravan x; paralelnu drugim dvema stranicama,
a Q i S take u kojima stranice BC i AD tog Zetvorougla seku proizvoljnu ravan
7 paralelnu sa drugim dvema stranicama, dokazati da tacke P, @, R, S pripadaju
jednoj ravni.

4. U prostoru su date tatke A, B,C, D, E takve da vaéi

AB=BC=CD=DE=FEA, [ABC=/{(BCD=/(CDE =/{(DEA=/.EAB.

Dokazati da tacke A, B,C,D, E pripndnju jednoj ravni.

5.) Dokazati da su sistermni uslova

—" (A) ¢#0, Va+b=Va+c+bh+e,

(B) a>0, >0, 1l/a+1/b+1/c=0,
ekvivalentni.
6. Na stranicama BC,CA, AB trougla ABC date su redom tactke M,N, P
razlizite od temena. Dokazati da krugovi opisani oko trouglova ANP, BPM,CMN
_imaju zajedni¢ku tacku.
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7. Odrediti trougao minimalnog obima kod koga su duzine straniea celi brojevi,
a jedna tefisna dui je podudarna odgovarajucoj stranici.
8. Akojeay >0zak=1,2,...,niS, =a; +az+ -+ an, dokazati da je

1
(14+a)(14+a3) - (14a,) < 1+S.,+§—!S,’,+---+$S:.

9. Dati su brojevi z;,23,...,2, od kojih je svaki jednak 1 ili =1 i takvi da je
z1z2 + 2223+ -+ + 2421 = 0. Dokazati da je broj n deljiv sa 4.
10. U ravni je dato milion pravih tako da vaii:
a) Nikoje dve od datih pravih nisu paralelne;
b) Presek proizvoljne dve od datih pravih pripada bar jo§ jednoj od tih
pravih.
Dokazati da se sve prave seku u jednoj tagki.
11. U ravni je dato n talaka, tako da medu proizvoljnih pet od tih tacaka
postoje &etiri koje pripadaju jednom krugu. Ako je n > 7, dokazati da bar n — 1
od datih tacaka pripadaju jednom krugu. Da li tvrdenje vaii ako je n < 77

DEVETO SAVEZNO TAKMICENJE
BEOGRAD, 1968.

2. RAZRED
+1. Naéi celobrojna resenja jednaéine

et

2. U ravni su date Zetiri tatke A, B, C, D. Konstruisati krug u toj ravni
koji prolazi kroz tatke A i B, tako da su tangentne duzi tangenata konstruisanih
iz tacaka C i D jednake.

3. Sfera sadrii sredita boénih ivica trostrane piramide i dodiruje svaku os-
novnu ivicu u njenom sredistu.

a) Dokazati da je ta piramida pravilna.
b) Izraunati polupreénik te sfere, ako su osnovne ivice i visina boéne strane
piramide jednake datoj duii a.
4. Odrediti sve realne brojeve a, za koje nijedan broj z za koji va#i

az’+ (1-a%)z-a >0,

nije po apsolutnoj vrednosti veci od 2.
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3. RAZRED
1. Rediti sistem jednatina
z log,z

= S ey

2. Odrediti u ravni zOy skup tataka (z,y) za &ije koordinate vadi 0 < z < 27

%(ﬁﬂinz-ﬁ—du)gys 1+%(\/1+sin42+\/f—nin4z).

3. Kraci pravog ugla sa fiksiranim temenom u koordinatnom poZetku seku
parabolu y® = 2z u tatkama X i Y.
a) Naéi geometrijsko mesto moguénih sredista dudi XY.
b) Dokazati da sve prave XY imaju jednu zajedni¢ku tagku.
[ 4. i najpre identitet

(4342 = 3l =9 + (4= 2 + (s = )]+ Hey + y2 + 22),

a zatim:

a) Ako sbir z+y+z ima konstantnu vrednost s, odrediti pri kojim uslovima
izraz zy + yz + zz ima maksimalnu vrednost.

b) Na osnovu dobijenog rezultata resiti sledeéi problem: Poznato je da je
vrednost dijamanta proporcionalna kvadratu njegove tezine. Ako se jedan dijamant
podeli na tri dela, &ije su tefine z, y, z, dokazati da je ukupna vrednost uvek manja
od vrednosti celog dijamanta i da je ona najmanja kada se dijamant podeli na tri
dela jednake tegine.

4. RAZRED

1. Neka su p i g prosti brojevi, broj ¢ — 1 deljiv sa p, a broj p— 1 deljiv sa g.
Dokazati dajep=1+ g+ ¢°.

2. U razredu ima 25 uéenika. Dokazati da se od njih ne moie formirati vise
od 30 kodarkaskih ekipa sa po 5 igrata u svakoj, ako ma koje dve od njih nemaju
vife od jednog igraéa koji je &lan obe ekipe.

3. U pravougiom trouglu ABC, sa pravim uglom kod temena B, dati su ugao
o kod temena A i hipotenuzina visina BA; = h;. Iz taike A, konstruisana je
normala A, B; na BC, iz tatke By normala B;A; na AC, iz taéke A; normala
A3 B; na BC itd. Zatim je u svaki od trouglova ABA,, BA,; B,, A, B, A3, By A2B,
itd. upisan krug.

a) Izracunati zbir povriina svih tih krugova.
b) Odrediti ugao a, tako da taj zbir bude maksimalan.

4. Isti kao 4. sadatak za 3. razred.
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MALA OLIMPILJADA 1968.

1. U ravni je dato 6 tataka i svake dve od njih spojene su odsetkom. Dokazati
da odnos duine d najduieg odseika prema duzini § najkrateg od njih nije manji
od V3.

2. Da bi prirodan broj n > 3 bio prost neophodno je i dovoljno da postoji
prirodan broj a, takav da je n! = n(n — 1)(an + 1). Dokazati.

3. Svaka od stranica BC,CA, AB trougla ABC podeljena je na tri jednaka
odsecka i nad srednjim odsetkom svake stranice konstruisan je van trougla ABC jed-
nakostrani¢an trougao. Temena ovih trouglova koja ne pripadaju stranicama datog
trougla oznagena su redom sa A’, B’, C'. Neka su A" B" C" tatke simetri¢ne sa
tackama A’, B’, C' redom u odnosu na stranice BC, CA, AB. Dokazati:

a) Trouglovi A’B'C' i A” B”C" su jednakostranicni.
b) Trouglovi ABC, A'B'C" i A”B"C" imaju zajednitko tediste.

4. Ako polinom stepena n uzima celobrojne vrednosti za vrednosti k, £+ 1,
..., k + n promenljive z, gde je k ceo broj, onda taj polinom usima celobrojnu
vrednost za svaki ceo broj z. Dokazati.

5. Neka je n prirodan broj veéi od 1, a z realan broj.

a) Izrafunati S(z,n) = Y (z + p)(z + ¢), gde se sabiranje vréi po svim
razlititim brojevima p i g iz skupa {1,2,...,n}.
b) Da li postoje celi brojevi z, 2a koje vaZi S(z,n) = 0.

6. Da bi se centar S sfere opisane oko tetraedra poklapao sa centrom S' sfere
upisane u tetraedar, neophodno je i dovoljno da mimoilazne ivice tetraedra budu
jednake. Dokazati.

DESETO SAVEZNO TAKMICENJE
BEOGRAD, 1969.

2. RAZRED
1. Koja relacija nezavisna od m postoji medu redenjima jednacine -

(2% - 6z + 5) + m(z® - 5z +6) =07

2.) Dokazati da je za svaki prirodan broj n bar jedan od brojeva 33" + 2 i
330 23" deljiv sa 35.

3. Data su dva kruga sa centrima O i O, i polupreZnicima R i R/2. Krugovi
se dodiruju iznutra u taéki T. Konstruisati krug koji dodiruje oba data kruga i
prave 00;.

4. U trostranoj piramidi svi uglovi boénih strana pri vrhu piramide su pravi.
Dokazati da vrh piramide, teziste osnove i centar sfere opisane oko piramide pri-
padaju istoj pravoj.
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3. RAzZRED
1. Trostrana piramida OABC ima boZne ivice OA =a, OB =b,0C =¢, a
uglovi AOB, BOC i COA su pravi. Ako su a, B, v uglovi kod temena A, B, C
osnove ABC, dokazati da je
2

ctga:ctgf:ctgy=a’:b?: %
2. Nafi sva realna refenja sistema jednadina

i+ za+ -tz =1,
rf+z§+ ---+z: =1,
_ ZT+z3+-+za =1

3. Data je pravilna fetvorostrana prizma sa osnovnom ivicom 2a i visinom
a(1 + V/3). Jedna sfera sadrii sva &etiri temena donje osnove i dodiruje gornju
osnovu. Israfunaj onaj deo povrsine prizme koji je unutar sfere.

4. Neki kratkovidi mudrac koji vidi predmete samo na rastojanju manjem
od 1 m, sklopio je ovakvu opkladu: Ako se bilo gde na rastojanju d od njega
postavi neki predmet, onda ée on (pod uslovom da mu se posle svakog ucinjenog
koraka duiine 1 kage da li se na taj nain pribliZio predmetu ili se udaljio od njega)
u konaZno mnogo koraka pronaéi predmet, a broj uéinjenih koraka bice sigurno
manji od 3d/2 + 7. Predmet se smatra pronadenim onda kada ga mudrac ugleda.
Dokazati da ée mudrac dobiti opkladu.

4. RAZRED
1. Isti kao 4. zadatak za 3. razred.
2. Ako je p neparan prost broj i a ceo broj koji nije deljiv sa p, onda je jedan
i samo jedan od brojeva
A=at#3H40-1) 4| Bz gt
deljiv sa p.
3. U zajedni¢kom delu unutrasnjih oblasti parabola
22=p’+2y i 22=p'-2py
upisati elipsu maksimalne povriine.
4. Ako je a realan parametar, naéi sva realna redenja sistema jednaéina
Z1+za3t+---+za=a,
:f+:§+ ---+z,’, =a?,
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MALA OLIMPLIJADA 1969.
_ 1. Dati su realni brojevi a;, b (i = 1,2,...,n), takvi da je

ay 2032"'2%)0;
ﬁI.anl -
bibz > ajay,

byby -+ -by 2 @182 -+ - Gq.

Dokazati da je b, 4+by+---+by a1 +a3+---+a,.
2. Neka su f(z) i g(z) polinomi stepena n, 8 2o, Z1,...,%a je n + 1 rasliéitih
vrednosti promenljive z. Ako je

F(zo) = 9(z0), F'(21) =& (21), F'(23) = g"(22),---» Fzn) = 9™ (),

dokazati da je f(z) = g(z).

3. Taike A i B se kreéu konstantnim brzinama po pravim a i b, a poznata su
im po dva korespondentna polozaja Ay, By i Az, B2. Nadi onaj poloZaj taiaka A i
B za koji je dufina AB minimalna.

4. Neka su a i b prirodni brojevi takvi da je a < b. Dokazati da u svakom
skupu od b uzastopnih prirodnih brojeva postoje dva broja &iji je proizvod deljiv
sa ab.

5. Proizvod sinusa dva naspramna diedra u tetraedru proporcionalan je pro-
izvodu ivica tih diedara. Dokazati.

6. Neka je E skup od n? + 1 zatvorenih intervala na realnoj osi. Dokasati da
postoji njegov podskup od n + 1 intervala koji su monotono uredeni s obgirom na
relaciju inkluzije ili podskup od n + 1 intervala od kojih nijedan ne sadrii nijedan
drugi interval iz tog podskupa.

JEDANAESTO SAVEZNO TAKMICENJE
BeocraD, 1970.

2. RAZRED |

1. Odrediti tri kompleksna broja modula 1 sa svojstvom da im je i zbir i
proizvod jednak 1.

2. Dat je konveksan petougao ABCDE. Dijagonale tog petougla grade kon-
veksan petougao Ay ByC1 Dy E, i petokraku zvezdu.
a) Odrediti zbir uglova petokrake zvezde pri vrhovima 4, B, C, D 1 E.
b) Ako je dati petougao ABC DE pravilan, naéi odnos povriine tog petougla
i petougla A, B,C\ Dy E,.
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3. Dat je kvadrat ABCD. Neka je P bilo koja unutrasnja tatka stranice AB,
P, presek pravih DP, i BC, P; presek pravih AP, i CD, Py presek pravih BPs i
DA, Ps presek pravih CPy i AB, a tatke Ps, Py, ..., P13 konstruisu se dalje po
isto tupku. Dokazati da je Pis = P).
' 4,) Neka su a,ay,az,...,am celi brojevi, a n prirodan broj. Dokazati sledeca
tvrdenja:
a) Broj a(a®® — 1)deljiv je sa 6;
b) Zbir S’ = af"*! + ... + a2P*! deljiv je sa 6, ako i samo ako je zbir
S=a;+--+ an, deljiv sa 6.

3. RAZRED

1. Data je elipsa b%z? + a?y? — a?b? = 0, koju prava p paralelna osi Oy seée
u tatkama M i N, pri ¢emu M ima pozitivou, a N negativnu ordinatu. Odrediti
geometrusko mesto preseéne tatke P pravih AM i BN i preseéne tatke Q pravih
AN i BM, gde su A(—a,0) i B(a,0) temena elipse, kada se prava p krece ostajuci
paralelna osi Oy.

2. Ako su a, b, ¢ stranice trougla, a a, 8,y njegovi uglovi, dokazati jednakost

b € a b a ¢
(;+;)ma+(;+;)m1+(;+;)cosﬁ=3.

3. U koordinatnoj ravni-zQy nacrtana je éelobrojna. koordinatna mreia.
QOdsetak (p) definisan je u toj ravni sa

(»r) Tz -3y-5=0, 0<z<100.

Odrediti broj kvadrata te mrede unutar kojih ima ta¢aka odsetka (p).

* 4. Nati geometrijsko mesto sredista duii date duiine ¢, &iji se krajevi kreéu po
mimoilaznim dijagonalama donje i gornje osnove date kocke ivice a (a < ¢ < av/2).

4. RAZRED )

1. Odrediti koji je broj veéi: logs4 ili log, 5.

2. Clanove aritmetiékog niza 1,14 2n,1+4n,... (n € N) grupidemo redom
u grupe, tako da u prvu grupu stavimo prvi &lan, u drugu grupu stavimo sledecih

1 + n &lanova, u treéu grupu stavimo sledeéih 1 + 2n Elanova itd. Dokazati da je
zbir svih élanova u svakoj grupi jednak treem stepenu broja &lanova te grupe.

3. Osnova piramide je kvadrat Napbm uglovi boénih strana piramide prema
osnovi odnose se redom kao 1: 2 '4: 2."Odrediti te uglove.

4. Ako je p prost broj, dokazati daje N = E f)), — 2 deljiv sa p*.
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MALA OLIMPIJADA 1970.

1. Prirodni brojevi a i b imaju u dekadnom zapisu po n cifara. Neka je
n/2 < m < n i neka je svaka od prvih m cifara broja a (rafunajuéi sleva nadesno)
jednaka odgovarajucoj cifri broja b. Dokazati da je a'/™ — p'/™ < 1/n.

2. U kocku ili na njenu povrdinu razmestiti temena trougla, tako da je njegova
najmanja stranica to je moguéno veca.

3. Ako sve stranice prostornog Zetvorougla dodiruju sferu, onda sve Zetiri
dodirne taéke pripadaju jednoj ravni. Dokazati.

DVANAESTO SAVEZNO TAKMICENJE
BEOGRAD, 1971.

2. RAZRED

1. Nekasu AD, BE, CF teiidne duii, a T teiiste trougla ABC. Akosu py, p3,
P3, P4, Ps, P i T1, T3, T3, T4, T3, Ts, redom polupreénici upisanih i opisanih krugova
trouglova BDT, DCT, CET, EAT, AFT, FBT, dokazati da vade jednakosti

1 1 1 1 1 1
TN e et e o FIT3rs = raryrs.
Pr Pz Ps P2 P4 Pe

2. Nad stranicama paralelograma A; A;A3A4 konstruisani su sa spoljainje
strane kvadrati A1B,C1 A, A2 B3CqAs, AsB3CaA,, A4B4CyA;. Dokazati da sre-
dista Oy, O3z, O3, Oy4 tih kvadrata éine kvadrat gija je povréina jednaka zbiru
fetvrtina povriina tih kvadrata uvetanom za povriinu datog paralelograma.

3. Odrediti prirodne brojeve p i g, tako da nule trinoma
P —pz+q i 22—qr+p

budu takode prirodni brojevi.

4. Skretnice A i B i okretnica C spojene su Zeleznickim prugama AC, BC
i prugom AB sa dovoljno dugackim produzecima AD i BE. Na pruzi AC nalasi
se vagon Vy, na pruzi BC vagon V5, a na pruzi AB lokomotiva L. Na okretnicu
moze doci svaki od dva vagona, ali lokomotiva ne moie. Sluzeéi se okretnicom i
skretnicama pomocu lokomotive prebaciti vagon V; na mesto vagona V3, a vagon
V2 na mesto vagona Vj, tako da na kraju lokomotiva dode na svoje mesto.

3. RAZRED
1. Neka su a,b,p, g, r, s prirodni brojevi takvi da vagi

gr—ps=1 i

o - |

<

o8
A
™ |
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Dokazati da je b > ¢ + ».
2. Dat je trougao ABC i realan broj k. Neka su P, Q, R talke definisane

relacijama
27;==k;5§, iﬁ?::&iﬁf, CR=kCA.

Dokazati da je AB? + BC? + CA? = g(PQ? + QR? + RP?), gde je g neka funkcija
od k. Odrediti i ispitati tu funkciju:

3. Nad stranicama paralelograma A; A3A3A4 konstruisani su sa unutrainje
strane kvadrati A,B,C) A3, A3B;C2As, A3B3CsAy, A4B4CsA;. Dokazati da sre-
dista Oy, 02, Os, Oy tih kvadrata &ine kvadrat &ija je povrdina jednaka zbiru
Zetvrtina povriina tih kvadrata umanjenom za povriinu datog paralelograma.

4. Lestvica AB termometra koji visi vertikalno na zidu ima dufinu 2r. Oko
posmatraa nalazi se na pravoj / koja je normalna na ravan zida i seée pravu AB u
tacki Zije je rastojanje od sredidta dui AB jednako h (h > r). Na kom rastojanju
od zida treba da se nalazi oko posmatraZa da bi ugao pod kojim posmatraé vidi
lestvicu bio najveéi.

4. RAZRED

1. Neka su a;,43,...,a, realni brojevi veéi od 1, a m prirodan broj. Dokazati
da je

z(logﬂllﬂ---lj-‘lﬂ'....- C,')-m >n(n- I}m.

i=1
Kada vaiZi jednakost?
2. Neka je n prirodan broj. Koliko redenja ima jednaéina
...
sinz 2

3." U ravni su date tatke A;, A3, ..., A,, tako da nikoje tri od njih nisu ko-
linearne. Neka je. p;; prava odredena tatkama A; i A;. Koliki je maksimalan
broj preseénih taiaka pravih p;j i pi, pri déemu su i, j, k, [ razliéiti elementi skupa
{1,2,...,n}.

4. Neka su date funkcije

—co8zcos2z---cosnz
27

falz) = - , nEN.
a) Dokazati da za svako n € N postoji liiraf,.(z) = fa.

b) Odrediti vezu izsmedu f, i fo_;.
¢) Izracunati f,.



1972 ZADACI 23

TRINAESTO SAVEZNO TAKMICENJE
BEOGRAD, 1972.

2. RAZRED

1. Neka su ay, a3, as, B1, B2, Bs realni brojevi za koje vadi
PrBafs # 0, (1)
a1f + 2a20; + a3fs = 0, (2)
ajaz — ﬂ‘g > 0. (3)

Dokazati da je 5,8 — p3 < 0.
2. Rediti jednatinu

\/;+2¢?—_1+J=—2Jm=a,

gde je a realan parametar. ;
3. a) Nekasu A, K,L, M, N tacke na jednom orijentisanom krugu. dokazati
da su wtiviKM i LN normalne, ako i samo ako je AK + AM = AL + AN % =,
gde je sa XY oznaéena radijanska mera luka XY .
b) Neka su A, B, C, D bilo koje &etiri tacke na jednom krugu, a K, L, M,
N srediita lukova AB, BC, CD, DA. Dokazati da su tetive K M i LN normalne.
4. a) Ako je S centar upisanog kruga trougla ABC, a D tatka preseka prave
AS i opisanog kruga trougla ABC raslitita od A, tada je DB = DC = DS.
Dokazati.
b) Neka je ABCD tetivni Zetvorougao. Dokazati da su centri A’, B', C',
D’ upisanih krugova trouglova BCD, CDA, DAB, ABC temena pravougaonika.

3. RAZRED
1. Regiti jednaginu

1 1 1
(a—l}( —f: = ) =2,
sinr coSZ SINTCOST

gde je a realan parametar.
2. Kruzni luk AB sa centrom S ima centralni ugao a, a taike C i D dele
tetivu AB na tri jednaka dela.

a) Ako je ZCSD = z, dokazati da je cosz =

b) Izratunati rasliku cosz — cos =

3
¢) Koliki mora biti ugao « da bi ta raslika bila jednaka nuli.

44 5c08x
5+4cosa’
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3. Prave odredene temenima paralelograma i sredinama nesusednih stranica,
svojim presecima odreduju jedan osmougao. Dokazati da je povriina tog osmougla
jednaka Bestini povriine datog paralelograma.

4. Odrediti zapreminu trostrane piramide &ije strane imaju povréine Sp, Si,
S, Sa, a diedri uz stranu sa povrdinom Sy su jednaki.

4. RAZRED

1) Za svaki prirodan broj n, broj n-+3n% 4+ 7a7+9n® je deljiv sa 10. Dokazati.

2. Koliki je maksimalan broj permutacija od n elemenata takvih da su svaka
dva elementa susedna u najviSe jednoj od permutacija?

3. Nad duZi AB sa sredistem O konstruisan je polukrug k. Krugovi a(A,r) i
b(B,r), gde je r = AB/2, seku polukrug k u tatkama C i D. U figuri ogranicenoj
lukovima OC, CD i OD upisan je niz krugova k,, k2, ks, ... sa polupreénicima
ry, ra, ra, ... . Prvi od njih dodiruje sva tri luka, a svaki sledeéi lukove CO i OD i
prethodni krug. Dokazati da za svaki prirodan broj k vadi rp = m

4. Dati su koncentriéni krugovi a i b sa centrom O i tatka P # O unutar
manjeg od njih. Poluprava ! sa pofetnom tatkom P seée te krugove u tatkama A
i B. Dokazati da je duZ AB najveéa, ako je poluprava | normalna na pravu OP.

MALA OLIMPIJADA 1972.

1. Dati su realni brojevi u,v,w, z,y, z razli¢iti od nule. Koliko je moguénih
izbora predznaka tih brojeva, ako vaii:
(u+iz)(v+ iy)(w+iz) =147

2. Ako konveksan skup tacaka u ravni ima bar dva dijametra, recimo AB i
CD, onda duzi AB i CD imaju zajedniéku tatku. Dokazati.

3. Poznato je da brojevi iz tablice

ay 12 e G
az a2 ... G2
ani Qn3 cer  OGpp

zadovoljavaju nejednakost

Y lajizy +ajaza + - + ajaza| < M,
y=1

za svaki izbor brojeva z ; = 1. Dokazati da je

lay1] + |aza] + - - - |ann| < M.



1973 ZADACI 25

_4) Odrediti najveéi prirodan broj k() sa sledeéom osobinom: Postoji k(n)
razlicitih podskupova datog skupa od n elemenata, takvih da svaka dva od njih
imaju neprazan presek.

CETRNAESTO SAVEZNO TAKMICENJE
BEOGRAD, 1973.

1. RAZRED

1. U nekom drustvu matemati¢ara svaki od njih se bavi bar jednom od sledeéih
grana matematike: algebrom, analizom, geometrijom ili logikom. Onaj koji se bavi
algebrom ili logikom, bavi se i analizom. Onaj koji se bavi geometrijom bavi se i
logikom. Onaj koji se bavi analizom i geometrijom, bavi se i algebrom. Kojim od
ovih grana se bavi najvise, a kojim najmanje matematitara?

2. Dat je krug k i njegov preénik AB. Na jednom polukrugu izabrano je n
tacaka Py, Py, ..., Pa, takvih da je P, izmedu A i P;, P; izmedu Py i Ps, ..., Py
izmedu P,_; i B. Odrediti tacku C na drugom polukrugu, tako da zbir povriina
trouglova CPy P2, CP3Ps, ..., CPy_1 Py bude najveci.

3. Izragunati
‘/44...g+ 11...1—-66...6.
in n4l n

4. Dijagonale AC i BD jednakokrakog trapeza ABCD sa osnovicom AB seku
se u tatki O pod uglom AOB = 60°. Dokazati da su sredista duii OA, OD, BC
temena jednakostraniénog trougla.

5. a) Resiti sistem jednaéina

lz|+ly=1=1 z+2y=3.
b) Prikazati resenje graficki u ravni pravouglog koordinatnog sistema zOy.

2. RAZRED

1. U skupu realnih brojeva reiti jednaginu /2z — a = z—b, gde su a i b realni
brojevi.

2. Ako je zbir duii odredenih sredistima parova suprotnih stranica éetvorougla
jednak njegovom poluobimu, onda je taj éetvorougao paralelogram. Dokazati.

3. Dat je jednakostraniéni trougao ABC stranice a i centra O i tatka P
koja pripada odsetku OC. Konstruisati jednakostraniéni trougao XY Z upisan u
trougao ABC, tako da tacke X,Y, Z pripadaju redom stranicama BC, CA, AB i
da stranica XY sadrii tatku P. Kada zadatak ima redenja?

4. Dokazati nejednakost . L. \

3501
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3. RAZRED

1. Unutar tetraedra ABCD data je proizvoljna tatka O. Dokazati da je zbir
uglova pod kojim se iz tatke O vide ivice tetraedra veci od 3.

2. Unutar pravougaonika ABCD data je proizvoljna tatka O. Dokazati da je

Poac _ tg£LAOC
Posp - tg LBOD’

3. Reiiti sistem jednaina
z:y:z=(l¢—z]:(z-=]:(z_y)'

gde su z,y, z rasli¢iti kompleksni brojevi.

4. Neka je S(a) zbir cifara prirodnog broja a prikazanog u dekadnom brojnom
sistemu, a m dati prirodan broj. Dokazati da je razlika S(a™) — S™(a) deljiva sa
9 za bilo koji prirodan broj a.

4 RAZRED
1. Dat je strogo rastuéi niz prirodnih brojeva

a =1, Gy, @2, --. (a)

takav da za svaki prirodan broj n vaZi

-1
1+ 65 2 an. (b)

j=0

Dokazati da se svaki prirodan broj N moie prikazati kao zbir nekoliko razligitih
¢lanova niza (a). Dokazati da je taj prikaz jednoznacan, ako i samo ako za svaki
prirodan broj n u (b) vaZi jednakost.

2. U prostoru je dato pet tafaka od kojih nikoje Eetiri ne pripadaju istoj ravni.
Dokazati da se od tih pet taaka uvek mogu odabrati dve tatke, tako da prava
odredena tim dvema tatkama prodire ravan odredenu preostalim trima tatkama u
nekoj tagki koja se nalazi unutar trougla &ija su temena te tri tacke.

3. Neka je {z,y,2,t} = {12,14,37,65}. Odrediti brojeve z,y, z,1, ako je
zy—zz+yt = 182.
4. Odrediti skup tataka z u kompleksnoj brojnoj ravni za koje postoji realan

c—1
broj ¢ takav da je z = ?
T0j vdajes=—
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MALA OLIMPIJADA 1973.

1. DuZine stranica pravougaonika jednake su neparnim prirodnim brojevima.
Dokazati da u tom pravougaoniku ne postoji tatka &ije je rastojanje od svakog
temena jednako prirodnom broju.

2. Pomoéu datog diska, na primer kovanog novéiéa, nacrtan je krug k i na
njemu je izabrana taika A. SluZeéi se samo tim istim diskom konstruisati tatku B
na krugu k, tako da je AB preénik kruga. (Dozvoljen je izbor proizvoljne tatke na
nekom od nacrtanih krugova, a pomoéu diska se moie konstruisati bilo koji od dva
kruga koji sadrii dve tacke &ije je rastojanje manje od preénika kruga.)

3. Na ravnom belom listu papira oznaéeno je nekoliko tataka sa medusobnim
rastojanjima veéim od 2. Nepazljiv uéenik je kanuo kap mastila na taj list i ono se
rasprskalo po njemu prekrivéi povriinu manju od x. Dokazati da postoji vektor ¥,
takav da je | 7’| < 1i da posle translacije oznatenih taZaka za taj vektor nijedna
tacka ne ostaje u isprljanom delu papira.

PETNAESTO SAVEZNO TAKMICENJE
BeOGRAD, 1974.

1. RAzZRED

1. Grafizki predstaviti skup taZaka u koordinatnoj ravni zOy koje zadovolja-

vaju uslov
llzl = 1] +]lvl - 1| < 1.

2. Date su tri prave p, g, r koje se seku u tri razli¢ite tatke. Konstruisati prava
normalnu na pravoj r, takvu da su duZi koje na njoj odsecaju prave p i ¢, odnosno
¢ i r, podudarne.

3. Nadi Sestocifreni broj &iji proizvodi sa brojevima 2,3,4,5,6 u izvesnom
poretku jesu Zestocifreni brojevi dobijeni iz datog broja cikliénim zamenama cifara.

4. Na krugu su poredana 1975 deteta i igraju igru na ispadanja na sledeci
nafin: prvo dete ostaje na krugu, drugo ispada, trece ostaje, Zetvrto ispada itd.
dok na krugu ne ostane samo jedno dete. Odrediti kaje ée to dete biti.

2. RAZRED
1. Neka su m i n dati pozitivni brojevi. Dokazati da je sa

] =T3=Tyg='""=Tgg ="M,

I3 =Z4=Zs=-'-=Ti00 =N,
dato jedino redenje sistema jednaéina
NI = TaTy = X425 = -~ = TgaTey = M 100,
1 +z3=23+24=2T5+Tg=---=Zgg+Zjpo=m+n,
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kod koga su svi brojevi zy, 23, ..., Z100 pozitivni.
2. U skupu celih brojeva rediti jednaginu z? + zy + y* = z%y°.
3. Temena konveksnog Sestougla A; A2A3A4A5Ag su krajnje tacke preénika
Ay A4, AzAs, AsAg kruga k. Tatka P koja pripada krugu k ne poklapa se ni sa
jednim temenom Sestougla. Neka su Qy, Q2, @3, Q4, @s, @s normalne projekcije
tacke P redom na prave A;Aj, AzAs, AsAy, AgAs, AsAg, AsA).
a) Dokazati da prave odredene proizvoljnim dvema susednim stranicama
gestougla Q,Q2Q3Q4QsQs obrazuju prav ugao.
b) Dokazati da tatka P, centar O kruga k i sredista R,, Ry, R3 dugi Q,Q4,
Q2Qs, @3Qs pripadaju jednom krugu.
4. Data su dva medusobno normalna preénika AB i CD kruga sa sredistem
O i polupreénikom r. Na duZi OA izabrana je tacka M, tako da je OM = r/n/l’_a.
Prava koja sadrii tatku M seée pravu CD u taéki R, dati krug u tackama P i Q,
tako da su tatke P i R sa iste strane taike M. Dokazati jednakost

f o R
MQ ™~ MP ™ MR

3. RAZRED

1. Resiti jednaéinu Vi z 4+ \/l+ % =+z+3.

2. Izragunati ugao o, ako je

cga=2+va+Vh+ve,  ctg2a=2+/a,

gde su a, b, ¢ prirodni brojevi koji nisu deljivisa 4, a \/a i v'be su iracionalni brojevi.
3. Data je prava kruina kupa sa vrhom V, sredistem osnove S i uglom pri
vrhu osnog preseka 8. Dve tangentne ravni kupe dodiruju kupu po izvodnicama
VAiVB, gde tatke A i B pripadaju osnovi. Ako je ugao izmedu tih ravni jednak
o izratunati ugao ASB.
4. Naéi maksimalan proizvod prirodnih brojeva éiji je zbir jednak datom
prirodnom broju n.

4. RAZRED

1. Nadi ¢isti periodiéan razlomak, koji je veéi od 1/4 i manji od 1/3, a zbir
cifara periode mu je za 12 veéi od kvadrata broja tih cifara.

2. Nadi sve prirodne brojeve n, takve da neka tri uzastopna koeficijenta razvoja
(a + b)" ¢ine aritmeticki niz.

3. Odrediti onu tangentu elipse b?z? + ay? = a?? &iji je odsedak izmedu osa
elipse najmanyji.

4. Na sahovskoj tabli formata 8 x 8 nalaze se na prvom i osmom redu 8 belih
i 8 crnih Zetona respektivno. Beli pofinje igru. Igraéi naizmeniéno pomeraju po
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jedan Zeton za jedno ili vise polja po njegovoj koloni u bilo kom smeru ali najdalje
do ivice table ili do protivnitkog Zetona. Igru gubi onaj koji prvi dode u situaciju
da ne moze povuéi potez. Dokazati da crni moze da pobedi ma kako beli igrao.

MALA OLIMPIJADA 1974.

1. Dat je iracionalan broj a.
1° Dokazati da za svaki pozitivan broj £ postoji bar jedan ceo broj ¢ # 0,
takav da je ag — [aq] < &.
2° Dokazati da za dato € > 0 postoji beskonaéno mnogo racionalnih brojeva

il Ak A g 5 0 |a- ';’| <&

2. U ravni su data dva direktno podudarna trougla ABC i A'B'C’, tako da
se krugovi sa centrima C i C” i polupreénicima CA odnosno C’'A’ seku. Kretanje
koje preslikava trougao ABC na trougao A’ B'C’ prikazati kao kompoziciju najvise
tri rotacije, tako da trougao ABC rotacijom oko nekog svog temena prelazi u neki
trougao A;B,C), ovaj trougao rotacijom oko nekog svog temena prelazi u neki
trougao A2 B3C3, a ovaj trougao rotacijom oko nekog svog temena prelazi u trougao
A'B'C'.

3. Neka je S bilo koji skup od n taiaka Py, P;,...,P, u ravni, takvih da
nikoje tri nisu kolinearne i neka je o najmanji od uglova P,PjPs (i # j # k # i,
1,7,k € {1,2,...,n}). Odrediti max & i naéi one skupove § za koje se ta maksi-
malna vrednost ugla a postize.

SESNAESTO SAVEZNO TAKMICENJE
BeoGrab, 1975,

1. RAZRED
1. Dokazati da za svako a, za koje je 5 < a < 10, vaii jednakost

Va+3-4va—T+\a+8-6v/a-T=1

2. U unutragnjosti ili na nekoj stranici jednakostraniénog trougla ABC data je
tacka S, kroz koju su konstruisane prave SA4,, SB;, SC), redom paralelne strani-
cama AC, AB, BC tog trougla, tako da A, B, i C, pripadaju redom stranicama
BC, AC i AB. Dokazati da zbir SA; + SB, + SC; ima konstantnu vrednost
nezavisno od izbora tacke S.

3. Dva automobila polaze istovremeno iz mesta A prema mestu B. Prvi ide
polovinu vremena brzinom u, a drugu polovinu vremena brzinom v. Drugi ide
polovinu puta brzinom u, a drugu polovinu puta brzinom v. Koji ée automobil pre
sti¢i na cilj?
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( 4) Na krugu je napisano u proizvoljnom redosledu pet nula i Zetiri jedinice.
Zatim se izmedu jednakih cifara napife nula, a izmedu razligitih jedinica, pa se
prvobitne cifre obrifu. Dokazati da ma koliko puta se ponovio ovaj postupak ne
mogu se dobiti devet nula.

2. RAZRED

1. Dokazati da jednatina az? + bz + ¢ = 0 nema racionalnih redenja, ako su a,
b i ¢ celi neparni brojevi.

2. U ravni su date Zetiri prave od kojih nikoje dve nisu paralelne i nikoje tri
ne prolaze kroz istu tacku. Ako je Zetvrta prava paralelna sa nekom teZisnom duii
trougla koji odreduju prve tri prave, tada je svaka od prve tri prave paralelna sa
nekom teZifnom dufi trougla kojeg Zine ostale tri prave. Dokazati.

3. Slovoslagaé je rasuo cifre 0,2, 3,4,4,7, 8, 8,9 nekog broja koji je desti stepen
nekog prirodnog broja. Koji je taj broj?

4. U unutrasnjosti kvadrata dato je n taiaka. Spajaju se po dve tatke medu
sobom kao i pojedine tatke sa temenima kvadrata, ali tako da se nikoje dve dusi
ne seku dokle god je to moguéno. Koliko se najvise odsetaka na taj nafin moze
konstruisati?

3. RAazZrED

1. Neka je n prirodan broj veéi ili jednak 4. Dokazati da n-tougao odreden
sreditima stranica datog konveksnog n-tougla M ima povriinu koja nije manja od
polovine povréine poligona M.

2. Neka je S proizvoljna tatka u unutradnjosti trougla ABC ¢ije su stranice
a, bi¢. Dokazati da je

A B C_a+b+e
.‘:".flt:lcm2 +SBoos2 +SCcos-2—2-——2——.

Kada vaZi jednakost?
3. Reiiti jednaéinu

(\ﬁ/z’—5z+s+\/§=-5z+s)’+
+ (\ﬁ?—&ws— \/:=-S=+6)‘ = o(=+4)/4,

4. Koji najvedi broj topova se moZe postaviti na dahovskoj tabli 3n x 3n tako
da svaka od tih figura bude pod udarom najvide jedne od ostalih.

4. RAZRED

1. Data je parabola y = 22. Za |zo| > /2 kroz taiku A(zo,z3) parabole
prolaze dve njene normale éija su podnoja B i C, razli¢ita od A. Dokazati da
prava BC seée osu parabole u fiksiranoj tacki koja ne zavisi-od zg.
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2. Rediti jednaéinu 1! 4+ 2! 4 --. 4 z! = y*, gde su z, y i z prirodni brojevi i
z>1
3. Dati su realni brojevi a;,as,..., 6, 2a koje vaii

lajl < M (j =1,2,...,n), ay+az+---+a,=0.

2
Dokazati da je a; + 263 + 3a3 + - - + na, < -’i—M.
4. U nekom druitvu svaka dva poznanika nemaju zajedniékih poznanika,
a svaka dva Zoveka koji se ne poznaju imaju taino dva zajednitka poznanika.
Dokazati da u tom drustvu svi imaju jednak broj poznanika.

SEDAMNAESTO SAVEZNO TAKMICENJE
KRAGUIEVAC, 1976.

1. RAZRED

1. Dato je N objekata od kojih N, ima svojstvo a, N; svojstvo b, N, svojstvo
¢, Ny svojstva a i b, N, . svojstva a i ¢i Ny svojstva b i c. Dokazati da je

3N + N.,l + Nc,e + Nl.e 2 2N¢ + 2Nl + 2”;.

/; Dokazati da se u krug polupreénika 9 ne moie smestiti 400 tataka, tako da
rastojanje izmedu svake dve tatke bude veée od 1. ;

3. Dokazati da za 3 realna broja &iji je proizvod jednak 1 i &iji je zbir strogo
vedi od zbira njihovih reciproénih vrednosti, vaZi: Postoji tafno jedan medu tim
brojevima koji je veci od 1.

B 4. Na obali reke nalazi se mesto A, a
nizvodno od njega, dalje od obale, nalazi
se mesto B. Odrediti na kom mestu treba
izgraditi pristaniSte C, da bi transport iz A
u B, preko C, bio najjeftinjji, ako se zna da
je cena transporta rekom dva puta manja

nego kopnom. Pretpostavija se da su tok

c Sl. 1 reke i put iz C u B pravolinijski, sl.1.

>0

2. RAZRED
1. Izraunati zbir

TS T i
WT+1V/2 324243 100+/99 + 99/100°

2. Dat je pravilan Sestougao &ija stranica ima dufinu a. SluZeéi se samo
lenjirom konstruisati duZ a/n,zan =2,3,4,....
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3. Dat je trougao ABC s dufinama stranica @ = BC, b = CA, ¢ = AB.
Odrediti tacku P unutar tog trougla, tako da je vrednost izraza az® + by* + cz*
minimalna, ako su z,y, z rastojanja taéke P redom od pravih BC, CA, AB.

4. Odrediti najveéi broj deljiv sa 11 &ije su sve cifre razliite.

3. RAZRED
1. Akojea>l,b>1,c>1iliﬂ<a<l,ﬂ<b<l,l]<c<l, dokazati da

vaii nejednakost ; ; 5
log, a +!§Eb, +lo§! > 9 .
a+b  b+c  e+a Ta+b+tec
2. Ako su a, B, 7 uglovi netupouglog trougla, dokazati da je

sina +sinf+siny > cosa + cos f + cos .

3. Odrediti maksimalnu vrednost odnosa zapremina lopte i oko nje opisane
kupe.

4. Dat je skup S od n tataka u ravni (n > 2) sa svojstvom: ako A,B € S,
onda postoji C € S tako da je trougao ABC jednakostrani¢an. Koliki moige biti
broj n?

4. RAZRED

1. Neka je S skup svih tataka u ravni sa celobrojnim koordinatama u datom
pravouglom koordinatnom sistemu. Dokazati da za svaki prirodan broj n postoji
krug sa centrom (\/5, 1/3), koji u svojoj unutradnjosti sadrii tatno n tataka skupa
S.

2. Zatvorene konveksne krive C},Cj imaju obime 1,23, gdeje z; +z2 =d =
const i sli¢ne su krivim C;, C; koje imaju obime Oy, 0; i povriine p;, pz. Odrediti
), 22, tako da je zbir povrsina koje ogranitavaju krive Cj, C; minimalan.

3. Dati su skupovi celih brojeva:

A= {61,82,...,an}, B={bbs...,0}

tako da postoje elementi z € A iy € B za koje vaii z = y (mod 2n). Dali
uvek postoje neprazni skupovi A’ C A i B’ C B takvi da ie zbir elemenata iz A’ i
elemenata iz B’ deljiv sa 2n7

4. Grad ima kvadratnu mrefu sa'm ,horizon-
talnih“ i n ,vertikalnih“ ulica, vidi sliku 2. Kolika
je najmanja duZina dela mree koji treba asfalti-
rati, tako da se od svake raskrsnice do bilo koje
druge moze stici asfaltom?

Sl 2.
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MALA OLIMPIJADA 1976.

1. Dokazati da za dati konveksan mnogougao povriine P i obima S postoji
krug polupreénika P/S koji je u njemu sadrzan. _

2. Dato je 2n + 1 celih brojeva sa svojstvom: ako se izdvoji bilo koji od njih,
preostalih 2n brojeva mogu se podeliti na dve grupe po n brojeva, tako da je sbir
brojeva u jednoj jednak zbiru brojeva u drugoj grupi. Dokazati da su svi dati
brojevi medusobno jednaki.

3. Odrediti najmanju i najveéu vrednost funkcije

ar® + by az? 4 bt?
az 4 by az+ b’

f(z,y,2,1) = (a>0,b6>0),

uz uslove z4+z=y+t=1, =z,9z,120.

OSAMNAESTO SAVEZNO TAKMICENJE
VELENIE, 1977.

1. RAzZRED

1.) Odrediti celobrojna redenja jednaéine p(z + y) = zy, gde je p dati prost
broj.

2. Neka su a, b i ¢ prirodni brojevi i a® + b? = ¢*. Dokasati da je broj abe
deljiv sa 60.

3. Na stranicama kvadrata ABCD nalase se tatke P, Q i R koje dele njegov
obim na tri jednaka dela. Dokazati da je zbir dufina dufi PO, QO i RO najmanji
moguéan, ako je jedna od tafaka P, Q i R srediite stranice kvadrata na kojoj se
nalazi. (Tatka O je centar kvadrata.)

4. Da li se dve ploge 5 x 5, prislonjene
Jedna uz drugu kao na slici 3, mogu pokriti
dominama 2 x 1 (jedna domina pokriva dva
susedna polja)?

2. RAazrED
1. Rediti u skupu realnih brojeva jednaéinu

3=J2—1+J-l.
E4 F 4

2. Na stranicama AB, BC i CA trougla ABC date su tatke P, Q i R, takve
da je

AP=)AB, BQ=ABC, CR=ACA, (1/2<A<1).
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Dokazati da obim trougla PQR nije veci od obima trougla ABC pomnoienog bro-
- jem A.
3. Dato je 20 prirodnih brojeva a;,a3,a3,...,830, takvih da je

g <az<azg<---<azp <70

Dokazati da medu raglikama a; —az (j > k) postoje bar Zetiri medusobno jednake.
4. Dokazati da za svaki prirodan broj n > 1 vaii nejednakost:

351709 2n—-1
<z g g g gy <V

5. RAZRED

1. Neka je k prirodan broj i ay,a2,...,a; pozitivni brojevi manji od 1.
Dokazati da vadi nejednakost :

Vi +(1—a0) e +(1-a5)+ -+

+ a%i-l+(l-n=l‘)z+\/agi+(l-“ﬂl)=Zk\/i,

2. Odrediti sve prirodne brojeve &iji je kvadrat jednak petom stepenu zbira
njegovih cifara (u dekadnom zapisu).
3. Krug upisan u pravougli trougao sa hipotenuzom duiine ¢ dodiruje krakove
oétrog ugla u tatkama M i N. Dokazati da je MN < 2¢V/3/9.
4. Neka je D skup dijagonala pravilnog 100-ugaonika. Da li postoji podskup
E skupa D sa sledeca tri svojstva:
1) Nikoje dve dijagonale iz skupa E nemaju zajednickih unutrainjih tacaka.
2) Iz svakog temena 100-ugaonika polazi paran broj dijagonala iz skupa E.
3) Dijagonale iz E dele 100-ugaonik na trouglove.

4. RAZRED

1. Nekajen > 2ia; =n!+j,2aj € {1,2,...,n}. Dokazati da za svaki broj
k € {1,2,...,n)} postoji bar jedan prost broj p, takav da je broj a; deljiv sa p, a
nijedan od brojeva a;,8@32,...,8k-1,08k41,..-,8n Rije deljiv sa p.

2. Dokazati da povriina kvadrata koji se ceo nalazi unutar datog trougla nije
veéa od polovine povriine trougla.

3. Na koliko se naéina broj 6k (k € N) mo#e napisati kao zbir tri prirodna
broja? Zapisi koji se razlikuju samo u redosledu sabiraka smatraju se istim.

4. U ravni je dat skup S od 100 taéaka. Dokazati da postoji konaéno mnogo
krugova za koje vaii:

1) Svaka tagka iz S je sadriana u unutrasnjosti nekog kruga.
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2) Krugovi su disjunktni i rastojanje izmedu svaka dva kruga je strogo vece
od 1. (Rastojanje d izmedu dva disjunktna kruga ky i ks prikazano je na slici 4.)
3) Zbir preénika tih krugova je strogo manji od 100.

d
Sl. 4.

MALA OLIMPLJADA 1977.

1. Odrediti skup svih red#‘ih brojeva a sa slede¢om osobinom: Za svaki pozi-
tivan broj ¢ postoji raslomak = (m € Z,n € N) razlitit od a, za koji je
e
a——| < —.
nl n
2. Odrediti sve estorke (p, g, , z, ¥, z), tako da su p, g, r prosti brojevi, a z,y,
prirodni brojevi i da vadi p** = ¢'r* + 1. _
3. U trouglu ABC vaii relacija 2 BC = AB + AC. Dokazati:
a.}'IbmeA,nedi!taMiNstnnianBiAC,mtuSupiamogkmgai
centar O opisanog kruga pripadaju istom krugu k.
b) Prava T'S, gde je T teiidte trougla ABC, jeste tangenta kruga k.

DEVETNAESTO SAVEZNO TAKMICENJE
Beéiéi, 1978.

1. RAZRED
1. Odrediti vrednost izraza

1 1 1
- 1+z+zy+1+y+yz+l+:+zz’

ako za realne brojeve z, y i z vadi zyz = 1.

2. Odrediti sve prirodne brojeve koji su 33 puta veéi od zbira svojih cifara.

3. Neka su AA,, BB,, CC, paralelne tetive nekog kruga. Talke A, B, C
su simetri¢ne tackama A;, By, C; redom, u odnosu na sredista dufi BC, CA, AB.
Dokazati da su tacke A’, B, C' kolinearne.

4.) Tablica 9 x 10 je najpre pokrivena dominama 2 x 1, a zatim su domine
izmeZane. Dokazati da se tablica ne moie ponovo pokriti tim dominama, tako da
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svaka domina koja je u prvom pokrivanju bila u horizontalnom poloZaju u drugom
bude u vertikalnom i obrnuto.

2. RAZRED
1. Da li postoje realni brojevi a,b, ¢, d takvi da:
1° jednatina az? + bdz + ¢ = 0 ima rasliZita realna redenja z, i z;.
2° jednatina bz? + cdz + a = 0 ima razliita realna redenja z, i zs.
3° jednatina cz? + adz + b = 0 ima razliita realna redenja z3 i ;.
2. Neka je S podskup skupa realnih brojeva takav da vaie sledeéi uslovi:
a) ZCS,
b) vV2+v3€S,
¢c) Iz z,yeS sledi z+y€S, zy€eS.

1 .
Dokazati d 5.
Y
3. Dat je tetvorougao ABCD. Neka je E tatka na pravoj DB takva da je
AE || DC, a F tafka na pravoj AC takva da je DF || AB. Dokazatida je EF || BC.
4. Nekasu A;, Aj,..., A, taike jedne uvnihkndujenazjveéeodrutojanja

A;A; (i # j) jednako 1, a najmanje d. Dokazati da je d < —

3. RAzrED
1. Odrediti sve prirodne brojeve n za koje postoji polinom P, (z) n-tog stepena
#a celobrojnim koeficijentima, takav da je u n rasli¢itih celobrojnih taéaka jednak
n, a u nuli jednak nuli.
2. Dokazati da je ceo broj r > 2 slofen, ako i samo ako je tafno bar jedno od
sledeéa dva tvrdenja:
a)sanekos € {2,3,...} jer=2% u
b) sa neke u,v € {3,4,...} (U< V) jer= i{?ﬂ-—u-}-l).
3. Neka je T teiilte, a O proisvoljna tatka u trouglu ABC. Akosu A,, B;,
C; tatke preseka prave OT sa pravim BC, CA, AB redom, dokasati da je

OA; 0B, -0C, <TA, -TB, -TC,.

4. U ravni je dato n tafaka A;, Ay,...,An. Ako je A;A; > 1, za svako
i,j € {1,2,...,n}, gde je i # j, dokaszati da broj dudi A;A; dufine jednake 1 nije
vedi od 3n.

4. RAZRED
1. Neka je n prirodan broj. Oznaiimo sa p; broj nenegativnih celih redenja
jednaéine kz + (k+ 1)y=n—k+ 1. Isralunati p; +p2+ -+ Pas1-
2. Nekajea+ (n—1)d, n = 1,2,... aritmetiZki niz sa raslikom d > 0.
Dokazati da je a/d racionalan broj, ako i samo ako se iz tog niza mode izdvojiti
skt Dodniz.
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3. Neka je P C N, takav da vaie sledeéa dva uslova:
1) a€ PbeP=a+beP;
2) (VgeN)g>1=(3c€ P)c=0 (mod g).
Dokazati da je N\ P konaéan skup.
4. Neka je a > 3 i neka je P,(z) polinom n-tog stepena sa realnim koeficijen-
tima. Dokazati da je

oJPEX. la* — Pa(i)] > 1.

MALA OLIMPIJADA 1978.

1. Odrediti sve cele brojeve z,y, z takve da je z%(2? 4+ y) = y**+1.
2. Neka je ko jedini¢ni polukrug nad preénikom AB, a k; krug polupreénika
ry = 1/2 koji dodiruje kg i AB. Krug k., polupreénika r,,; dodiruje kj,, ko i
AB. Dokazati: q 6
a) Za svako n € {2,3,...} vaii: -+ =——4.
Tntl Tn-1 Tn
b) 1/r, je ili kvadrat parnog prirodnog broja ili dvostruki kvadrat neparnog
prirodnog broja.
3. Neka je F familija podskupova skupa od n elemenata, takva da nijedan
njen &lan nije podskup nekog drugog njenog &lana. Dokazati da familija 7 moZe

[»/2]

imati najvise élanova.

DVADESETO SAVEZNO TAKMICENJE
Nov! Sap, 1979.

1. RAZRED

1. Odrediti realne brojeve z,,z3, 3, 24, 5 za koje je 2; < 23 < 23 < 24 < 75,
ako su poznati zbirovi 51, 53,...,510 po dva od tih brojeva, pri éemu je

S <8 <---< Sp.

2. U krug k je upisan sedmougao &ija su tri ugla jednaka 120°. Dokazati da
su bar dve stranice ovog sedmougla jednake.

3. Da li se u krug polupreénika 1 moZe smestiti izvestan broj krugova, tako da
nikoja dva od njih nemaju zajedni¢ku unutrasnju tacku i da im je zbir polupreénika
jednak 19797

4. Za koje prirodne brojeve n je zbir cifara broja n! jednak 9?7
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2. RAZRED

1. Neka su taéke P i M na stranicama DC i BC kvadrata ABCD, takve da je
PM tangenta kruga sa centrom A i polupreZnikom AB. Dalje, neka su Qi N tacke
preseka pravih PA i M A sa dijagonalom BD. Dokazati da tatke P,Q,M,N,C

pripadaju jednom krugu.
2. Ako je z > y > 0, dokazati da je

4
+ — 21
(z=v)y+1)* =
3. Naéi sva razlaganja broja 2001 u obliku zbira 1979 kvadrata prirodnih
brojeva.

4. Neka je dat niz m+ n kuglica, gde su m i n uzajamno prosti brojevi. Prvih
m kuglica tog niza premestimo u istom poretku iza preostalih n, pa postupak
ponavljamo sa tako dobijenim nizom. Dokazati da se posle nekoliko koraka prva

kuglica moZe dovesti na bilo koje (unapred odredeno) mesto u nizu.

3. RAZRED
1. Dati su polinomi sa kompleksnim koeficijentima

P(z)=z"+4+a1z" ' +---+ 6, samulama z),23,...,2, |
Qz)=z"+bz" ' +.--+b, sanulema z},z3,...,z2.

Akosu a;+as+as+- -+ i ag+aq+as+- - - realni brojevi, dokazati da je by +b2+- - -+b,,
takode realan broj.

2. Dati su pravilan tetraedar ivice a i pravilna Zetvorostrana piramida (osnova
je kvadrat, a sve ivice su jednake) takode ivice a. Razrezati ova tela i od dobijenih
delova sastaviti kocku.

3. Neka su z;,73,...,2, kompleksni brojevi. Dokazati da se mogu izabrati
prirodni brojevi iy,1s,...,ik, takodaje 1 <ij <ia < < <mi

1 el
|zl'| +z,+--+ zl'a' b Eﬂhl"" lzal +---+ 'znl)-

4. Na svim crnim poljima prvih 3est redova
=& sahovske table nalaze se pesaci, sl.5. U svakom
x =l =l potezu pesak preskaée jednog od pedaka koji mu

x| 1%l 1x| % je susedan po dijagonali i time se pomera za dva
x| [x| [x] |x polja po dijagonali dolazeéi na slobodno polje, a
LIS L preskoéeni pedak se sklanja sa table. Da li se moze

L igrati tako da posle nekog broja poteza na tabli
ostane samo jedan pedak?
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4. RAZRED
1. Dokasati da ne postoje prirodni brojevi n i p > 5, takvi da vadi

(p-1)'+1=p"

2. Da li postoje brojevi a,b > 0 takvi da je
a) a,b¢QicteQ?
b) a,b,a*¢Q?
¢) a€Qiba®¢Q?

3. Neka su A, B,C tri rasliite tatke kruga, P povriina trougla ABCi P
povréina trougla odredenog tangentama u A, BiC. Nadi graniénu vrednost odnosa
P, : P, kada je tatka A fiksirana, a B i C teie taZki A po luku kruga, tako da je
uvek B# C.

4. Isti kao 3. zadatak za 3. razred.

MALA OLIMPIJADA 1979.
1. Dokazati da za raslitite prirodne brojeve ay, a3, ...,an vaii nejednakost
(ay+a2+--+a)? Sal+ai+---+a3.

2. Naéi sve prirodne brojeve n, gde je 1 < n < 1979, koji zadovoljavaju sledeci
uslov: Ako je m prirodan broj, 1 < m < n i (m,n) = 1, onda je m prost broj.

3. Data su dva kruga obima 1979. Na prvom je oznafeno 1979 tadaka, a na
drugom nekoliko lukova tako da je zbir dufina svih tih lukova manji od 1. Dokazati
da se drugi krug mode postaviti na prvi tako da nijedna od oznafenih taZaka ne
pada u oznaéeni luk.

DVADESETPRVO SAVEZNO TAKMICENJE
Kumrovec, 1980.

1. RAZRED

1. Cena olovke je ceo broj para. Ukupna cena 9 olovaka je veta od 11, a manja
od 12 dinara; dok je ukupna cena 13 olovaka veéa od 15, a manja od 16 dinara.
Kolika je cena jedne olovke?

2. Dati su brojevi 1,12,123,...,1234567890, 12345678901, .. .. Svaki broj
dobija se iz prethodnog tako 3to mu se dopide sledeéa cifra, pri Zemu posle 0 dolasi
1, posle 1 dolazi 2, ..., posle 9 dolazi nula. Dokazati da je bar jedan od tih brojeva
deljiv sa 1981.

3. Neka je D tatka na stranici BC datog trougla ABC, takva da je DC =
2 BD. Odrediti ostale uglove trougla ABC, ako je ZABC = 45°, LADC = 60°.
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4. Grad ima 1980 raskrsnica, a u svakoj od njih sastaju se po tri ulice. Pos-
toji kruina autobuska linjja, koja prolasi kroz svaku raskrsnicu taino jedanput.
Odluéeno je da se u svakoj ulici zasade stabla samo jedne od ovih vrsta drveéa:
kesten, breza i lipa. Dokazati da se to mode uéiniti tako da se u svakoj raskrsnici
sastaju tri drvoreda razliZitih vrsta.

2. RAZRED

1. Odrediti sve cele brojeve z tako da 22 + 3z + 24 bude potpun kvadrat.

2. U dati romb ABCD upisan je krug. Neka tangenta tog kruga sece stranice
BC i CD u tatkama M i N. Dokazati da je povriina trougla AM N konstantna.
3. Stranica kvadrata K ima dufinu 7. Mode li se taj kvadrat pokriti sa 8
kvadrata Eije stranice imaju dufinu 3,
a) uz uslov da su stranice tih kvadrata paralelne odgovarajuéim stranicama
kvadrata K;
b) bez tog uslova.
4. Za prirodne brojeve ay, a3, ... ,a19, b1, b3, ..., by vadi

1<a; <a3 <---<ag <200, 15b1<h<"-<h15200-
Dokazati da se medu njima mogu izabrati brojevi a;, a;, by, by, tako da vaii

a;<aj, by<b;, aj—a;=0b—0b,.

3. RAZRED
1. U skupu prirodnih brojeva refiti jednaéinu z*—* = (6 —z)'~—=.
2. Dato je 18 duii za &ije dufine z;,23,...,213 vadi

1<z <z3< - <213 < 1980.

Dokazati da postoje tri od tih duii koje mogu biti stranice trougla.
3. Neka je S presek dijagonala konveksnog Zetvorougla ABCD. Ako je
LSAB = /SBC =30°, {SCD = /SDA=45",
odrediti ugao izmedu dijagonala datog etvorougla.
4. Odrediti sve polinome oblika a,z" + @n-12"~! + --- + a1z + ag, gde je
a; € {-1,1} ( =0,1,2,...,n), koji imaju samo realne nule.

4. RAZRED
1. Data je elipsa parametarskim jednaZinama

r=acost, y=bsint, a#b.
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Dokazati da tacke &iji su parametri t;, t3,13,14 pripadaju jednom krugu, ako i samo
ako postoji ceo broj k za koji je t; + 13 + 13 + 14 = 2kx.

2. Neka je S skup koji se sastoji od n realnih brojeva i T skup zbirova od po
k razlicitih brojeva iz S, gde je n > k. Dokazati da skup T sadr#i bar k(n — k) + 1
elemenata.

3. Dat je prirodan broj a. Niz (a,) odreden je na sledeéi naéin: ap = a; ako je

an =co+ 10¢; + -+ - + 10%¢y,
gde cg,¢y,...,¢ € {0,1,...,9}, onda je
Gn41 =260+ €1 + 103 + -+ - + 1051y,

Koji se brojevi u nizu (a,) pojavljuju beskonaéno mnogo puta?
4. Data je funkcija f : [0,1] — [0,1], takva da 0,1 € f([0,1]) i da za sve

z,y € [0,1] vai
e = £2)] + v = S
2

1f(z) - f(W) <
Dokazati da postoji taZno jedan broj z € [0, 1] takav da je f(z) = =.

MALA OLIMPLIADA 1980.

1. Krugovi & i I seku se u tatkama P i Q. Neka je A proizvoljna tatka kruga
k, razli¢ita od P i Q i neka prave AP i AQ seku krug [, redom, jos u tatkama B i
C. Dokazati da prava odredena visinom iz temena A trougla ABC sadrii fiksiranu
tatku koja ne zavisi od tatke A.

2. Neka su a, b, ¢ celi brojevi i m prirodan broj veéi od 1. Ako je
a"+bn+c¢c=0 (mod m),

za svaki prirodan broj n, dokaszati da je 4> = 0 (mod m). Da li mora biti b = 0
(mod m)?
3. Dat je niz (z,) &iji €lanovi zadovoljavaju relaciju
zl+a

Zn4y = Fa— za né€EN.
s

Ako su zo, z; i (z} + z} + a)/(zoz,) celi brojevi, dokazati da su svi &lanovi niza
(zn) celi brojevi.
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DVADESETDRUGO SAVEZNO TAKMICENJE
OnriD, 1981.

1. RAZRED

1. Prirodni brojevi a, b i ¢ su takvi da su a + ¢ i b + ¢ kvadrati uzastopnih
prircdnih brojeva. Dokazati da su ab+c i ab+ a+ b+ ¢ takode kvadrati uzastopnih
prirodnih brojeva.

2. Iz jednog temena ostrouglog trougla konstruisana je visina, iz drugog sime-
trala ugla, iz treceg teZidna duf. Njihove preseéne tafke su temena novog trougla.
Dokazati da taj trougao ne moZe biti jednakostraniéan.

3. Prva Zetiri Elana jednog niza su 1,9,8,1. Svaki sledeéi &lan niza jednak je
poslednjoj cifri zbira prethodna éetiri &lana.

a) Da li se u nizu pojavljuje éetvorka 1,2,3,47
b) Da li se u nizu nekad ponovi polazna Zetvorka?

4. Jedan mis gricka parée sira u obliku kocke sa ivicom 3. Kocka sira podeljena
je na 27 manjih kockica sa ivicom 1. Mis gricka sir na taj naéin sto poéinje sa
kockicom u jednom od temena. Pojevsi celu kockicu, prelazi na susednu, koja sa
tek pojedenom kockicom ima zajednitku stranu. Da li mi# moZe pojesti celo parée
sira tako da poslednja kockica koju pojede bude ona u centru kocke?

2. RAZRED

1. Neka su a, b i ¢ celi brojevi i @ > 0. Pretpostavimo da jednagina az? +
bz + ¢ = 0 ima dva razli¢ita redenja u intervalu (0, 1). Dokazati da je @ > 5 i nadi
primer takve jednaéine za a = 5.

2. Jedan konveksan Zetvorougao podeljen je dijagonalama na Eetiri trougla
¢ije se povriine izraiavaju celim brojevima. Dokazati da je proizvod ta Zetiri broja
potpun kvadrat.

3. Nadi sve parove celih brojeva (z,y) za koje vaii

v —z(z+1)(z+2)(z+3) =1

4. Skup {1,2,3,...,100} razbijen je na 7 medusobno disjunktnih podskupova.
Dokazati da postoje brojevi a, b, ¢, d, koji®pripadaju istom podskupu, medu kojima
ima bar tri razli¢ita broja i za koje vadi a + b = ¢ +d.

3. RAZRED

1. Dokazati da se za svaki prirodan broj n, broj tg?" 15° + ctg®® 15° moie
napisati kao zbir kvadrata tri uzastopna prirodna broja.

2. Sa iste strane duzi PQ konstruisana su tri sliéna trougla KPQ, QLP i
PQM, takva da je

ZQPM = /PQL=a, ZPQM =/QPK =8, LPQK =/QPL =+,
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pri éemu je a < B < 7. Dokazati da je trougao KLM sli¢an sa prva tri.

3. Neka je S; niz prirodnih brojeva 1,2,3,... . Definisemo niz Snt1 (n =
1,2,3,...) pomou niza S,, poveéavajuéi za jedan one &lanove niza Sn koji su
deljivi sa n. Tako, na primer, S; je niz 2,3,4,5,6..., S5 je niz 3,3,5,5,7,7,....
Dokazati da je u nizu S, taéno prvih n — 1 élanova jednako n, ako i samo ako je n
prost broj.

4. Nekasu Ay, As, ..., Ayses podskupovi konatnog skupa M takvi da je |4;| >
}IM] 2a 1 < j < 1066. Dokazati da postoje elementi z;,22,..., %10 iz M, takvi
da svaki A; sadrii bar jedan od elemenata 2y, 23, ..., %10 (Sa |S| je oznaéen broj
elemenata skupa S.)

4. RAZRED

1. Prava deli trougao na dva dela jednakih povrdina i obima. Dokazati da ona
prolazi kroz centar upisanog kruga tog trougla.
2. Neka su a i b pozitivni realni brojevi. Naéi minimum izraza

z4+y
1+zy

ako su z i y kompleksni brojevi, takvi da je |z| = a, |y| = b.

3. Neka je F, = a"sinnA+b"sinnB + ¢" sinnC, gde su a,b,¢, A, B,C realni
brojevi, a A+ B + C je ceo umnozak broja x. Dokazati da iz F; = Fy = 0 sledi da
za svaki prirodan broj n vaii F, = 0.

4. Skup S = {1,2,...,n} je prvi put razbijen na m, a drugi put na m +
nepraznih podskupova, pri &emu je k > 0. Dokazati da se bar k+1 element skupa
S prvi put nalazio u brojnijem podskupu nego drugi put.

MALA OLIMPIJADA 1981,

1. Dat je prirodan broj n > 3. Za n-totlani skup S realnih brojeva oznatimo
sa A(S) skup svih strogo rastuéih troglanih aritmetickih nizova sastavljenih od
elemenata skupa S. Koliko najvise elemenata moie imati skup A(S)?

2. Unutar konveksnog etvorougla ABCD postoji takva tatka S da duzi
SA,SB,SC,SD dele taj éetvorougao na Zetiri dela jednakih povriina. Dokazati
da jedna od dijagonala tog Zetvorougla polovi drugu.

3. Neka su a i b nenegativni celi brojevi. Dokazati da je 5a > 7b, ako i samo
ako postoje nenegativni celi brojevi z, y, z, ¢ takvi da je

z4+2y+3z2+Tt=a,
y+2:+5t=0b.
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DVADESETTRECE SAVEZNO TAKMICENJE
SARAJEVO, 1982,

1. RAZrRED

1. Ako za prirodne brojeve a,b,¢,d vaii (a + b)2 +a = (c + d)? + ¢, dokazati
dajea=cib=d.

2. Dato je n sijalica (n > 13) od kojih svaka ima svoj prekidaé. Dozvoljeno je
Jednovremeno promeniti stanje taéno 13 sijalica. U poZetnom trenutku neke sijalice
su upaljene, a neke nisu.

a) Da li se mogu pogasiti sve sijalice?
b) Koliko je najmanje koraka za to potrebno, ako je n = 111 i ako su u
pocetku sve sijalice upaljene? : _

3. U ravni je dato Sest krugova, takvih da centar nijednog od njih nije sadrian
u uniji preostalih pet. Dokazati da je presek tih krugova prazan.

4. Neka se prave odredene naspramnim stranicama AB i CD konveksnog
getvorougla ABCD seku u tagki W i neka su X i Y sredista dijagonala AC i BD.
Dokazati da je Papcp = 4Pxyw.

2. RAZRED

1. Odrediti skup S sa najmanjim brojem elemenata za koji vase sledece tri
osobine:
a) Sc{0,1,2,3,...};
b) 1981¢ S;
c) Akoz,y,z € S, onda ostatak pri deljenju broja z +y+ z sa 1982 takode
pripada skupu S.
2. Kroz ortocentar trougla ABC konstruisana je prava I. Dokazati da se prave
njoj simetri¢ne u odnosu na stranice trougla seku na krugu opisanom oko trougla
ABC.

3. Neka su k, n i ay,ay,...,a; prirodni brojevi za koje vasi

n-;-l]-

g <a<--<ap<n, k)[

Dokazati da postoje brojevi i i r, takvi da je a; + a; = a,. i
4. Odrediti realne brojeve a i b, tako da za proizvoljna dva realna broja uiv

vagi:
|22 —uz —v| > maxl'lzz-az—b[.

max
0<z<1 0<s<
3. i 4, RAZRED

1. Odrediti sve polinome p(z) sa celobrojnim koeficijentima, takve ds za svaki
realan broj z vadi 16 p(z?) = [p(2z)]°.
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2. Dokazati da je

Ytglo tg20 .. -tgd4° < tg22°30' < ?L-(tgl'+tg2'+---+tsﬁ°).

3. Neka je M skup svih taéaka u ravni sa celobrojnim koordinatama i S neki
njegov podskup. Za preslikavanje f : § — S kalemo da je ,susedno®, ako je f
bijekeija i za svako P € S, tatke P i f(P) su susedne. Ako postoji ,susedno
preslikavanje f : § — S, dokazati da postoji i ,susedno” preslikavanje g : S — S,
koje zadovoljava uslov g(g(P)) = P za svako P € §.

4. Dokazati da postoji taino jedna Eetvorka (z,y, z,1) prirodnih brojeva sa
sledeéim osobinama:

a) l<z<y<z<i
b) proizvod bilo kojeg od tih brojeva uveéan za 1 deljiv je Zetvrtim brojem.

MALA OLIMPIJADA 1982.

1. Neka je p prost broj veéiod 2. Za k = 1,2,...,p~1 oznaéimo sa a; ostatak
pri deljenju broja £? sa p?. Dokazati da je
P -

Gtag+--+ap = 2

2. Naéi sve polinome P,(z) oblika
Pa(z) = nlz” + 6p1z” ' + - -+ a1z +(-1)"n(n + 1),
sa celobrojnim koeficijentima, za &ije korene z,, 23, ..., 2, vadi
zp €[k,k+1), 23 k=12,...,n
3. Dati su realni brojevi z; > 1 (i = 1,2,...,2n). Dokasati da interval [0,2]

sadrii najvise (2:) gbirova oblika a1 z) + @373 + - - - + Q2mZ3m, gde a; € {-1,1},
i=12,...,.

DVADESETCETYR:TO SAVEZNO TAKMICENJE
PRISTINA, 1983.

1. RazrED

1. Odrediti sve prirodne brojeve n koji imaju osobinu da se koristeéi taZno
jednom svaku od cifara 0,1,2...,9 mogu napisati brojevi n® i nf.

2. Tablica od 1983 reda formira se na sledeéi nadin: U prvi red upisuju se
redom brojevi 1, 9; 8, 3; zatim se ispod svakog broja upisuje zbir ostalih brojeva















































































































































































































































































































































































































































































































































































































