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ZADACI SA VI SAVEZNOG TAKMICENJA

VII RAZRED

1. Zbir (zbroj) Sest uzastopnih prirodnih brojeva, od kojih ni jedan nije
deljiv sa 7, deljiv je sa 21, a nije deljiv sa 42. Dokazati.

Odrediti Sest takvih brojeva, tako da njihov zbir bude éelvo.rocifrcn (Cet-
voroznamenkast) broj i da predstavlja kvadrat nekog prirodnog broja. ‘

2. Odrediti onaj dvocifreni (dvoznamenkast) broj Ifoji_jc j;dnlalf zbiru kuba
vrednosti cifre (znamenke) desetice i kvadrata vrednosti cifre jedinice tog dvo-
cifrenog broja. e

3. Pet duzi (duZina) konstruisane su iz zajednitke talke A. Zatim je iz
nekih od slobodnih krajeva ovih duZi (ne iz tatke A) konstruisano pet novih
duzi i tako je ponovljeno vife puta. Na kraju je neko izbrojao sIo_l}qdne krajeve
i natao da ih ima 700. Utvrditi i obrazloZiti da li je u brojanju nacinjena greska.

20

] 4. Dat je romb ABCD sa uglom (kutom) <xBAD=60°. Simetrale uglova
izmedu dijagonala seku stranice romba u tackama M, N, P i Q.

a) Kojoj klasi etvorouglova (Cetverokutova) pripada ¢etvorougao MNPQ?
Zakljutak obrazloziti (dokazati). ;

b) Ako tacka M pripada stranici 4B, izracunati razmeru AM:MB.

c) Naci razmeru onih odsefaka vede i manje dijagonale romba, koji leze
van Cetvorougla MNFPQ.

5. Duz AC=a svojom unutrainjom tackom B podeljena je u odnosu 3:2.
Nad duzima AB i BC, sa raznih strana u odnosu na duZ 4AC, konstruisani
su kvadrati ABDE i CBFG. Neka su O i O, preseci dijagonala ovih kvadrata.
U kojoj razmeri stoje povriina ¢etvorougla OQ, CD i povriina kvadrata kome
je stranica duz AC?

VIll RAZRED

1. Elementi tro¢lanog skupa A={a, b, ¢} su ma koji stepeni nekih (ma
kojih) prostih dvocifrenih brojeva manjih od 20, Dokazati da medu elementima
skupa 4 postoje dva broja, takva da je zbir (zbroj) ili razlika (diferencija) ta
dva broja deljiva sa 5.

2. Odrediti brojeve x, y i z za koje je

4x2+9)y*+1622—4x—6y—8z+3=0.

3. Pri izradi jednog metalnog klina otpaci ¢ine 12,5% od upotrebljenog
materijala. Na taj na¢in, od jednog komada metala nacinjeno je taéno 100000
komada takvih klinova. Svi dobijeni otpaci su ponovo izliveni u jedan komad i
od njega su na isti nadin izradeni potpuno isti takvi klinovi. Ovaj postupak se
ponavlja sve dotle dok je moguée od otpadaka izraditi bar jedan klin.

Koliko je ukupno dobijeno klinova (raunajuc¢i 1 prvih 100 000 klinova)?
4. Posmatra¢ vidi stijenu (duZ — duzZinu) 4B iz dvije tatke C i D, medu

kojima je rastojanje 300 m, pod uglovima od 30°. Pravci (prave) 4D i BC oko-
miti (normalni) su medusobno.

Izracunati duljinu (duZinu) stijene AB.
5. Osnovne ivice (bridovi) kvadra (pravouglog paralelepipeda) odnose se

kao 4:3, dijagonale boénih strana odnose se medusobno kao [/20: )13, a po-

Eriina dijagonalnog preseka odnosi se prema zapremini (volumenu) kvadra
a0 2:1,

Izraunati povrSinu (oplodje) i zapreminu (volumen) ovog kvadra.

Resenja zadataka
VII RAZRED
5 1. TraZeni brojevi sw: Tan+1, 7n+2, Tn+3, Tn+4, Tn+5 i Tn+é.
Njihov zbir (zbroj) $=42n+21=21(2#+ 1) otigledno je deljiv sa 21, a pri de-

Ijenju sa 42 daje ostatak 21, tj. nije deljiv sa 42. Da bi zbir bio kvadrat pri-
rodnog broja, mora biti 22+ 1=21 k2, gde je k neparan broj. Da bi ovaj zbir

21
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bio Cetvorocifren (Cetvoroznamenkast) broj, mora biti k2 vede od 2 i manje od
23. To je moguce jedino ako je k2=9. Sada dobijamo: 2n+ 1=214%= 189, pa
Je n=94. TraZeni brojevi su: 659, 660, 661, 662, 663 i 664.

] 2. Neka je traZeni broj ab (a#0). Tada je 10 a+b—a*+ b, odakle do-
bijamo: 10 a—a’=b2—b, odnosno: a(10—a? = b (b—1). Ocigledno je ac (1, 2, 3}.
Za a-1 dobijamo: 9=b(b—1)iza a=3 dobijamo: 3 =b(b—1). Kako je b (b—1)
proizvod dva uzastopna prirodna broja, a 9 i 3 to ne mogu biti, zakljuujemo
da je a%1 i a#3. Za a=2 dobijamo: 12=b(b—1), §to je moguée jedino za
b -4, TraZeni broj je 24.

3. Neka je iz bilo kojeg slobodnog kraja konstrui-

A sano novih 5 duZi (duZina) (sl. 1). Tada umesto jednog

slobodnog kraja dobijamo 5 novih slobodnih krajeva,
pa se broj slobodnih krajeva povecao za 4. Svakim no-
vim konstruisanjem duZi iz nekoliko slobodnih krajeva
(nije bitno koliko), broj slobodnih krajeva poveéava se
za 4k (k je prirodan broj). Dakle, vkupan broj slobod-
nih krajeva iznosiée 4n+3, a to ne moze biti 700 ni
S 1 za j_e@an prirodan broj n. Prema tome, u brojanju je
: nacinjena greska.

4. a) 1z podudarnosti (sukladnosti, kongruent-
nosti), trouglova (trokuta) OBM i OBN sleduje da je
OM=ON, a iz podudarnosti trouglova OAM i OAQ
sleduje da je OM=0Q (sl. 2). Na isti nadin je i
OQ = OP. Na osnovu toga zakljuéujemo da je MP— NQ
i poSto je ugao (kut) MON prav (2-45%), sleduje da
Je Cetvorougao (Cetverokut) MNPQ kvadrat (ima jed-
nake dijagonale, koje se polove pod pravim uglom).

b) Trougao (trokut) AMQ je jednakostranilan.
Oznatimo stranicu 4M tog trougla (a ujedno i stra-

D
t"
9"‘
nicu kvadrata) sa x. Tada trougao BRM, koji pred-
stavlja polovinu jednakostraniénog trougla, ima visinu

MR — x[2. Otuda je: MR~MBYV3/2, pa ako stavimo Sl 2
MB~y, dobicemo: x/2~y V/3]2, te je x=p V3. Pre-
ma tome je: AM:MB=x:y=y ) 3:y= V31,

_ ¢) Iz trougla AMQ je: AS=x }3/2=y V3.V3/2=3y/2, a iz trougla BRM
Je BR- /2. Dobijamo ruzmeru AS:BR=3 yf2:y/2=3:1.

E D

5. Cetvorougao 0O, CD sastavlien je od tri
pravougla (pravokutna) trougla, od kojih su OBD i
0, BC Cetvrtine odgovarajuéih kvadrata (sl. 3). Tra-
5 L 1/3\2 1/2 \2 13a2a
zena povrding je P=—|—a) +— —a) t—r—=

4\5 415 25 5
9a* 4a® 64 1 fied o |
-md-:— iod-'r—st?aZ, a to je Cetvrtina povriine

SL 3 kvadra stranice AC=a. TraZena razmera je 1:4.

VIII RAZRED

1. Elementi skupa A su neki stepeni prostih brojeva 11, 13, 17 i 19. Svi
stepeni ovih brojeva zavriavaju se jednom od cifara (znamenki). 1, 3, 7 ili 9.
Posto se skup A sastoji od tri broja, onda se medu ovim brojevima nalazq l_:_ar
dva broja sa istom krajnjom cifrom, ili su sva tri broja sa razli¢itim krajnjim
ciframa. U prvom slucaju razlika (diferencija), a u drugom zbir (zbroj) dva
odgovarajuca broja (3+7 ili 1+9) zavrSava se nulom, a to je deljivo sa 5.

2. Datu jednakost moZemo dovesti na sledeci oblik: 4x1—:$x+l +?y"’-—
—6y+1+162*—8z+1=0, odnosno: (2x—1)*+ (3 p—1)*+(4z—1)*=0. Posto su
kvadrati uvek pozitivni brojevi, zakljutujemo da je ovaj zbir jednak nuli samo
ako su svi sabirci nule. Tako dobijamo: 2x—1=0, 3y—1=0 i 42—1=0, odak-
le je: x=1/2, y=1/3 i z=1/4 8

3. I Refenje: Otpaci iznose 12,5/100=1/8 upotrebljenog mvaterual.a. Pre-
ma tome, od otpadaka dobijenih izradom 100000 klinova moZe se izraditi
100 000:8 = 12 500 novih klinova, sa 1/8 otpadaka. Od novih o}padaka dobijamo
12 500:8 = 1562 klina, sa ostatkom koji iznosi 4;“!_3 jednog klgna. Sada imamo
1566/8 ostatka (1562 +4), pa daljom izradom dobijamo 195 klinova sa ostatkom
6/8. Dalje racunamo: 201:8 =25 (ostatak je 1); 26:8 =3 (qstatak_;e 2). Sada je
ostalo nedovoljno materijala da bi se mogla nastaviti proizvodnja. lzradeno je
ukupno: 100 000 + 12 500 + 1562 4+ 195+ 25 + 3= 114 285 klinova (sa ostatkom 5/8
materijala potrebnog za izradu jednog klina). |

II refenfe. Od otpadaka dobijenih izradom prvih 100 000 klinova (1/8
ukupno potrebnog materijala) izraduju se novi klinovi sve dotle dok je moguce
od otpadaka izraditi bar jedan nov klin. Stoga se moZe smatrati da 10(}‘000
klinova predstavljaju 7/8 od ukupnog broja klinova (sa korekturom za nen:ko—
ris¢eni ostatak materijala). Prema tome, ukupan broj klmoxia je: 100000-8/7=
=800000:7 =114 285 (sa ostatkom 5/7 klina, §to predstavlja 5/8 materijala pot-
rebnog za izradu jednog klina). . _

4. Neka je O preselna tatka pravih AD i BC (sl. 4). Prayfal{gll trouglovi
ACO i BOD predstavljaju polovine odgovarajucih jednakostraniénih trouglova
(imaju unutradnje uglove od 30°, 60° i 90°). Ako uvedemo oznake QA=.\'1
OB =y, dobitemo: OC=x}/3 i OP =y} 3. Iz pravouglog trougla CDO imamo:

/3) +(yV3)2=300* odnosno: 3a%+3)*=90000, odakle izlazi: x>+ y*=
(:3}00())0 g\#)l)ciiut)im, iz pravouglog trougla AORB je x4+ ) =AB* pa je AB

—V ¥+ 7= /30000 - 100}3.

A
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5. N_gka suagib osnovne ivice, d, i d, odgovarajuce dijagonale boénih
strana, 4 dijagonala osnove i A v_isiua_kvadra (sl. 5). 1z datih razmera dobijamo
proporcije: a:b=4:3, d,:d,=}20: V13 i dh:abh=2:1. Odavde jed??:d,2=20:13,
odnosno (a*+ h?): (b2 -+ h*)=20:13 i d:ab=2:1, odakle dobijamo |} @+ #%:ab -

=2:1 ili (@ +b%:0%b*=4:1. Osnovne ivice dobijamo iz prve i poslednje pro-

poqcije, koje posle sredivanja daju jednacine: 45=3a i a®+b*=4a* 2. Smenju-
Juéi & dobijamo; @® + 9a/16 =9 a*/4. Posle skracivanja sa ¢’ dobijamo: a? =25/36,
odnosno a=5/6. Samim tim je b= 5/8. Sada iz (¢* + k2): (b* + #%) = 20:13 dobijamo:
(25/36 + h*):(25/64.+ h*)=20:13, odakle je h*=25/144 odnosno h— 5/12.

Sada izracunamo: P=2ab+2ah+2bh=7325/144 i V - abh - 125/576.
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