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MATEMATICKA TAKMICENJA

XV SAVEZNO TAKMICENJE 1Z
MATEMATIKE UCENIKA
OSNOVNIH SKOLA

BAR, 3. 6. 1984. g.

Posle 7 godina Savezno takmigenje jc ponovo odrZano na Crnogorskom
primorju. Osnovna $kola «Jugoslavija« u Baru bila je domadin takmicenja. Ovog
puta udestvovao je rekordan broj ucenika, njih 96, od &ega su 52 bili uéenici VIII
razreda i 44 uenici VII razreda. Takmi&ari su imali na raspolaganju 150 minuta za
reSavanje 5 zadataka. Iako su zadaci bili dosta teski, bilo je u¢enika sa osvojenim
maksimalnim brojem pocna, koji su posebno nagradeni besplatnim boravkom u ho-
telu «Ineks-turist« u Sutomoru. U&enicima i ostalim udesnicima takmienja ostace
u se¢anju zalaganje i paZnja koju je osoblje ovog hotela ulozilo da bi boravak svima
bio §to prijatniji. Oko pripreme takmicenja posebno se zaloZio drug Nikola Stanisi¢,
potpredsednik Izvrsnog saveta Skupstine opstine Bar, koji je obavio svetano otva-
ranje i zatvaranje takmiéenja. Uz pomo¢ domacih profesora matematike ¢lanovi
Savezn: komisije su ocenili radove udenika. Uve&e, u basti restorana, najboljima su
uruene nagrade i diplome, darovi tradicionalnog organizatora i finansijera Saveznih
takmi&enja udenika osnovnih $kola, MATEMATICKOG LISTA, &asopisa namenjenog
mladim matemati¢arima.

Nagradeni su i pohvaljeni sledeci uéenici.
VII RAZRED

Rade Todorovié, OS »8. scptembarg, Pirot (I nagrada); Predrag Grkovié, OS »S. Niko-
lajevi¢«, Beograd (I nagrada); Mea Bombardeli, OS »D. Seljanovic«, Split (I nagrada);
Vladan Vu&kovié, OS »R. Vukicevié«, Nis (IT nagrada); Marija Jurii¢, OS »V. Miha-
ljevic«, Makarska (II nagrada); Aleksandar Angelus, OS »Zmaj J. Jovanovié«, Beo-
grad (II nagrada); Neboj$a Nikolié¢, 08 «V. Karadzié¢«, Potocac (I nagrada); Dalibor
Tuzinski, OS »Mladost«, Jak3i¢ (Il nagrada); Aleksandar Miéié, OS5 «M. Visnjié«,
Banja Luka (ITl nagrada); Tamara Nestorovi¢, OS yMar3al Tito«, Nig (III nagrada);
Sinisa Kruka, OS »J. Popovié«, Novi Sad (III nagrada); Zeljko Savié, OS »S. Marko-
vié«, Kragujevac (pohvala) ; Dragoljub Pokrajac, OS » Vozd Karadorde«, Nis (pohvala);
Igor Srb, OS »G. Krklec«, Zagreb (pohvala); Nikola Tuneski, O3S »V. I. Lenjing,
Skopje (pohvala); Rastko Selmi¢, OS »B. Raditevi¢«, Beograd (pohvala); Nenad
Lonéar, OS5 »D. Obradovié¢«, Zrenjanin (pohvala); Katja Rebernik, OS »Heroj V.
Vlahovié¢«, Ljubljana (pohvala); Dejana Mijuskovié, OS »S. Pejanovié«, Titograd
(pohvala); Slobodan Kovalevié, OS »I. Andri¢«, Beograd (pohvala); Aleksandar
Blazevski, OS »V. Nazor«, Skopje (pohvala).

VIII RAZRED

Vlado Ke3elj, OS »G. Jankovié«, BlaZuj (I nagrada); Zoran Crnja, OS »V. Vlahovié,
Rijeka (I nagrada); Aleksandra Smiljani¢, OS »B. Radi&evi¢«, Beograd (II nagrada);
Dragan Stojkovié, OS »M. Kosovac«, Sabac (I nagrada); Kristijan Viagié, OS »M.
Dr¥jé«, Zagreb (II nagrada); Zivomir Babié, OS »P. Kogi¢«, N. Topola (II nagrada);
Monir Pesi¢, OS »D. Jaksié«, Zrenjanin (II'iagrada); Rajna Raji¢, OS »P? Prerado-
vié« Zhgreb (III nagrada); Aleksandar Jovin&evi€, OS »V. Karadzic, ‘Catak (III
nagrada); Dragan Magulovié, OS »S. Markovi¢«, Novi Sad (III nagrada); Amir
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Tokié, OS5 »J. Jakubovié«, Tuzla (ITT nagrada); Edi Vovk, OS »VinZgar«, Lesce (I na-
grada); Srdan Mijatovié, OS »IV kralj. bataljon«, Kraljevo (IIT nagrada); Boris
Krstaji¢, O8 »V. Nazor«, Zivinice (ITI nagrada); Kornelija Passek, OS »25. maj,
Zagreb (pohvala); Bekim Imeri, OS »P. Zdravkoski«, Skopje (pohvala); Aleksandar
Jocié, OS »I. G. Kovatié«, Fota (pohvala); Dejan Vukovié, OS »V. Nazor«, PriStina
(pohvala); Alenka Jaklin, OS »P. Preradovié«, Zagreb (pohvala); Jovan Jevtié, OS
»R. Domanovié«, Beograd (pohvala); Martina Kramar, OS »IX korpus NOVJ«,
N. Gorica (pohvala); Tatjana Petkovié, OS »S. Markovié«, Leskovac (pohvala).

Dobitnici I nagrade, zajedno sa jo¥ 24 uenika koji su se najbolje pokazali na
republi¢kim i pokrajinskim takmienjima, nagradeni su od strane Matematickog lista
besplatnim destodnevnim boravkom u Letnjoj $koli Druitva matematiCara SR Srbije,
l:)jalsc odr¥ava svake godine od 30. 6. do 10. 7. u odmarali§tu «Suplja stena«, na

vali.

ZADACI SA XV SAVEZNOG TAKMICENJA
VII RAZRED
7‘- Dokazati da ostatak deljenja sa 30 bilo kog prostog broja je takode prost
broj ili 1.
2. Na testiranju je udestvovalo 22 udenika iz osam $kola. Oni su ta¢no resili

ukupno 50 zadataka. Svaki uenik iz iste $kole resio je jednak broj zadataka, a u€enici -

iz raznih 3kola resili su razli&it broj zadataka. Svaki ucenik je resio bar jedan zadatak.

Koliko je ukupno ufenika reSilo samo po jedan zadatak?

3. »Sasa i ja, re¢e Dusko, moZemo zavrsiti neki posao za 20 dana, no, ako mi
date Nikolu umesto SaSe, moZemo zavriiti posao za 15 dana.«

»Imam bolju kombnaciju, refe Niikola,
ako uzmem Sa3u za pomoénika, zavr$i¢emo po-
sao za 12 dana.«

Za koliko bi dana svaki od njih zavriio
taj posao?

4. Koliko procenata povriine (ploitine)
kruga zauzima osenceni deo na datoj slici 1?

7

|

5. Dvije kruZnice se dodiruju iznutra u 7l
tolki A. Iz sredista_vece kruznice O nacrtan jo Q11
polumger (poluprefnik) OB vecs krulnice, koji je . N /%/%
4

/ //7 \

i

v
ujedno i tangenta manje kruZnice u tocki C. Od- / fj/, ' \\\b\ >
rediti kut (ugao) BAC, 7PN

VIII RAZRED

1. Ako se kvadratu bilo kog prirodnog broja doda broj 101010, dobijena
suma ne moze biti kvadrat prirodnog broja. Dokazati.

2. Dat je razlomak A=

1
rih. gde je x cio broj, razlidit od 4.

X

a) Za koje vrijednosti broja x dati razlomak A4 postaje cio broj?

3. Nadéi sve dvocifrene (dvoznamenkaste) brojeve koji su jednaki dvostrukom
proizvodu (produktu) svojih cifara (znamenki).

4. Dokazati da se u krug polupre¢nika (polumjera) r=19 ne moZe smjestiti
400 tataka sa medusobnom udaljenod¢u ve¢om od 2.

8, Date su redom tatke 4, B, C na pravoj (pravcu) p i tac‘_fke DikE sa.ist_e
strane van prve p, takve da su trouglovi (trokuti) ABD i BFD jednakost(aménl.
Neka je M tatka duZi (duZine) AE i N tatka duzi CD, tako da je ME=2 AMi CN=
=2 DN. )

Dokazati da je trougao BMN jednakostrani¢an.

Refenja zadataka

VII RAZRED

1. Deljenje broja p sa 30 predstavimo jednakoi¢u: p=30k+r. Ostatak de-
ljenja, broj r, ne moZe biti deljiv sa 2, sa 3, sa 5 jer bi u tom slu¢aju zbir 30 h+r
takode bio deljiv sa 2, sa 3 ili sa 5, pa bi, prema navedenoj jednakosti, i prost broj p
bio deljiv istim brojem, $to nije moguce. Kako je r<30, sledi da ostatak » mora
biti jedan od brojeva: 1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, a to se upravo i tvrdilo.

2. Uzmimo iz svake $kolé po jednog udenika i pretpostavimo da je prvi resio
1 zadatak, drugi 2 zadatka, trei 3, itd, na kraju da je osmi reio 8 zadataka. U tom
sludju, .ovih 8 uenika refilo je 1+2+3+444546+7+8=36 zadataka. Zna¢i, od
nadih 22 udenika preostalo je jo¥ 14, a kako je refeno ukupno 50 zadataka, izlazi
da je ovih 14 udenika reilo talno 14 zadataka (jer je 50—36=14). Dakle, oni su
redili samo po jedan zadatak. Kona¥no, po 1 zadatak reSilo je ukupno 15 utenika.

3. Pretpostavimo da je SaSi potrebno s, Dusku d, a Nikoli n dana za samo-
stalno izvrSenje posla. Raunajudi koliki bi deo posla ovi de¢aci uradili za jedan dan,
L (e Wb et (Al LU ) S5 (IAe
i j ine: —+—=—, —+—=— i —+—=— . Sabiranj ih
dobi¢emo jednaline d+ FR L + T i ! S g iranjem oOvi

iju jednakosti dobicemo: e 2—12 ti 1+l+1 3 Oduzimanjem,

triju je osti dob mo.d+-’-'-+’—-60.1.d P s 10. : jem,
1 1

jedne po jedne, prvih triju jedna¢ina od poslednjg, dobijamo: —;’—=;6, —;:

=-1- 5 -l—=-l— Znadi, ako sam radi, Sa8i treba 30 dana, DuSanu 60, a Nikoli
30 4 60
20 dana.
4, Neosendeni deo je prefnicima, kao na sl. 2, podeljen na 12 delova, od
kojih je svaki jednak odselku koji je na sl. 2 tamno osenden. Povrsina ovog odsecka

r)y3 4
je PQ=—L- r2rw— , gde je r poluprednik kruga. Prema tome, povrina P osence-

rV3

_'b) Za koje vrijednosti prirodnog broja x (x>4) razlomak A4 ima najmanju *
vrijednost? ' A’

N 1 - ! 3 Y 3—rin
nog dela je P=r2n—12 ?rzn- =32 )/ 3—r2n. Ovo jedeo i T
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IY3—=

od povrsine celog kruga, a to je: . Uzimajuéin=3,14i }/ 3=1,73, dobi-
2,05

jemo: —a20,65=65%.

eI T %

™

=
)
g
_—____

. ////////%
K 3
N 2,

Sl 2 S1. 3

S. Neka je 0=<BAC traZeni ugao, sl. 3, i heka je XSAC=« i £SBA=.
Po pretpostavci su trouglovi SAB i ACO jednakokraki (jer je SA=SB i 0A=00C),
a trougao SOC je pravougli. Neka je s :ASB=¢. Tada je iz trougla ABS: 2B+¢=

=180°1j.0=90°— z . Dalje, ugao SOC jespoljasnji zatrougao ACO, pa je X SO0C=

: AR RSO
— SOAC= 3 OCA=2 . Zatim, iz trougla SOC: ¢-+2 a=90°, odakle je a =45 o

Vidimo da je trazeniugao: 0= < SAB—x=f—z, pa zamenjujuci dobijene
vrednosti za « i 3, dobiéemo: H=:90 ——:i:——( 45° — f—)=45‘. Trazeni ugao je 0=45°

‘ -

VHI RAZRED

1. Ako je moguca sledeca jednakost: n2--101010=k2, gde su n ik _prirodni
brojevi, onda je k2—n2=101010, odnosno: (k—n) (k -_}-ﬂ)'=2 * 50505. Lako je doka-
zati da ne postoje prirodni brojevi k i n koji zadovoljavaju ovu jednakost. Razmo-
tricemo sve slucajeve. : 1)

Ako su k i n dva parna broja, onda su (k—n) i (lg+n) t_a!codc parni brojevi
i njihov proizvod mora biti deljiv sa 4. Medutim, na desnoj strani Jjednakosti je paran
broj koji nije deljiv sa 4. Sli¢no se dokazuje da ki 7 ne Mogu biti dva neparna broja.
Na kraju, ako je jedan od ovih brojeva paran, a drugi neparan, tada suv(k—.n.) l'(z”+ n)
dva,neparaa broja i njihov proizvod je takode neparan, pa ne mozZe blt‘? jednak
2: G, 9bodey VY s il X

i ‘éﬁimé tome, nije moguca jégl(‘la/{kosl-nz—i- 101010=A2, tj. suma na levoj gtrani
jednakosti ne moZe biti kvadrat prirodnog broja.

18

2x—8—6

2. a) Dati razlomak moZemo predstaviti na slede¢i nadin: A= 4
: X—

i 2(x—4) 6

6 =
——— =2 ————  Ovaj izraz e biti ceo broj ako je 6 deljivo sa x—4,
x—4 x—4 x—4

a to je moguée ako je x&{—2,1,2,3,5,6,7, 10}.
b) Razlomak A imaée najmanju vrednost onda kad razlomak —6—3 ima
o O

najveéu vrednost, a to je ispunjeno za x—z=1, odnosno za x=35.

3. Neka su x i y cifre tog broja. Tada vaZi uslov: 10x+y=2 xy, koji daje
jednakost: y=2xy—10x, odnosno: y=2x(y—S5). Kako je y cifra,. dakle y>0,
to i desna strana jednakosti mora biti pozitivna, pa mora biti i y>5. Iz poslednje
jednakosti vidimo da je ¥ paran broj, dakle y=6 ili y=38. Uslov je zadovoljen samo
ako je y=6 i tada je x=3. Dakle, traZeni broj je jedinstven, to je broj 36.

4. Ako je udaljenost izmedu ma koje dve tacke veca od 2, onda se oko svake
od njih moZe opisati kruZnica polupre¢nika 1, tako da se ove kruZnice ne seku medu
sobom. U naSem krugu tacke se mogu rasporediti i uz samu kruZnu liniju. Zbog toga,
da bismo pokrili sve pomenute kruZnice polupreénika 1, opisane oko tacaka, opisa-
éemo krug polupreénika 20, koncentri¢an sa naSim datim krugom. Ako bi bilo mo-
guce rasporediti 400 tataka prema uslovima zadatka, tada bi povriina najveceg kruga
svakako morala biti veéa od zbira povrSina svih krugova poluprefnika 1, opisanih
oko 400 tataka. Medutim, povrSina najveceg kruga je P=202rn=400m, a zbir povr-
§ina 400 malih krugova iznosi: 400.P;=400-12r=400=, Dakle, nije P>400P,,
$to zna¢i da se u datom krugu ne mogu rasporediti 400 tataka, kako se zahtevalo.

Sl. 4 : 5%

§. Vidimo da su trouglovi ABE i BCD podudarni, jer je AB=BD, BE=BC
i <XABE=<DBC=120°. 1z ove podudarnosti sledi da je AE=CD, a otuda i da je

-AM=DN (kao tre¢ina jednakih duZi), a zatim i <{BAE= < BDN. 1z ovoga proizlazi

da su podudarni trouglovi ABM i BDN, odakle zakljutujemo da je BM=BN
<X ABM = X DBN.

Izracunajmo sad ugao MBN: <X MBD+ ¥ DBN= <L MBD+ < ABM= X ABD=

N Dakle, u jednakokrakom trouglu MBN je ugao kod vrha B jednak 60°, pa

sledi da su mu i uglovi na osnovici MN takode od 60°, §to znali da je ovaj trougao
jednakostrani¢an.
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