XVI. SAVEZNO NATJECANJE ZA U CENIKE OSNOVNIH SKOLA
SFRJ
1985. godina

VIl RAZRED

. Dokazati da za svaki prosti broj,&r@d 3, vrijedi da je produkt (umnoZzak) njegovih
susjednih brojeva djeljiv sa 24.

. Janeze 1986. godine imati onoliko godina koliko iznobr@j znamenaka godine
njegovog rdenja. Koliko¢e godina imati Janez u 1986. godini?

. Cetiri putnika su putovala taksijem u istom smjerdetiri mjesta koja su jednako
udaljena od svoijih susjednih mjesta. Prvi putnigneazlasku platiotetvrtinu sume
novca koju je tad pokazao taksimetar, drugi jeipfaecinu, a tréi i cetvrti polovinu
sume novca koju je taksimetar pokazao u trenutlaska. Da li je taksista naplatio
viSe ili manje nego kada bi vozio jednog putnikecipeloj relaciji, i za koliko?

. Dokazati da je u svakom konveksnéatverokutu poluzbroj umnozaka susjednih
stranica koje polaze iz nesusjednih vrhova uejednak povrsini togetverokuta.

. U jednakokranom trokutu ABC toka M je poloviSte osnovice AB. Neka je Nka

kraka BC, takva da je MNI BC i neka je toka S srediSte duzine MN. Dokazati da je
pravac AN okomit na pravac CS.
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. Znamenkama 4, 5, 6, 7, 8, 9 napisan je jedan $est@menkasti broj. Zoran, Dusan i
Nikola pogaali su taj broj. Zoran574698 DuSan:786945 Nikola: 456789

Ispostavilo se da je Zoran pogodi@riia mjesta za tri znamenke. Isto toliko je pogodio
i DuSan, dok je Nikola pogodio mjesto samo jedrnemzenke. Koiji je taj
Sesteroznamenkasti broj?

. Za koji je par vrijednosti x i y polinom
P(x, y) = X+ Y- 4x + 6y + 13
ima najmaniju vrijednost?

. Duljine stranica trokuta su tri uzastopna prirotingja, ne manja od 3. Dokazati da
visina trokuta spustena na srednju podnalistranicu dijeli tu stranicu na dijelovga
je razlika 4.

. Zadan je kvadrat MNPQ sa stranicama duljine 1 mstkenicama tog kvadrata
istaknute su ke A, B, C.

- tocka A je na% stranice NP od tike N,

- tocka B je na% stranice MQ od t&ke M,

- tocka C je poloviste stranice MN
Trokut ABC nije pravokutan. Na koju stranu i zaikoltreba pomaknuti ttku C tako
da trokut ABC bude pravokutan?

. U paralelogramu ABCD je AC duza dijagonala. Iz véhapustene su okomice CE i
CF na produZetke stranica AB i AD. Dokazati da [&AAB-AE+AD-AF.
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1. Svaki prost broj vé od 3 je neparan, pa su njegovi susjedni prirdaojevi dva
uzastopna parna broja. Zbog toga je jedan od aaihilp brojeva djeljiv sa 4. Ova dva
parna broja i nas prost bréipe tri uzastopna prirodna broja, pa je jedan atl ov
parnih brojeva djeljiv i sa 3. Dakle, produkt owaadarna broja je djeljiv s 4:2-3, ;.
djeljiv je s 24.

2. Godina raenja Janeza je (1900+10x+y). Prema uslovu je 1986g+10x+y) =
1+9+x+y, odakle dobivamo jednadZzbu: 76=11x+2y. Upskprirodnih brojeva ova
jednadzba ima samo jedno rjeSenje x=6, y=5. Ddldeez je réen 1965. godine i
1986. imatice 21 godinu.

3. Kad su putnici usli, taksist je ukljio taksimetar na kome se pojavio iznos od x
dinara. Pri prelazenju udaljenosti do prvog, zatimngog, pa tréeg icetvrtog mjesta,

cijena se pov&la za svaki put za y dinara. Tako su putnio&aﬂaedom:% (x+y),
% (x+2y),% (x+3y),% (x+4y). Cijena voznje je (x+4y) kuna, a naSi patisu platili
1 1 1 1 19 53 7
ukupno:= (X+y) += (X+2y) += (X+3y)+= (X+4y) =—xX +—y = (X+4y) + —x +
p 4(y)3( y)2( y)2( y)12 12y( y) 1

1—52y. Plateno je viSe za blizu 50% od stvarne cijene.

4. Dokazat¢emo da je u svakom trokutu ABC, sa stranicamartli, b, c ispunjen
uvjet% > P. Radi toga utmo trokut na sl. 1. Njegova povréinaje%’aha.
Medutim, u pravokutnom trokutu ACD je duljina b, kaipdtenuza, naju&, pa je
ha<b (znak jednakosti vrijedi ako jeA). Zbog toga je ttno P< %ab. Uzmimo

sada proizvoljan konvekstetverokut ABCD i dijagonalom AC podijelimo ga naadv
trokuta (sl. 2). Na dobivene trokute ABC i ACD pijemimo zakljwtak sa sl. 1. Dobit

. + . .
c’emo:% a-b%c-dz P+P, =P, t. ab+cd >P, Sto je i trebalo dokazati.
A C
Cc
D
b Sl 1 b Sl. 2
ha d
B D a c A a B
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5. Zadan je jednakoktan trokut ABC i téke M, N, S kao Sto je to predstavljeno na sl.
3. Na osnovu osobina jednakoéné trokuta znamo da je duzina CM visina na
osnovicu AB. Neka je ttka T poloviSte duzine BN. Tada je duzina ST srexnji
trokuta BMN, pa je zbog toga paralelna sa AB i ztiga je ST CM. Kako je i
MN OBC, slijedi da je tdka S ortocentar trokuta CMT. Otuda zakijjemo da je CS
treca visina ovog trokuta, pa je S MT. Medutim, duzina MT je srediSnjica trokuta
ABN, pa je paralelna sa AN, 5to dovodi do traZepaigjucka, tj. da je CS1 AN.

C
N
AN SIL3
A M B
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1. Zoran, DuSan i Nikola su 0 nepoznatom broju d@didete pretpostavke:
Zoran: 5 7 4 6 9 8
Dusan: 7 8 6 9 4 5
Nikola: 4 5 6 7 8 9
Vidimo da se pretpostavke Zorana i DuSana ne padjudai kod jedne znamenke, pa,
kako je svaki od njih pogodio tri znamenke, praizisa su to po tri raziite
znamenke. Zbog toga je znamenka koju je pogodioliika istom mjestu ili kod
Zorana, ili kod DuSana. Vidimo da to moze biti satnamenka 6. Dakle, DuSan je
pogodio znamenku 6, Sto zaa Zoran nije pogodio tu znamenku. Zbog togage n
cetvrtom mjestu téna pretpostavka DuSanova,dgtvrta znamenka je 9. Razmislj&ju
na isti n&in zakljucujemo da je DuSan pogodio ¢te ¢etvrtu | petu znamenku, a
Zoran prvu, drugu i Sestu. Trazeni broj je, dakléé 948

2. Zadani polinom mozemo transformirati:
P(X,y) = X-AX+YP+6y+4+9 = (X-Ax+4)+(y+6y+9) = (x-2F+(y+3Y° = 0
Najmanja vrijednost polinoma je O jer predstavhagz dvaju kvadrata, a svaki
kvadrat je uvijek véi ili jednak nuli. Da bi ovo bilo ispunjeno, morititx-2=0 i
y+3=0, tj. x+2 i y=-3.

3. Neka je h=CD visina koja odgovara srednjoj podreiistranici AB i neka su x iy
odsjeci na koje téka D dijeli stranicu AB (sl. 4). Duljine stranicaCA AB, BC
ozn&imo redom s n-1, n, n+1. Tada je x+y=n. Iz pravakutrokuta ACD i BCD, na
osnovu Pitagorinog péka, dobivamo jednakosti: (n%y?=h? i (n+1Y-x>=h? odakle
dobivamo: (n-13-y* = (n+1f-x2 Posljednju jednakost moZemo napisati kao
x>-y?=(n+1Y-(n-1)%, a odavde je: (x-y) (x+y)=4n. Kako x+y=n, bi: (x-y)-n=4n,
odakle dobivamo trazenu relaciju: x-y=4.

C

n+1
n-1 Sl. 4

A Dn B

4. Pretpostavimo da tu C treba pomaknuti u polozaj C', da bi trokut AB€I. 5) bio
pravokutan. Neka je x=CC' duljina koju treba odtietlieka je, dalje, D poloviste

duzine MB. Tada je BD% =AN i MC:NC=%. Uaocimo pravokutne trokute: ABD,

2
ANC', MBC', MBC' i ABC'. Iz njih r&éunavamo: A§:1+(%J =%),
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1V (1 Y 2V (1 Y
Aclzz(éj +(§—xj i BCQ:(E) +(§+Xj . U trokutu ABC' je AB hipotenuza, pa

imamo uvjet AC+BC?=AB? Koriste:i prethodne jednakosti dokiemo: é+% -

xixe 2ty 1 +x+x2=1—0, a odavde je fxi, odnosno & . Slijedi da je X ,a
9 4 9 18 3€ 6

moze biti i x= % Sto zn&i da tatku C treba pomaknuti lijevo ili desno zéa

Q P
B
D~ A
SI.5
M cXc N

. Koristeti se pravokutnim trokutima ACE i BCE sa sl. 6 dobivait@E*=AC*AE? i
CE?=BC*(AE-AB)2. Eliminiranjem CE dobivamo: AG-AE*=BC?*-(AE-AB)%
Sli¢nim postupkom, iz trokuta ACF i CDF dobivamo jedostk
AC%AF*=CD*(AF-AD)Z. Zbrajanjem dviju posljednijih jednakosti i dieanjem
dobivamo: 2AG-AE*AF?= BC-AE*+2AE-AB-AB*+CD*-AF*+2AF-AD-AD’.
Kako je AD=BC i CD=AB, ostaje: A&-2AE-AB+AF-AB, odakle poslije skéaanja
sa 2 dobivamo trazenu jednakost.
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