XXI. SAVEZNO NATJECANJE ZA U CENIKE OSNOVNIH SKOLA
SFRJ
1990. godina

VII RAZRED

. Koji je najve&ii prirodni broj koji zadovoljava sljedeuvjet: bilo koje dvije
susjedne znamenk@e dvoznamenkasti broj djeljiv sa 237

. Ako su u troznamenkastom broju djeljivom sa 7 makije znamenke jednake,
dokazi da je zbroj znamenaka djeljiv sa 7.

. Zacetiri broja a,b,c,d vrijedi;
d>c, a+b=c+d, a+d<b+ec.
Poredaj taetiri broja po vekini.

. Na osnoviciBC jednakokranog trokuta ABC odredi tiu M tako da razlika
njenih udaljenosti od krakova tog trokuta bude gdnpolovini duljine kraka

AB.

. U pravokutnom trokutu visina spustena na hipoterdigli hipotenuzu na dva
dijelacija je razlika jednaka duljini jedne katete. Odrkdiove trokuta.
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. Dokazi da je zbroj kubova tri uzastopna prirodngjddijeljiv sa 9.

. Jednoznamenkasti broj x je @am za 10 i time je broj x u¢an za neki postotak.
Uvecamo li dobiveni broj za jednak broj postotaka, kaad put, dobivamo 72.
Odredi broj x.

. Odredi Sesteroznamenkasti bégj umnosci sa 2, sa 3,sa4,sa b, sa6
predstavljaju takder Sesteroznamenkaste brojeve, koji se piSu isteimenkama
kao i trazeni broj.

. U trokutu ABC simetrala kuta CAB sije stranicuBC u taski N, a simetrala
kuta CBA sije&e stranicuAC u tazki P, pricemu je|PN|= 1. Presjek simetrala

AN i BP je tatka Q. Vrh C pripada kruznici koja prolazit@ama P, Q i N. Odredi
povrSinu trokuta NPQ.

. Dijagonale proizvoljnog trapeza dijele trapezcedri trokuta. PovrSine trokuta
koji sadrZe osnovice trapeza su m fcrn (cnf). Izrasunaj povrsinu P trapeza.
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. Dvoznamenkasti viSekratnici broja 23 su: 23, 46i 82. Najvei prirodni brojevi
koji pocinju ovim viSekratnicima i zadovoljavaju uvjet zakia su redom 23,
46923, 6923 i 923. Prema tome trazeni broj je 46923

. Neka je promatrani troznamenkasti broj »bb, gdje je al{12,....9}, a
b0{012,...9}. Taj broj moZemo zapisati na sljgtlaasin
x=100a+10b=98a+7b+2a+4b=7(l4a+b)+2(a+b+b).

Lijeva strana je po pretpostavci djeljiva brojerm@;desnoj strani prvi pribrojnik
je acigledno djeljiv brojem 7, a to zdeda i drugi pribrojnik, zbroj znamenaka
a+b+b mora biti djeljiv brojem 7.

. Ako obim stranama nejednakost+d <b+c dodamo broj b, dob&temo
a+d+b<b+c+b ili (a+b)+d<2b+c;kakoje a+b<c+d,toje
(c+d)+d<2b+c ili 2d < 2b, dakle d <b.

Ako obim stranama nejednakosti+d <b+c dodamo broj ¢, dobitemo
atd+c<d+c+c ili a+(c+d)<b+2c;kakoje a+b=c+d, toje
a+(a+b)<b+2c ili2a<2c, dakle a<c. Na tajdia zakljusujemo da je:
a<c<d<hb.

. Neka je ABC jednakokrmi Siljastokutni
trokut s osnoviconBC i krakovima AB
= AC (sl.1). Neka je pravap | AC, s one

strane pravca AC s koje je vrh B, takav (
je udaljenost izm#u pravaca p i AC

jednako % |AB|. Neka pravac p sije

krak AB u tacki A1, a osnovicuBC u tocki
Ci. Tocke Aq, B i G cine trokut ABC;
(jer nisu kolinearne). Neka jedka M
podnozZje visine iz vrha Arokuta ABC;.

Dokazimo da je M trazenadka. 0

Kako je trokut ABC; jednakokraan Bom C
(|AB| = |A1CL]), to je AM simetrala

kuta BA,Cy; dakle téka M je jednako Slika 1

udaljena od krakova\ B i AC, , 4.
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|[MM"| = |[MM" |, gdje suM'i M" noZista okomica izéke M na krakove
AiB i A1C;. Neka je toka M; noziSte okomice iz ttke M na krakAC .

Ocigledno je|MM, | =|MM"|+|M "M | =|MM +%|AB|, pa je
IMM | -|MM | = UMM 1 +%|AB|] ~|MM 1 = %|AB|, a to je i trebalo dokazati.

. Neka je ABC pravokutni trokutlTACB = 90°) i neka je ttka C' noziSte visine iz
vrha C na hipotenuzuAB ( slika 2.). Neka je D tka na duziniC'B, takva da je
IC'D|=|C'A . Iz sukladnosti pravokutnih trokuta ACC' i DC@akljusujemo da
c je |AC| =|DC], tj. trokut
ADC je jednakokr&an. 1z
¢ uvjeta zadatka imamo da je

|AC| =|C'B|-|C'A, azbog
jednakosti|C'D| =|C' Al

slika 2.
imamo da je/AC| =|C'B| -|C'D| =|DB|. Dakle, |AC| =|DC|=|DB|, pajei
trokut BCD jednakokrgan. Sadaiza =24 i a+ [ =90° nalazimo

26+ [ =90°, odnosno, 8 = %90° =30° , pajea =60°.
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1. Nekasu n-1,n, n+1 tri uzastopna prirdoirega. Tada je zbroj njihovih kubova
jednak
x=(n-1°+n*+(n+1)°=n°-3n*+3n-1+n*+n°+3n*+3n+1=3n"+6n =3n(n2 +2)
Treba pokazati da je jo$ broj A(A 2) uvijek djeljiv brojem 3. Svaki prirodni broj
moze biti prikazan na jedan od sljédretri ntina:
n=23k ili n=3k-1 ilin=3k+1. Akojem 3k, ondaje nf+2) = 3k(9K +2) ;
dakle, broj n(A+2) je djeljiv brojem 3, pa je x djeljiv brojem $ko je n =3kt 1,
onda je n(h+2) = (3k+ 1)(9K + 6k +3) = (3kt 1)-3-(3K + 2k +1) ; dakle, broj
n(r*+2) je djeljiv brojem 3, pa je x djeljiv brojem 9.

2. Neka je x trazeni jednoznamenkasti broj. DodgararilO broj x uvéan je za E)%.
X

Uvetamo li broj x +10 za2%, dobitéemo 72, daklex +10+22 (x+10)=72,
X X

odnosno, x> -52x+100=0 ili (x—2)(x-50)=0.
Od dva rjeSenja dobivene jednadzbg =%, % =50, uvjet zadatka zadovoljava samo
rjieSenje x=2.

3. Ozn&imo trazeni broj sa n. Broj n pmje znamenkom 1, jer u suprotnom broj 6n ne
bi bio Sesteroznamenkasti. Prve znamenke brojg\zn, 3n, 4n, 5ni 6n su sve
razlicite od nule, pa su zbog toga ré&ik i metu sobom. Zaista, ako bi dva od ovih
brojeva pd@injala istom znamenkom, na primjer 5n i 4n, thdajihova razlika, a to
je n, pa&injala nulom, i broj n bi bio peteroznamenkastikl2a paetne znamenke
brojeva n, 2n, 3n, 4n, 5n i 6n su upravo zndmérazenog broja (ima ih Sest, a
razlicite su méu sobom). Iz prethodnog zalkdujemo da su krajnje znamenke iste one
koje se pojavljuju na getnim mjestima i da n@el njima nema nula. Krajnja znamenka
broja n nije parna, jer bi u suprotnom broj 5n davao nulom. Iz istih razloga krajnja
znamenka broja n nije ni 1 (jer je to prva znaménKsajnja znamenka broja n nije ni
3, jer se tada ni jedan od brojeva n, 2n, 3n, AnpA& ne bi zavrSavao znamenkom 1. 1z
istog razloga krajnja znamenka broja n nije 9. Baktajnja znamenka broja n je 7, pa
je brojnoblikan=4y.Ondaje2n=2....4, 3n=4....1, 4n=5....8,=5n...5,
6n=8....2 ( mnozenjem znamenke 7 sa 1, 2, 3, 4dépészamo krajnje znamenke : 7,
4,1, 8, 5, 2). Na bilo kojem tezinskom mjestu bwon, 2n, 3n, 4n, 5n, 6n imaju
razlicite znamenke, jer bi u suprotnom razlika dva brg@aom mjestu imala 0 ili 9, Sto
je nemogde. Zahvaljujdi ovome mozemo ovih Sest brojeva potpisati i zhirejfina
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svakom tezinskom mjestu zbrojje 2+ 5+ 8 + 1# 7= 27. Na taj nan dobivamo
zbroj n+2n+ 3n+4n+5n+6n=21n392997,
pa je trazeni broj n=2999997 : 21 = 142857.

4. Neka je ABC dani trokut ( sl. 3.), Néta presjeka simetrale kuta CAB i stranice
BC, P ta@ka presjeka simetrale kuta CBA i
stranice AC, Q taka presjeka Simetrala AN i

BP, aduljina duzinePN je jednaka 1. Tike P,
Q, N i C pripadaju kruznici sa centrom &koO.
Lako se dokazuje da [eAQB =[JPQN = 90° +

%y (na primjer, iza + S+ y =180 i

%a+%,6’+ OAQB =180, ...., a kutovi AQB i

PQN su jednaki kao vrsni kutovi). Kako je PQNC
tetivni ¢etverokut, to je A

y =180 -UOPQN :90°—%y,aodavdejey:60°. sl. 3.

Kako je CQ simetrala kutg to je[1PCQ =[ONCQ = 30°. Dalje, kako suPNQ i
OPCQ kutovi nad tetivonPQ, a s iste strane te tetive, oni su jednakLJENQ =

OPCQ = 30°. Analogno se dokazuje dajCQ =0ONPQ = 30°. Prema tome, trokut
NPQ je jednakokrgan; visinom iz vrha Q podijeljen je na dva suklatho&uta od

kojih se moze sastaviti jednakostramitrokutcija je visina jednaka%|PN| = % Sada

J3 3

nalazimo|PQ =|QN| = ?3 pa je kon&no, povrsina trokuta NPQ jednaklaz—.

6. Neka je trapez ABCD dijagonalama
AC i BD podijeljen natetiri trokuta
tako da su povrSine trokuta koji sadrze

osnoviceAB i CD redom jednakem
cn? i ncnf (sl.4.). Dakle,

P, jeo =M cm® i P, oo =N cm?,
gdje je O tgka presjeka dijagonala 5l 4.

AC i BD. Iz jednakosti povrSina trokuta ABC i ABD (imagtu osnovicu i istu
visinu) proizlazi da su i povrsSine trokuta ADOBICO jednake, recimo p. Iz

P=2xh i n=2yh slijedi 2 =2, Na slzan nain dobijemo ™ =X
2 2 n vy p vy
Izjedna&avanjem dobivam@? =mn ili p =+/mn. Konano za povrsinu

trapeza dobivamoP = m+n+2p=m+n+2J/mn = (\/ﬁ+\/ﬁ)2.
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