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3.razred

1. U jednakostraniéni trokut duljine stranice 2 cm smjestene su 33 tocke.
Dokazite da postoje 3 tocke koje se mogu prekriti krugom
poluinjera r = ,% cm.
2. Za kutove a, 8,7 trokuta AABC vrijedi
cos? a + cos? B + cos?y = 1.
Dokazite da je trokut pravokutan.
3. Na kruznici k£ dana je totka A i iz sredista O povuéena. je zraka koja

sijete kruznicu k’ u tockama P i P’ .Neka totke A i A’ leZe na rubovima
promjera kruZnice k’.Dokazite da je

OP-OP'=0A-04'.
* 4. Niz je zadan na slijedeci nadin:

a3=1, aGup1=3a,+8a2+1 za 221

Dokazite da su svi ¢lanovi tog niza prirodni brojevi.
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RIESENJA Do

1. Na svakoj stranici trokuta odredimo 3 tocke koje dijele stranicu na 4
jednake duzine. Spojimo medusobno te to¢ke kao na slici.Dobivamo
16 jednakostraniénih trokuta stranice 0.5 cn.. Buduéi da su u trokutu
simjestene 33 toctke, po Dirichletovom principu zakljuéujemo da postoje
3 tocke koje se nalaze u jednom od dobivenih trokuta(najnepovolinija
raspodjela totaka je po dvije u svaki trokut i 33. tocka se mora nalaziti o
u nekom od trokuta u kojem se veé nalaze dvije.)
Dakle, treba dokazati da se taj trokut sa tri tocke moZe prekriti krugom

polumjera %,Cm.

" Izraéunajmo polumjer opisane kruZnice {rokuta stranice 0.5 cm.
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Zakljuéujemo da je taj trokut moguée smjestiti u krug polumjera

0.3 cm. :

2. Vrijedi niz jednakosti:

0 =

]

cos? o + cos® f§ + cos® v ek
l14+cos2a 1+4cos2f .
e
cos 20 +.cas 20
©u e B
cos (a 4 B) cos (a ~ B) + cc)gs,’ ¥

+ cos? v

‘cos (7 — 7) cos (a — B) + cos’ y
- = cos v cos (a — f) +‘I§osz 5y

= cosy(cos(a — ,3)‘:-_ co8y)
~ cos y(cos(a - #) + cos(a + B))
~2 cosy cos @ cos

cos’7—_] o

Dakle , vrijedi ili cosy = 0 ili cosff = 0'ili cosa = 0 tj. jedan od

kutova je jednak 3.
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RICSEN;A - 3B vaeed

3. N ajprije je .

oP- oP'= (o A+ AI’)(()A + AP’) OA 0A A +z

- 1 zatim : i
e (If’ + AP APLAP T
= 04 (AO’+()’I'+ AO'+O'P')+ ot b i
= 2 L : b e 2
OA AO +y | -. | f ’/,,/
Kako je : : A
S iy R
¥ = QAPLOT)E AP 0 ]
2 e e gy ; $ ;
& .(OP’ P’A)(O’P+ ()’P’)f AP £V s /H‘
\

= OP (OP+ O'P’)+ PA(O'] P e o TR e
=i P’A (04 + 0'P) =0 g
imamo konaéno
OP -OP'=0A (04 +2 AO ) =04 (00' + A0") OA 0A'.

4. al—IGN ’ (12—6
Izrazimo ¢lan @,42 pomoéu ay, i Gnqg.
Iz an1 = 3ay, + \/Ba§ + 1 slijedi :
(a-u-H '3(‘2"-) 8(1& +1
a,z,‘+] 6ana,,+1 + .)a“ : 8(2,'2,‘ +1
Gr4 = 6ananyy +ai = 1 (]j)

Analogno vrijedi 62, = 6anpr@nss + a2, = 1. (2)
Oduzimanjem jedna.kosti (1) 0d (2) dobiva se : —

2
Qpq2 — ban+]an+2 o banan-i-l = 0 . P
: 5 ; ek "‘"‘Q
(au+2 an)(an+ 2+ G — 6anyy) ot 0 iy e |
Bududi da je ocito an4z > @nqy > 4y to mora biti drugi faktor 0 ). o ks T
Ang2 = BApgy = Oy > 0 Yl

Prva dva ¢lana niza su prirodni brojevi i svaki ¢lan an42 moze se.
prikazati u obliku 64,41 - 4, ,pa po principu matematicke indukcije
zakljuCujemo da je svaki ¢lan niza prirodan broj.
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