Pokret “Nauku mladima” Republike Hrvatske
Hrvatsko matematicko drustvo

MATEMATIKA
Zadaci za republicki susret ucenika srednjih skola
Republike Hrvatske 22. ozujka 1991.

2. razred

1 Neka je zadan ’trékut ABC. Odredi tocku u unutrasnjosti zadanog
" trokuta, tako da produkt udaljenosti te totke od stranica trokuta
bude maksimalan.

2. Nadi realna rjesenja jednadibe [(r — 1)?] = []. Za proizvoljni reslui
broj a s [a] cznatavamo najvedi cijeli broj koji nije veéi od a. g

3. Kotaé za rulet podijeljen je na 36 adsjecaka. U-te odsjecke upisani su
nekim redom brojevi od 1 du 36. Dokazite da postoje tri uzastopna
odsjecka, takva da je surma na njims napisanih brejeva barem 56.

4. Qdredi sve racionalne brojeve r za koje je loga(2? —4x —1) cijeli broj.
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2. razved - rjesenja
Zadaci za repnbliski snsret ucenika svednjih skola
Republike Hrvatske 22.-0zujka J9vt.

1. Povréina t.rokut.a iznosi P = az/24+by:2-+ - s e Sic
¢zj2. Produkt zyz.je najveéi kad j¢ pro- ARG S R
dukt az-by-cz najveéi. Nejednakost izmedu -

cnt.meuth i geomdn)nke sredme daje s s i
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tc jedna.kost vnjedx p]:o i samo ako je az -—:‘ e
by = ez = 2P/3."Shjedi + ="2P[3a &1

EO Ve /3} gdie'je v, vxsuia trokmé ABChizveha ©  teigL o AP C
duleihieig; Shi'no jty A =i ¢ L |
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R 'Bohtuno sada da‘je itocka - kuja #e nalazi-na dobxvemm udalienostima od stranica
q o8 trokuWnpnvo ‘tefibte -pravac ma ndalwnosti 2 od stranice.a- dije)i teiisnicu trokuta

? ‘ “iz'vrha ‘A'u otmenrl <2, dakle, sijece-je u tedistus Sli¢nu radi. i;pravac na ud4ljenosti

"I\ od ‘stranice’ b s tezisnicom iz vrha B. Dakle, ta dva pravca-se sijeku tamo gdje se

~sijeku i'tedisnice, tiu tesistu. U istu tockn dolazi i prava.c. hm " m.lazx na udaljenosti
Hlagtgd-etranice €. irii L vhie e ow ¢

2. Ako je fa) = [b], onda je ja - bi< 1. £
Iz zadane jednadibe slijecdi - (2 = 1) - 2! 1,6 =1 < 2?2 <8241 < 1, p2 mora
biti z € (0,1) U (2, 3). 3
Pruvs na¢in. Ako je z € (1.1}, ondaje =) < 2-1< 8i0 < (z-1)? < 1, odnosno
i(x = 1)°) = 0. Kako je za = < 0.1} i ir] = 0, to zadanu jednadibu zadavoljavaju svi

€ (0,1). :

Ako je 2 € (2,3). onda je z| = 2,2 | iz - 1)? < 4. Zanimaju nas oni z € (2,3) za
koje je [(= - l)/]_ 2 tj 2 Lol - 1“ < 3. Ovaj sistamn nejednadibi zadovohavaju
svi z € \l - vid, 1~ v‘:l-vl + 2,1+ 3, pa uz zadani uviet na z dobivamo
z€U+v21+\L
Rjesenje : # € (0, 1)L 11 + 2.1 4 /41,
Drugs nacin. Za svaki x = R posteji jedinstveni @ < '0, 1) vakav da je z = [ +a.
Ako je z € 0,13, ohda ga mozenmo pisatt kao r = 0+ a, gdje je.a ¢ {0.1). Jednadiba
prelazin : [(a-- 1)%] = 0, sto e zadavaijons 2a svaki a ¢ 0.1}, Budnéi da je 2'= (0.1),
dobivame da ) Je amkn 2z teg imervala riedenje,
Ako je 1 € (2,3), onda ga_mozema pisxati kaa .r..iﬁ-a. gdie je qe(o 4). Jednadizba
prelazi u : [ + 2x -fvﬂ -3 VRN 1 Ln +2a 47\, szammrm nvng sistema
nejednadzbi dobivann, da je o - LA -., S RNV ’l PV 1 2 VY, $to g
uvjeta & U, | daje a = {1 -\ 2. 3+ 3. Dobivame . 2w [+ 3,1 + V33

3. Oznadimo s 5, sun triju brojeva ok ¢ 16 odsiecka (4 snmu brojeva na (1 —1)-vom,
-tam i (1 4 1)}-vom adsjeckn } Tada jo -

S14 S04 See 2 (24008 36) = 1905,
1
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jer svaki odsjecak brojimo triput - jednom kao lijevi, jednom kao srednji, jednom kao
desni. No, kad bi svaka od avih suma bila manja ili jednaka 55, enda bi prethodni
izraz mogao biti najvise jednak 55 - 3% = Jux0. Kontradikcija.

4. Ako pretpostavimo da jeloga(2® - 47~ 1) =: nzanekin € Z, onda je £ -4r-1~-2=0.
Rjesenja te jednadie mozemo zapisati kao : 15 = 2+0/5+2%..Ona de biti racionsina

. ako i samio ake je izraz v5 & 2" racionalan, . L0 0,
Kad. dobijeme rjesenia ne¢emo imati. probluina s definivanoiéu Jegaritma. jer, ako za

_ neki 5 vrijodi 2 ~ 42 ~ | — 2" = U. onda je 3a taj 2 i ¥ -4z -1>0.
7 Tam >0 izraz 5 + 2* moze biti ili prirodan ili iracionalan. Pogledajmo 3a koje n
“ je prirodan, tj. 5 + 2" = p°. p mera biti neparan, p'= 2p + 1. Uvrétavanjem ( uz
provieru da ne mose biti n = 0 piti n =1 ) dobivamo : 1 +2%77 = p(p’ + 1). Desna
strana je sigumo parna, pa mora biti n = 2. Q_dg'é‘,\"a_r@juéi 'z‘-ﬁii sux; =8 ;= -1
Zan = —m < Odsraz v'§ + 2* moze. biti ili “prayi’; racionalni broj p/q, M(p,q) =11l
iracionalni broj. Uvjet 5 + 1/2™ = p ¢°. ekvivalentan je uvjetu:6 -2™¢* + ¢° = 2™p°.
2™ i ¢? dijele lijevu i desnu stranu te jednadzbe, pa bududi da su p i g relativno prosti,
© wuiidobivatio g =2t Uvrstavanjem i-kratenjem s;2™ jednadiba prelazi u 5.2+ 1 = p*.
tieiset Dijeva strana je'inepa'tnh,upéf\nepamaumo;_'a-biti‘:iifdem.;:N«ehﬁ.ﬁiex;cat.o p=2+1
s Jvrstévanjem u'jednadibu i-poncvnini kraéenjem: (: provjeri de e moge bitim=1)
-1 - S dobivama 5- 2™~ % =.p!(p' 4 17. Buduéi dasuprostidivizori lijevestrane 2i 9, a jedan
4 ..+ od dvafaktors napisanih-na desrioj strani mora biti neparan;to:jep’.= 5, p+1=2m?
ili p' = 2™, p' + 1 = 5. Prvi sistem jrdnadzbi nema niu jedno Tjekenje medju cijelim

brojevima. a drugi'ima jedno i to 2a m = 4. Slijedi n = -4, z3 = ~1/4, 34 = 17/4.

Rezultat : z € {-1,5,-1/4,17/4].
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