REPUBLIKA HRVATSKA 5
MINISTARSTVO PROSVJETE, KULTURE I SPORTA
Zavod za §kolstvo

NARODNA TEHNIKA HRVATSKE
Pokret “ZNANOST MLADIMA”

HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA

Zadaci za republicki susret ulenika srednjih skola
2. svitnja 1992,

4. RAZRED

1. Osnovka trostrane piramide je trokut sa stranicama duljina a, b i c. Nasuprotni bri-
dovi su duljina m, n i p. DokaZite da udaljenost vrha piramide od teZista osnovke
iznosi :

%\/3(m2 +n2 +p?) — (a? + b2 + ¢2).

2. Nadite sve prirodne brojeve n za koje polinom P(z) = z™ + (24 )" + (2 — z)"
posjeduje barem jednu cjelobrojnu nul-tocku.

3. Neka je A = {21,...,2,} skup od n kompleksnih brojeva, n > 2 i neka je za svaki i
{zizla Zi%2y. .. ,zizn} = A.
a) Dokazite da je za svaki : ispunjeno |z;| = 1.
b) Dokazite da iz 2z € A slijedi i z € A.

4. Odredite geometrijski niz realnih brojeva ako je poznato da je zbroj prva &etiri élana
jednak 15, a zbroj njihovih kvadrata je 85.



RIESENSA 4. 1azrect

Rjesenje 1. zadatka. Oznadimo vrhove piramide sa A, B, C, D, teziste osnovke sa
T te sa C; poloviste stranice AB.

D

A ¢ Ci B

Koristimo formulu za duljinu tezisnice. Iz trokuta ABC, duljina tezinice CC; je

|CCh| = —;-\/2((12 +b%) — %

Iz trokuta ABD vrijedi

|DCy| = %ﬁmz +n?) — %

Duljinu |DT| ra¢unamo iz trokuta DT'C}, znajuéi duljine dviju stranica |DCi|, |C1T| =
1C1C i kut ¢ = IDC,C. Za njega vrijedi, po kosinusovom poucku
|DC,|% + |CCy|? — |CDJ?

2|DCh| - |CC| .

cos @ =

Sada imamo
[DT|? = |DCy|* + |C1T|* = 2|DCy| - |C1T| cos ¢
2(m? +n?)—ct  2(a® + %) — c?
4 + 36 -
3 _1_[2(m+2+n2) —c? 4 200 +¥°) -,
3 1 4 P

::-;—[3(m2+n2+p2)——(a2+b2+cz)]

Sto je i trebalo pokazati.

RjeSenje 2. zadatka. Za paran broj n polinom je pozitivan za svaki z € R i1 nema
realnih nul tocki. Takoder, za z > 0 je oigledno P(z) > 0 te je (realna) nul tocka nuzno
negativna.

Za n = 1 polinom glasi P(z) = = + 4 i ima cjelobrojnu nul tocku —4.

Pokazimo da za neparni broj n > 1 nema cjelobrojnih nul tocaka. Slobodni ¢lan
polinoma iznosi 2"*!. Kako su cjelobrojni korijeni djelitelji tog clana, to oni moraju biti
oblika —2*, gdje je k nenegativan cijeli broj. Ispitajmo sve moguénosti.



Ako je k = 0, imamo z = —1, $§to ne moZe biti nultocka, jer je tada vrijednost
polinoma neparan broj. :

Zak=1iz=—-2vrijedi P(-2)=(-2)"+4" > 0.

Neka je k > 2. Stavimo k = p+ 1. tada je

P(—2") = 2"[-2P" 4 (1 - 2°)" + (1 + 27)"]

e s (3 (D20+)

Izraz u uglatoj zagadi pri dijeljenju sa 4 daje ostatak 2 pa ne moze biti jednak nuli.
Stoga je n = 1 jedino rjesenje zadatka.

Rjesenje 3. zadatka. a) Pretpostavimo suprotno: za neki ¢ vrijedi, recimo, |z;| > 1.
Neka je to bas broj s maksimalnom apsolutnom vrijednoséu. Kako je po pretpostavci
2? = z; - z; € A imali bismo |2?| = |2;|? > |z, Sto se protivi pretpostavci o maksimalnos-
ti.

Ako je pak 0 < |z;| < 1 za neki ¢, izabravsi broj s minimalnim modulom dobili bismo
ponovno kontradikeiju: [2?]| = |z;]? < |z ;

Za |z;| = 0 bilo bi z; = 0 pa bi 1 svi ostali elementi od A bili jednaki 0, Sto je
besmisleno.

b) Neka je z € A. Promotrimo niz z, 2%, 2%,.... Po uvjetima zadatka i ovi brojevi
leze u A. Kako je A konacan, za neke m, [ € N mora biti 2™ = 2!, odnosno z* =1 pa je
1 € A. Oznadimo z' = z¥~! € A. Vrijedi z' - z = 2¥ = 1 1 odavde

L1z 7
== ———=—==7

z z-z=|z|2

jer je po dijelu a) |z| = 1.

RjeSenje 4. zadatka. Po uvjetima zadatka je
a(l+q++¢%) =15  a®(1+¢*+q* +¢5) = 85.
Odavde
Q+q+a+4¢°)" 45 _ ¢*+2¢° +2¢ +2¢+1 45
1+¢2+¢*+4¢* 17 ¢*+1 17
Dobili smo recipro¢nu jednadzbu
14¢* —17¢% —17¢* —17¢ — 14 = 0.

Njena su rjeSenja razli¢ita od nule. Za ¢ # 0 dijeljenjem dobivamo jednadzbu

14(¢? + (11—2) ~17(g + %) —17=14(g + 3)2 ~17(g+ %) _45=0.

o e 1 . . . 9
Supstitucija ¢ + — = t daje 14t2 — 17t — 45 = 0. RjeSenja su t; = g, t, = — Prva
q

.. . . . 1 9 e
vrijednost daje g1 = 2, g2 = X dok jednadzba ¢ + — = —7 hema realnih rjesenja.
q

Konacno dobivamo nizove 1, 2, 4, 818, 4, 2, 1.

X



