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3. RAZRED

Brojevi 1, 2, 7 imaju svojstvo 1-2+2 =122 1-74+2 =32, 2.7+ 2 = 42. Dokazite da
ne postoje cetiri razli¢ita prirodna broja sa svojstvom da je produkt svaka dva medu
njima uvecan za 2 jednak kvadratu nekog prirodnog broja.

Neka su z i w kompleksni brojevi takvi da vrijedi |z| = |w| = |z — w|. Izracu-
1992
najte (—2—) .
w

Dva sukladna pravokutnika postavljena su tako da se njihovi rubovi sijeku u 8 toéaka.
DokazZite da je povrsina njihovog presjeka veéa od polovine povriine svakog od njih.

Defektna d x d Sahovska ploéa je d x d sahovska ploca s uklonjenim jednim kvadrati-
¢em (bilo kojim). DokaZite da se svaka defektna 2" x 2", n € N ahovska plo¢a moze
pokriti trionimima, figurama od tri polja u obliku slova L.



RYESEN, A 3. Taived

RjesSenje 1. zadatka. Neka su a,, a3, a3, a4 traZeni brojevi. Ako je neki od njih,
recimo a;, djeljiv sa 4, tada je aja; + 2 oblika 4k + 2. Medutim, kvadrat cijelog broja ne
moZe biti tog oblika, jer on pri dijeljenju sa 4 daje ostatak 0 ili 1: kvadrat parnog broja
je djeljiv s 4, a kvadrat neparnog broja je oblika (2n + 1)% = 4(n% + n) + 1.

Prema tome, niti jedan od tih brojeva ne moZe biti djeljiv s 4. Stoga barem dva
medu njima, recimo a; i a2, moraju dati isti ostatak pri dijeljenju sa 4. No, tada je
ay-az+2 = (4n+r)(d4m+r)+2 = 4(4nm+mr+nr)+r? +2 i ovaj broj, prema gornjem,
pri dijeljenju sa 4 daje ostatak 2 ili 3 i ne moZe biti kvadrat prirodnog broja.

Rjesenje 2. zadatka. Prvo rjeSenje. Podijelimo jednadZbu sa |w|. Kako vrijedi
ﬂ = lil, to dobivamo jednadzbu
lw|  tw

2J-=[z -1
w w
Uvedimo smjenu u := % Jednadzba sada glasi

(%) lul=lu—-1=1 = [ul=u-17=1
Kako je |u|?> = u - %, to dobivamo
vTg=(u—-1)(v-1)=1 = u-T=u-U—u—-u+1=1

i odavde @ = 1 — u $to uvrsteno u prvu jednakost daje u(l —u) =1tj. u? —u+1=0.
Odavde moZemo izracéunati u, medutim, mnoZzenjem relacije sa v + 1 # 0 dobivamo
u¥ = —1pajeiu!®? = (u3)%4 =1.
JednadZba () moZe se rijesiti i supstitucijom u = z + 2y:
$2+y2=(x_1)2+y2=1

V3

1 1
te je —2z+1=0,x=-2-iy=i-2—. Odavdeu=§:hi-§tejeu3=—1.

Drugo rjeSenje. Prokazimo brojeve z i w u kompleksnoj ravnini. Kako je |z| = |w]|,
to oni leZze na kruZnici sa srediStem u ishodiStu i pri tom je trokut s vrhovima u tim
tockama i u ishodistu jednakostrani€an (jer je duljina treée stranice |z — w]).




Oznaéimo argumente tih brojeva sa ¢; = argz, g2 = argw. Sada je & = @1 — 2 =
7 /3. Prikazavsi brojeve u trigonometrijskom obliku, dobivamo '

z _ |z|(cospy +isingr)

= Ilti—ll(cos(tpl — ¢2) +isin(pr — 2))

w  |w|(cospy +isings)
1
=cos;—r+ising = §+i—\é_—3

1 zakljuéak slijedi kao prije.

Rjesenje 3. zadatka. Neka su duljine stranica pravokutnika a i b i neka se strane
duljine a sijeku u tockama A i C, a strane duljine b u tockama B i D, kao na slici.

Pokazimo da su duzine AC i BD okomite. Povucimo iz tocke A okomice AM i AN
na stranice obaju pravokutnika. Kako su trokutovi AMC i ANC sukladni, to je duZina
AC simetrala kuta medu stranicama pravokutnika koje se sijeku u tocki C. Zbog istog
razloga je i BD simetrala kuta medu stranicama pravokutnika u to¢ki D. Oznacimo sa
o (manji) kut medu stranicama pravokutnika. Tada vrijedi u ¢etverokutu PAQD

JQDP = 1(180° — ), JQAP = 3(180°—a), JDPA=90°+a
te je
3DQA = 360° — (IQDP + QAP + JDPA) = 90°

Povrsina Severokuta ABCD jednaka je 1|DB| - |CA| > jab. Povrina zajednickog
presjeka. je evidentno veéa od povrsine cetverokuta ABCD.



RjesSenje 4. zadatka. Zadatak dokazu_;emo indukcijom. Primjetimo da j Je za svaki n.
. broj @™ x 2" — 1 djeljiv sa 3, stoga ima smisla nastaviti.

Za n = 1 defektna ploca 3 x 3 je upravo jedan triomino.

Pretpostavimo da znamo pokriti 2" x 2" sahovsku plo¢u i pogledajmo $to mozemo
napraviti sa Cetiri puta vetom ploCom dimenzija 27! x 2°*+!. Buduéi da je ploca de-
fektna, u jednoj (prirodnoj) &etvrtini ploée nedostaje kvadratié. Tu cetvrtinu, prema
pretpostavci indukcije, znamo popuniti. Krasno bi bilo kad bi i ostale tri cetvrtine bile
defektne. No one su pune. Medutim, stavimo li jedan triomino u centar i ostatak (tri
defektne ploce) moZemo popuniti prema pretpostavci indukeije. Vidi sliku !!!

O




