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1. razred

- Neka su z,y, i z realni brojevi takvi da je z + y + 2z = zyz. Dokazite
da vrijedi identitet:

z(1- y*)(1 - zz) +y(1 -z (1 - 2)+ z(1 - 2;2)(1 -y} = zyz.

. Odredite sve cijele brojeve z za koje je 432’210 rirodan broj.
z+2 P

. Ako su a,b i c duljine stranica trokuta, dokazite da vrijedi nejednakost

abc 2 (~a+b+c)a—b+e)a+b- c).

- U trokutu su dani njegovi kutevi a = 60° ; B = 75° a njegov opseg je
jednak 10em. Tzraéunajte duljine stranica trokuta.

.
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2. razred

- Ako je z + L = q, izracunajte 27 + &

- U Gaussovoj kompleksnoj ravnini skicirajte skup totaka kojima pri-

padaju kompleksni brojevi koji zadovoljavaju uvjet: 22 4 z + 1 je
pozitivan realan broj.

. Ako koeficijenti jednadibi z2 + pr+q¢=012%+mz+n =0 zadovo-

ljavaju uvijet mp = 2(n + q) dokazite da su rjeenja bar jedne od njik
realna. '

. U krugu sa sredi$tem u togki §, polumjera r = 2em povuéena su dva

radijusa §4 i §B. Kut medu njima je 45°. Neka je K sjeciste pravea
AB i okomice povuéene na pravac AS u tocki § s & tocka L je noziste
visine trokuta ABS povucene iz vrha B. Izratunajte povrsinu trapeza
SKBL.
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3. razred -

1. Nad stranicama trokuta ABC konstruirani su proizvoljni paralelo-
grami ABB,A;, BCCyB;,,CA A2Cy. Dali je moguée konstruirati tro-
kut &ije duljine stranica su jednake |A142], | By Bof, |C1Co|?

2. Neka su =,y,2z prirodni brojevi sa svojstvom da je broj z3 4+ 8 + A
djeljiv sa 7. Dokazite da je tada i produkt z - y - z djeljiv sa 7.

3. Rijefite jednadzbu: log,{2z) < Viog.(223).

4. Dan je tetraedar kojemu su nasuprotne stranice medusobno kongru-
entne, tj. AB = CD,AC = BD,AD = BC. Dokazati da su strane
tetraedra siljastokutni trokuti.
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4. RAZRED

1. Odredi sve realne brojeve z za koje vrijede nejednakosti

1< V3sing <1
~ 24 cosz —

2. Za aritmeticki niz (ai) vrijede jednakosti

pri ¢emu je S; zbroj prvih ! élanova niza.
Dokazi da je

Cm 2m-—-1

an m—1

3. Koji s‘ku;-) tocaka opisuju polovista P tetivh dane kruznice k sa sredistem
u tocki S i polumjerom r koje prolaze évrstom tockom ' unutar kruznice
k?

4. Odredi sve ¢lanove niza (a,) , an = T"+6" -4 , koji su jednaki kvadratu
nekog prirodneg broja.



Rjesenja - 1. razred
1. Lijeva strana jednakosti je jednaka

zyz — zy(z +y) — yz(y + z) — z2(z + 2) + 2y2(zy + yz + 22) =
10 bodova

=zyz+zy(zyz —z - y)tyz(zyz—y—2) + z2(zyz —z - 2) =

10 bodova
= zyz + zyz + 7Yz + 2yz = 4zy-=.
. 5 bodova
2. Dijeljenjem dobivamo ﬁz’—féﬂ =z+2-3-;%4;.  5bodova
Stoga je z + 2 € {£1,£2,+4}, odnosno
z € {-6,—4,-3,-1,0,2}. 10 bodova
Za z = —1i z = 0 ovaj izraz poprima negativnu vrijednost.5 bodova

Prema tome brojevi s traZenim svojstvom su: —6,—4,—3,2. 5 bodova

3. a2>a?~(b-¢)?
b > b2 —(c—a)? 10 bodova
?>c?—(a-0b)?

a?>(a—b+c)a+b-c)
B> 0b-c+a)b+c—a)
2>(c—a+b)c+a-0b)

a??c > (—a+b+c)(a—b+c)(a+b—c)?

abc>|—a+b+clla-b+clla+b—c|. 5 bodova
Kako je zbroj duljina dviju stranica trokuta veéi od duljine trece stra-
nice, vrijedi: —a+b+c¢c > 0,a~b+c > 0,a+b—c > 0. Stoga je
abc > (—a+b+c)a—b+c)a+b—c),stoseitvrdilo. 10 bodova



Rjesenja - 1. razred

4. (Vidi sliku.)

Slika - 5 bodova
Neka je d(A,C’) = z. Tada je d(4,C) = 2z,d(4,B’) = 3,

d(C, B) = 2z - §,d(B,C) = d(B';C)V2 = (2 — §V2,

d(B,B') = £V3. 5bodova
Sada iiaamo:
c+2z+(2z-5)V2 =10 5 bodova
2z—-5 = %\/ﬁ 5 bodova
Rjesavajuéi ovaj sustav jednadzbi dobiva se:
(14 V3) 20
= "L = —FFF=Cm,
4 3+v3+v6
_ 101 +v3) 10v/6

— _— “em, 4= —F=—F7=CM.
3+/3+6 3+\/§+\/§
5bodova



RjeSenja - 2. razred

1. (z+1)2—-z+ +2 = z*+h=a?-2 5 bodova
(e*+ 2 )(z+1)_(z +;3-)+(z+z)=>z3+;15-—a —3a 5 bodova
(2 + %) =28+ 5 +25 25+ 5 =a®- 60+ 97~ 2 5 bodova
(x +;3')($ +x) =0+ X +(+1)=> ,

= a® — 5a® + 5a 5 bodova

o D ) = (T3 = 4 = e i
5 bodova

2. Neka je z € C,z = z + yi. Tada vrijedi:
z +z+1..(:t+y1)2+(z+yz)+1—(x +2zyz ¥)+ztyi+l=
22—yt +1+y(Q2z+1) 5 bodova
Da bi to bio pozitivan realan broj mora biti:
(i) y(2z+1)=0,

(i) 22—y *+z+1>0. 5 bodova

Iz prve jednakosti zakljuéujemo da jeiliy = 0ili z = —%. Akojey=0

onda je z2 +z +1 > 0, a to vrijedi za svaki z € R; 5 bodova

aa.kojez:-—% onda,je%—yz—%+1>0,

th.y¥? <3, tj.ye€ (—52é, @). 5 bodova
YA
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5 bodova



Rjesenja - 2. razred

. Dy =p?’-4q, Dy=m?—4n. 5bodova
Tada je Dy + D, = (p — m)? > 0. 10 bodova
Odavde slijedi da je ili D; > 0ili D, > 0, a tada su rjeenja odgo-
varajuée jednadZbe realna. 10 bodova

Napomena: Moguée je jos jedno rjesenje u kojem se pode od pret-
postavke da su sva rjeSenja kompleksna i dode se do kontradikcije.

5 bodova
Tada je D; < 01 D2 < 0, 5 bodova
i dobiva se Dy + Dy = (p — m)? < 0, sto nije moguée. 10 bodova
Odavde se zakljutuje da je D; ili D, nenegativno, §to znadi da su
odgovarajuca rjesenja realna. , 5 bodova.

. (i) ABLS je pravokutan i jednakokraan (L/LSB = LLBS = 45°.)

5 bodova
Dobivamo: d(L,B) = d(L,S) = 41‘. 5bodova
(i) AABL ~ AAKS pa vrijedi
%’% = g—gﬁ%, a kako je d(A,L)=r—-d(L,5)=r— 5@1‘,
d(A,S) = r, dobivamo d(S, K) = (V2 + 1)r 10 bodova

(iii) Povriina trapeza je P = 2f¢h, gdje je a = d(5, K),c = d(L, B),
h = d(L,S). Dobivase P = (3++v/2)cm?. 5bodova
A
L

\/

3




Rjesenja - 3. razred

1. Primijetimo najprije da je
A1A2 = AlA + AAg,Ble = B1B + BBz,Cng = C’10 + CCZ

B, 5 bodova

A B
C, ~
A B,

Al-;‘iz-l-B;Bg-l-Cl-‘Cb = (A;A-I-B-Bz)-l-(A:‘iz-l-C;C)ﬁ-(B;B-I-C-C’g) =0.
10 bodova,

Neka su zadane totke P, @, R, , P1 sa PQ AlAz,QR Ble,R.Pl =
Clcz Tada je 0 —A1A2+B1Bo-f 0102 = PQ+QR+RI PP]_

odakle slijedi da je P = Py, tj. |A1A2|,|B1Ba|,|C1Cz| su duljine stran-
ica trokuta. 5 bodova

5 bodova

2. Prirodni broj pri dijeljenju sa 7 moZe dati ostatak 0,1,2,3,4,5 ili 6.
Brojevi 03,13,23,33 43 53 6% pri dijeljenju sa 7 daju redom ostatke
0,1,1,6,1,6,6. 10 bodova
Da bi zbroj tri elementa skupa {0,1,6} bio djeljiv sa 7, jedan od njih
mora biti 0. To znadi da je jedan od brojeva z,y,z djeljiv sa 7, pa i
produkt z - y - 2 takoder ima to svojstvo.

15 bodova
3. Nejednadiba je ekvivalentna sa: log, 2 + 1 < /log, 2 + 3. Supstituci-
jom y = log, 2 dobivamo y + 1 < ¥y + 3. 5 bodova

Za y € [-3,—1] nejednakost je oéito zadovoljena. Za y > —1 imamo:
¥+2y+1<y+3<=> (y+2)(y-1)<0< -2<y<1.
Rjesenje gornje nejednadibe je y € [-3,1]. 5 bodova

Y
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Rjesenja - 3. razred

Sada traZzimo rjesenje nejednadzbe —3 < log,2 < 1.

Ako je 0 < z < 1, onda je log, = < 0, pa imamo:
1 : 1
g, = <1 1 bgz > -3 =
log,z<1 i logyz <3t logyz < %, tj. = € (0, —3\}_—2)
5 bodova

Ako je z > 1, ima.mo:rr();? <1 i 1og1,z 2 -3 =
logzz>1 logyz >3t tj.logyz >1,t. 22> 2. 5 bodova
Prema tome, rjeSenje polazne nejednadzbe je skup (0, -5\}—5] U [2,4+00).

5 bodova

. Neka je tov cka M poloviste brida BD. Tada je AM + MD > AD =

BC =2MC

A

M
C
Trokuti AABC i ADCB su kongruentni tj. AM = DM, paje2MD >
2MC. Zato krug sa sredistem u totki M polumjera d(M,C) sadrzi
tocke BiC, ane sadrzi tocku D. Odatle odmah slijedi da je kut ZCDB
siljast. 25 bodova



RJESENJA ZADATAKA ZA 4RAZRED

1. (25 bodova) Polazne nejednadibe ekvivalentne su sa | %% [< 1, odnosno
3sin?z < (2 + cosz)?.
Odatle imamo

4+4cosz+cos’z—3+3cos’z>0
4cos’z +4cosz+1>0
(2cosz +1)2 > 0,

a to vrijedi za svaki z € R, tako da i polazne nejednakosti vrijede za svaki z € R.
2. (25 bodova) (ai) je aritmeticki niz, te je S; = 25—‘-"—'%'——1)1 -1, pri éemu je d
diferencija aritmeti¢kog niza.

Iz TSS': = 'T?;' slijedi d = 2a;, te konaéno B

gn _a1t+t(m-1)-d_ay+(m-1)-2a; 2m-—1
an  a+(n—1)-d  a+(n—1)-2a; 2n—-1"

3. (25 bodova)




Postavimo ishodiste Kartezijevog koordinatnog sustava u T, a os = poloZimo
kroz srediste S od k , te stavimo 2-d = d(T,S) . Tada je jednadzba od k dana
sa

z-2-d+y =1,

a jednadzba proizvoljnog pravca kroz T biti ée
y=a-z. (5 bodova)

Apscisa odnosno ordinata od P(zp,yp) biti ée aritmeti¢ka sredina apscisa odno-
sno ordinata od Pi(z1,y;1) i Px(z2,y2) . Imamo:

(171,2—2'(1)2'{'02'2'1,22 =7'2 -

122 -(1+a®)—4-d-z;3+4-d>-r2=0
odakle slijedi

z _$1+.‘I.‘2_ 2-d R
P T ive
i 2.d
d-a
yp=8-2p= 5. (10 bodova)

Eliminacijom a dobivamo
22+y?=2.d-z,

odnosno
(z-d?+y?=d2 (10 bodova)

TraZeni skup tocaka je kruZnica.

4. (25 bodova) Prva dva ¢lana niza su @y = 74+6—-4 =9 = 32, a; =
72 -62—-4=81=9%

Za n > 3 je broj 6™ djeljiv sa 8, dok 7 = (8 ~ 1)" pri dijeljenju sa 8 daje
ostatak (—1)". Stoga, za n > 3 broj a, pri dijeljenju sa 8 daje ostatak 3 ili 5.

Ukoliko bi a, bio kvadrat nekog prirodnog broja, morao bi (jer je neparan)
imati oblik: (2k + 1) = 4k? + 4k + 1 = 851 41 . davao bi ostatak 1 pri
dijeljenju sa 8.

Prema tome, jedini élanovi s traZenim svojstvom su a; = 9 i a; = 81.



