ZAVOD-ZA SKOLSTVO MINISTARSTVA KULTURE I PROSVJETE
- REPUBLIKE HRVATSKE ‘

HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA

Zadaci za opéinsko-gradsko natjecanje uéenika
srednjih $kola Republike Hrvatske

5. ozujka 1994. godine

I. razred

1. Jedna zagrebacka obitelj krenut ¢ée ove godine na ljetovanje na Jadran
posljednjeg dana u mjesecu. UmnozZak rednog broja dana polaska i
rednog broja mjeseca povratka s brojem djece u obitelji te brojem dana
ljetovanja je 14384. Odredite datum povratka.

2. Rastavite na faktore izraz

(b= c)(b+¢)* + (c—~ a)(c+ a)® + (a — b)(a +b)".

3. Visina i teziSnica iz vrha A trokuta ABC dijele kut a na tri jednaka
dijela. Odredite kutove tog trokuta.

4. Rijesite sustav jednadibi
Ty + 0gT2 = T2+ a3T3 = T3+ a4y = T4 + asTs = =5 + 4171 = 1,

gdje je ajazazasas # —1.
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Rjedenja za prvi razred

1. Broj 14384 rastavi se na faktore: 14384 = 16 - 899 = 16 - (900 — 1) =
: -16+-(30% = 1%) == 2%-31-29 - . 5 bodova

31 - redni broj dana polaska (posljednji dan u mjesecu)

- redni broj mijeseca povratka (moze biti jedino 8. mjesec) 5 bodova -

2 - broj djece | 5 bodova
29 - broj dana ljetovanja 5 bodova
Dakle, vracaju se 28.8. _ 5 bodova

2. (b=c)(b+c)® + (c—a)(c+a)® + (a—b)(a+b)* =
= (B = )b+ O + (¢ — a?)(c+ ) + (a® — B)(a+ bt =
= b* + 203 — 2bc® — ¢ + ¢* + 2c%a — 2ca® — a* + a* + 2a%b — 2ab® — b* =
= 2[be(b? - F) + a(c* = b*) + a®*(b— )] =
= 2(b - ¢)[be(b 4¢)—a(c?+ch+b?)+a% = ' 10 bodova
= 2(b— ¢)[be(b+ c) — a(b+ c)? + abc + a®] =
= 9(6 — O)lbe(b+ c+ a) — al(b+c)? — a?)] =
=2(b— ¢)[be(b+ c+a) — a(b+ ¢ — a)(b+ c+a)] =
=2(b—c)(b+c+a)(bc—ab—ac+a?) = 10 bodova
=2(a+ b+ c)(a—b)(a—c)(b—c). 5 bodova

3. Neka je A; noziste visine iz vrha A na stranicu BC, i AA, teZinica iz

vrha A. Tada je
d(A], Ag) = d(A],C) 1 LAAzAl =. 5 bodova
Iz A; povucimo okomicu A;D na AB. Tada je AAA;D = AAAA;.

U trokutu ABA,D je d(B,A;) = ﬁ;—,d(D,A;) = £ i LA;DB = 90°.
Odavde slijedi g = 30°. 10 bodova
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a « @

Iz AAAC imamo v = 90° — &, a iz AABA;, 7= 5+8.
Odavde se dobiva a = 90° i y = 60°. 10 bodova

Imamo ovaj sistem jednadzbi

Ty + agzs =1

zg + azry = -1_

T3+ a4y =1

T4+ aszs =1

s+ a1z =1 : s : 5 bodova

Pomnozimo li ove jednadzbe redom sa 1, —az, azas, —a2a3a4, @2a3a40s 1
zbrojimo, dobivamo jednadzbu

z1(1 4+ a1aza3a4as) = 1 — a3 + a2a3 — a2a304 + 42830405 15 bodova
Zbog aiazazasas + 1 # 0 imamo

I = 1—a2+uzn;—agaac5+aza;u,aﬁ
== l14ajazazasas

1 dalje ciklicki

l1—ag+aza4—azaqas+azagasay
]

*3 = 1+ajazazasas

i = l—ag4a4ag—ayasa)tagasajag
3 14+ajaza3aqas ¥

= 1—as+4asa;—asajaztasajazas
4 1+4ajazazaqns L

P 1—a;tajaz—ajagzagtajazazay 5 bodova
5 14ajazajasas :
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. ZAVOD ZA SKOLSTVO MINISTARSTVA KULTURE I PROSVJETE
REPUBLIKE HRVATSKE

HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVOI

MATEMATIK A

Zadaci za opcinsko-gradsko natjecanje u&enika
srednjih skola Republike Hrvatske

5. ozujka 1994.godine
II. razred
1. Zadan je trokut ABC. Neka je B, tocka na visini tog trokuta povuéenoj
iz vrha B takva da je ZAB;C = 90°, a C; totka na visini tog trokuta
povucenoj iz vrha C takva da je ZAC, B = 90°. Dokazite da je |[AB;| =
4G i

2. U skupu kompleksnih brojeva nadite rjeSenje sustava jednadzbi:

Nar| = |za| = |z -
Z1+2+z3=1
Z12923 = 1.

3. Nadite sve parove kompleksnih brojeva koji zadovoljavaju jednadzbu
A+z+y)(1+2* +y%) +oy(l+2y) - 2 - y* = 0.
4. Rijesite nejednadzbu

-
925 4 3 = 242 _ 1
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Rjesenja zadataka za drugi razred

1. Neka su B, i C; nozista visina povucenih iz B i C.

C

; Slika 1 bod

Iz sli¢nosti trokuta AB,C i AB;B; slijedi 1&%'1 = {%ljl;

iz slicnosti trokuta ABB; i ACC, slijedi Ii28l = &,

i napokon iz sli¢nosti trokuta AC1B 1 AC;C} dobiva se ]%lll = %‘%. .
9 bodova

Iz ove tri jednakosti dobijemo
|AB:|* = |AB,||AC| = |AG,||AB| = |AC\|*
tj. |AB:| = |AC,|. . 15 bodova

2. Neka su 2z, 23, 23 rjeSenja tog sustava. Promatrajmo polinom
P(z) = (2 — z1)(2 — 22)(2 — 2z3) = 2° — (21 + 22 + 23) 2%+
(2122 + 2123 + 2223)2 — 212223. 5 bodova
Zbog drugog i treceg uvjeta je
P(z) = 2* = 2* + (2122 + 2123 + 2223)z — . 5 bodova
Iz tr1 dana uvjeta shijedi

el — — - 1 1., 1
l=atntn=H+B+a=F b=

21221222, Z
- zZ1z;z

= 2122+ 2223+ 2123 _
paje P(z) =28 —2242—1. T iR 10 bodova
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Kompleksni brojevi z;, z2 1 23 su korijeni tog polinoma i to su

2 =,z =2 =, 5 bodova

. Nakon mnozenja dobivamo

l+z+y+zi+23 4yl +y?+oy? + PP +zy+ 2zl — 22 —y° =0,
2 boda

a nakon sredivanja

l+z+z?+y+zy+22y+y?+2yi + 2% =01t
Q+z+z)(1+y+y?) =0 10 bodova
Rjesenja jednadzbe z* + 2+ 1 =0 su

z, = =L 2‘ 2§ = 4“; <3 3 boda
Rjesenja polazne jednadzbe su

(F48,y), (258,y), yeC, te

(:c, __H%‘é)! - (m, _1;2‘@)’ z€C,

za proizvoljne kompleksne brojeveziy. 10 bodova

. Lijeva strana nejednadzbe je definirana i pozitivna je za svaki realan
broj z, a desna je definirana za svaki broj z # —2, pri c¢emu moze biti
1 negativna.

a) Ako je desna strana negativna tj. akoje 2°t? < 1,onda jez < —2.
J g

10 bodova
(b) Ako je z > —2, onda je nejednadzba ekvivalentna sa

9% 4 3 <9542 ] ], 922%-4.2°44<0.

Uz supstituciju 2% = ¢ nejednadzba poprima oblik

2—4t44<0 tj. (t—2)%<0

&ije je rjeSenje samo t =21t r=1. 10 bodova
Konaéno, rjeSenje polazne nejednadibe je
z€ (—o0,—-2)U {1}. - SEL B 5 ; 5 bodova
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ZAVOD ZA SKOLSTVO MINISTARSTVA KULTURE I PROSVJETE
REPUBLIKE HRVATSKE

HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA

‘Zadaci za opéinsko-gradsko natjecanje ucenika
srednjih skola Republike Hrvatske

5. ozujka 1994. godine
III. razred

logiz > log§1f1 — %

2. Tri kugle diraju se medusobno i diraju ravninu u tri dane tocke. Nadite
polumjere tih kugala ako su medusobne udaljenosti tih triju totaka a,b1 c.

1. Rijesite nejednadzbu

3. Sahovska ploZa 8 X 8 razrezana je na &etiri dijela kao na slici 1 od ko jih se
moZe sloziti pravokutnik 13 x 5 kao na slici 2. Sluzeéi se kutovima « i f§ sa
siike 1 objasnite dobiveni paradoks 64 = 65.

: 5 B/ 3

5

i 5 2
3 3

§

3 o 3

i o B . 5

Slika 1 ' slika 2

4. Odredite kutove jednakokratnog trokuta ¢&iji ortocentar lezi na njegovoj up-
isanoj kruZnici. |

Opéinsko natjecanje - 1994 - 1. razred - zad
http://public.carnet.hr/mat-natj




Rjesenja za tredi razred

1. Nejednadzba ima smislazaz >0i1—%>0,tj. zaz € (0,4).
5 bodova

Uz ovaj uvjet je
loglz - log; VI=Z=1logiz - flogi(1- %) =
1llogs = — logs(1 — £)] - [logs = + logs(1 — §)|= §logs 325 logs Hi-s),
Dakle, nejednadzba je ekvwalentna. sa:
log 15 logz 2472 > 0. | " 5'bodova
Sada imamo dvije mogucnosti:

DAE>1iHD>1e2>4i(2-2?<0>2=2  5bodova

2)44:: <1i ﬂﬂl(lﬁx(d—l(ﬁi— )2)'04':}36(—'00,5]
5 bodova

Iz 1) i 2) i uvjeta z > 0 slijedi da je rjesenje skup (0, flu{2}. 5 bodova

2. 2= (r1+12)—(r1—r2)? =4nry . *
Analogno je a2 = (rg + r3)% = (r2 — r3)? = 4ryr3,
=(m+r3)l-(r1—r)= 4r1r3 . 10 bodova

MnoZenjem ove tri relacije dobivamo a?b*c? = 64r3r3r3,

odnosno abc = 8ryrars. (**) 5 bodova

Dijeljenjem (**) sa (*) dobivamo r3 = 22, - 5bodova

i analogno r; = -gﬁ,rg = 3f. 5 bodova
2
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3. Na slici 2 izmedu &etiri dijela nalazi se jedan jako uski paralelogram.
5 bodova

Stranice tog paralelograma su z = V82 + 32 = /73, ,
y= 52+ (5 3)2 = V29, . 5 bodova

a kut izmedu tih stranica je 90° — a — 3. 3 boda
Prema tome, povréina tog pa.ralelograma je jednaka

P = zysin(90° —a - B) = V73 -v/29(cosacos f —sinasin ). 4 boda
Sada imamo: sina = 7‘%,(:03& = 7%,511113 = Vsﬁ,cosﬁ = 722—9, 3 boda

paje P=v73:v29- 7=(8-2-3:5) = 1. 5 bodova
4, ¢ = LCHB = 180° — a = 180° — (180° — 23) = 28. 5 bodova

B

Iz trokuta HDC imamo

2 428
tg%:tgﬁ:%:fﬁ:%%—:ﬂg—b, 7 bodova

pri éemu je a osnovica zadanog trokuta ABC, b je krak, v visina,
Dalje slijedi: 4v-tgf = a + 2b,
4-3tghtgf=at2 52y

20::;2; = “ﬁ;l = 3cos!fB+cosf—-2=0.  8bodova

Rjesenja ove kvadratne jednadzbe su: cosf = —11i cosf = 2, Prvo ne

zadovoljava, pa ostaje § = arccos 2 ~ 48°11,a = 83°38'. 5 bodova
3
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ZAVOD ZA SKOLSTVO MINISTARSTVA KULTURE 1PROSVIETE
REPUBLIKE HRVATSKE

HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA

Zadaci za opéinsko-gradsko natjecanje ucenika
srednjih $kola Republike Hrvatske

5. ozujka 1994.godine -
IV. razred
1. U totkama parabole y? = 12z s ordinatama 2,6, —3 povulene su tan-

gente. Koliki je omjer povrsina trokuta kojeg tvore te tri tocke i trokuta
kojeg tvore sjecista tangenata na pa.ra.bolu u tim tockama?

2. Akojezy =1lizpp = T;:— za svaki n € N, dokazZite da je

“3¥994 + Tyoog < 1.

3. Nadite sve strogo rastuce funkcije f : R — R, takve da je =

4. Moze li se ploca 8 x 8 bez kutnih polja prekriti s 15 plocica
oblika ili [] ?

O
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1. Koordinate to¢aka prvog trokuta su _
A(L,2), B(3,6),C(3,-3). 3 boda
Jednadzbe tangenata na parabolu u totkama A, B, C su:
th...y=3z+1
tg...y =z +3
tc...y:—2a:,—%. o , ‘ 6 bodova
Presjeci tangenata su
tantg = Ti(1,4)
tantc =To(-3,-3)

tg Ntc = T5(—3,3). 6 bodova
Povriina trokuta ABC je

Py =356 +3)+3(-3-2)+32-6) = 3 4 boda
Povriina trokuta 1715753 je
P=i1-(-3-H-3G-9-3¢4+D =% dtsid
TraZeni omjer povriina je % =2 2 boda

2. Rjesenje A:

Dokazimo metodom matematicke indukcije da vrijedi 23, + 2, < 1 za svaki

prirodni broj n. _ 2 boda
(a) Za n =1 je z; = } i lako se provjeri da je 22+ 75 < 1. 2 boda
(b) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki prirodan broj k. Tada je
Za(k+1) = ﬁ'l‘i-t—' = ], 5 bodova
2k
Sada je

1 3
224y T T2ks1) = Bakan) (S +1) = 2 - T =

ﬁ%“%g—s= l+f%ﬁ%);l. 10 bodova
Kako je po pretpostavci indukcije m%k + 2. —1<0,tadajei z§k+2 —+
Zok+2 < 1. 5 bodova
Time je tvrdnja dokazana za svaki prirodan broj n, pa stoga vrijedi i
za n = 997.
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Rjesenje B:

Dokazat ¢emo da za svaki prirodan broj n vrijedi z3, < 3[5{—1- i Zon-1 >

52_’ : 5 bodova
Oznaéimo sa f(z) = Tﬁ funkciju na skupu realnih brojeva.
(i) Ako je z < 5/% tada je f(z) > = ‘?1 = \/5_'2“.
ii) Ako je z > ¥5-1 tada je f(z) < —— = /51 13 bodova
2 14-25=1 2

F

Zan=1ljez;=1> 5[—":211— pa je u ovom sluéaju tvrdnja dokazana. 2 boda

Kako je 22, < 3@ to je 22, + T2a < (‘/32'1 )2 + (‘/5.2“1) = 1. Zato tvrdnja
vrijedi za svaki n, pa specijalno vrijedi i za n = 997. 6 bodova

. Funkcija f je strogo rastuéa pa za svaki z;, z; vrijedi f(z1) < f(z2).2 boda
Ozna&imo y = f(z). Tada je zbog uvjeta u zadatku z = f(y). 2 boda

(i) Za z < y je f(z) < f(y), pa slijedi da je y < z §to je kontradikcija.
: 10 bodova
(ii) Analogno, za z > y je f(z) > f(y),odnosno y > z 5to je opet kontradik
cija. = 5w
bodova

Dakle, jedino moguée je da bude z = y, odnosno f(z) = z. Bududi da je

z bio proizvolian, to je jedina funkcija s traZenim svojstvima f(z) = z za
svaki realan broj z, a to znaéi da je f~! = f. 6 bodova

. Podijelit éemo sva polja ploée na dva disjunktna skupa. Obojimo redove 1,
3, 5, 7 crvenom, a redove 2, 4, 6, 8 plavom bojom. 5 bodova

Ploéica postavljena na ploéu moze prekrivati ili 3 crvena i 1 plavo polje, ili
3 plava i 1 crveno polje. 5 bodova

Oznalimo sa z broj ploéica koje prekrivaju 3 crvena i 1 plavo polje. Tada
(15— z) plotica prekriva 1 crveno i 3 plava polja. Ukupan broj crvenih polja
je 32. Dakle vrijedi :

3z+4+(15-z)=32pajex = 3.

Zato traZzeno prekrivanje nije moguce. 15 bodova
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