ZAVOD ZA SKOLSTVO MINISTARSTVA KULTURE I PROSVIETE
REPUBLIKE HRVATSKE

HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA

Zadaci za Zupanijsko natjecanje ucenika
srednjih skola Republike Hrvatske

9. travnja 1994.

I. razred

1. Nad hipotenuzom AB i katetama BC, C A pravokutnog trokuta ABC
konstruirani su s vanjske strane kvadrati ABDE, BCFG,CAHK. Neka
je L sjeciste pravaca F'G 1 HK i neka su M, N, P tocke simetri¢ne
tockama G, H, L s obzirom na pravac AB. Dokazite da tocke D, E,C
leze na pravcima M P, NP, LP i da su trokuti ABC,CLK,LCF,AEN,
EDP.DBM sukladni. Iscrtkajte te trokute! U kojem su odnosu pe-
terokuti ABGLH i ABM PN? Sto zakljuéujete promatranjem neiscrt-
kanih dijelova tih peterokuta?

2. Sto se moze zakljuéiti o brojevima a?, b?, ¢* ako vrijedi jednakost
11— 29
a+bd ' btc T a+c”

n2—n+2

3. Pokazite da se razlomak 255"

ne moze skratiti ni za koji n € N.

4. Za a = R rijesite sustav jednadzbi

.2 . ~1\2 _
z] + ary + (a2 ) =T
a=1
2

22+ axy + (5) =3

a—1

2l + ax, + (%5 )2 = 2.
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chg(;nja, 7adutalka 7a prv; razred:

1. Iz |AC| = |AH| = |AN|,|AB| = |AE|,LBAC + 90° = LBAH =
LBAN = 90° + LEAN, {j. LBAC = LEAN slijedi AABC = AAEN.
Slicno je AABC = ADBM. 1z NE L NAJHK 1 H A slijedi da
simetrija s obzirom na pravac AB preslikava pravac HL u pravac NE,
a kako preslikava L u P, to P leZi na pravcu NE: Sli¢no P lezi na

praveu MD. 6 bodova
Iz |AB| = |ED|,(BAC = LEAN = 90° — LAEN = (DEP islitno
LABC = (EDP slijedi AABC = AEDP. 6 bodova

Iz |JAC| = |CK]| = |FL|,|BC| = |CF| = |LK|,LACB = 90° =
/CFL = (CKL slijedi AABC = ACLK = ALCF. Neka je |CQ|
visina trokuta ABC iz vtha C. 1z LLCK = (BAC = LBCQ slijedi
da totke L,C,Q leze na jednom pravcy, . LC L AB. Kako je i
LP 1 AB, to su totke L,C, P na jednom pravcu. 6 bodova

Peterokuti ABGLH i ABM PN su sukladni. Slijedi: povrsina kvadrata
nad hipotenuzom jednaka je zbroju povréina kvadrata nad katetama.5
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. Iz dane jednakosti dobiviamo

a42b+c 2

(atb)(btc) — a+c

odakle nakon sredivanja  «* +¢* = 202, 25 bodova

. Ovaj razlomak mozemo zapisati ovako

ndon?ongl 1l(n2—n+'2)+3(n2—11+‘2)—5 _

e : nl—nt2 ~
=n+3- '—12—;5,—;2- : 5 bodova
Dakle, razlomak se moze skratiti ako i samo ako se moze skratiti 23-251‘-'*2
tj. ako i samo ako 5[n? —n + 2. 5 bodova
No,
n=0(mod5) = n’-n+t2= 2(mod §)
n=1(mod5) = n?—n+2=2(mod 5)
n=2mod5) = n’-n+2= 4(mod 5)
n=3mod5) = n*-n+2= 3(mod 5)
n=4(mod 5) = nP-n+2= 4(mod 5) 10 bodova
odakle vidimo da 5 ne dijeli n? —n + 2 ni za koji prirodan broj n.

5 bodova

Zbrajanjem ovih jednadzbi i zgodnim grupiranjem dobiva se

n

2 (= =
S+ (@ = Dai+ (—5=)) =0

i=1
tj. 15 bodova
- a—1
;(wi - )2 =0
5 bodova
Odavde se vidi da je z; — %l =0, 1=12,...,n |
Rjesenje je x; = ‘—‘—;—1, r=1,2,...,n. 5 bodova
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II. razred

1. Rijesite jednadzbu

24—
.—J—r-—-—
b l+;l+:

u kojoj ima 1994 razlomacke crte.

|8

Iz vtha A paralelograma ABCD spuitene su okomice AM i AN na

pravce BC i CD. Dokazite da su trokuti ABC i MAN sli¢ni.

3. Odredite sve korijene polinoma
P(z) =2 = (546i)z" +9iz+1-3i, z€C

znajuéi da je bar jedan od njih realan.

4. Za koje a € R su sva rjesenja jednadzbe
(= 1)z =2)(x -3)=a

realna?

Ty
N



Rjesenja zadataka za drugi razred:

1.

Vrijedi \/_?4'-3_—1:7 =+vz+1-1, 10 bodova
pa tu jednakost primijenimo 1994 puta u jednadzbi. Na kraju imamo

vz +1—1=1, odakle dobijemo z = 3. 15 bodova

Cetverokut AMCN je tetivni jer su LAMC i LANC pravi. 10 bodova

Slijedi da je LM AN = 180° — LMCN (kutovi tetivnog cetverokuta) i
JABC = 180° — LBCD = 180° — LMCN odakle je LMAN = LABC.
5 bodova

Takoder je LANM = LACM = LAC B (obodni kutovi nad tetivom).
5 bodova.

I preostali treéi kutovi iz trokuta MAN i trokuta ABC moraju biti
sukladni pa je AMAN ~ AABC.
5 bodova

[0



3. Napidimo polinom u ohliku

P(z)=(2z° -5z +1) + (=622 + 9z — 3).
Ncka je z; € R takav da je P(z) = 0. Tada je

2:3-52241=0 i —622 +92; —3=0. 5 bodova
Rjesenja druge jednadzbe su 3 i 1 od kojih samo ! zadovoljava i prvu
jednadzbu. Dakle, z; = -1,‘; - 5 bodova
Iz (22% — (5 +68)z% +9iz +1 - 3d) : (z— 3) =222~ (4+6i)z—2+6:
10 bodova
192 222 — (4 +61)z — 2 + 61 = O slijedi 22 =1 + 2,23 = 1+2.
5 bodova
. Stavimou =z — % Dobivamo
(u+Hu+ Hu—3)(u- 3)=a odakle se dobiva
(WP =Hr-1 =a 5 bodova

Neka je y = u?. Problem je ekvivalentan sa odredivanjem brojevaa € R
takvih da su oba rjeSenja jednadzbe (y“%)(y*%) = a realna i pozitivna.

10 bodova
Jednadzba se svodi na sljedeéu: y? — %J + 19—6 — a = 0. Njezina rjesenja
e biti realna ako je D = f -4 (19—6 —a)>0tj. ako jea 2 —1.
Rjesenja ove jednadzbe bit ce pozitivna ako je 19—5 —a > 0, tj. ako je
a< 5 bodova

— 15"
Dakle, za a € {~1, 5] sva Cetiri rjeenja jednadzbe bit e realna.
5 bodova
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III. razred

1. Rijesite nejednadzbu
3zx—5
(3-2)3% < 1.

2. Kugla je opisana oko uspravnog stoica. Ravnina koja prolazi sredistem te
kugle, a paralelna je s bazom stoica, dijeli stozac na dva dijela jednakih
volumena. Koliki je kut izmedu izvodnice stosca i ravnine njegove baze?

3. Za a.3 € (0, ) izrazite broj tg 3 + tgg pomodéu brojeva a = sina +sin § i
b= cosa + cos 3. -

4. Za koje m € R jednadiba

sin?z —sinz -cosz — 2cos?z =m

ima rjesenje?



Rjesenja zadataka za tredi razred

1.

Moramo promatrati dva slucaja:

(a) 3—z > 11 %2 <0

(h) 0<3—-z<1i32>0. 5 bodova

3~z

QOdavde dobivameo

(a) 2 <2i3z-5<0,tj. 2 €(~00, 2); ‘ 8 bodova
(h) 2<z<3i3z-5>0, tj. z € (2,3). 8 bodova
Stoga je rjesenje T € (—00, 2)u(2,3). 4 boda

2. Ako je V volumen stosca, a Vi volumen njegovog gornjeg dijela tada je
IR+ z) = ¥riR c 2 boda

ADBC ~ AEFC = 2 = gz 5 bodova
Odavde jery =1+ ﬁ%, pa uvritavanjem u prvu jednakost dobivamo

7'2(R+."v)='27‘2-(—]§_%_v-ll = (R+ar)3=2R3

=~ R+z=RA = z=REFN-1). 10 bodova

Iz trokuta ADE imamo  cosf = = V2-1, (8=74°50"). 4 boda

Iz trokuta ABC imamo  a = 90° — 523- (= 52°32"). 4 boda
9



3.

ot/
)

4 sin -
oL ptgs = ——24— 5 bodova
© 2 T 2 cos g—«;nsg

Iz a2 =sinla+sin?f+2sinasinfib?= cos? a + cos? B+ 2cosacos 3

zbrajanjem dobivamo cos(a — f§) = ﬁ—tlz—'—‘ 5 bodova
v Lo La=f _ cos{a—=f3)+ Va2
Nadalje, cos 555 = {/ === o
b:cosa+cos/3=2cus'—j’—in —%ﬁ = cose.—‘;ﬁ:—\/(l_—%?—g—
0+ 58 _ R - a .

odakle dobivamo sin =5= = /1~ =7 = 727 ! . 5 bodova

@osl =1 athd
cos 3 cos 5 = 1(cos %52 3+ cos 5-)
1/ya 2+b b — a?4b242b bodova
3 + \/a2+b2) - 4\/u2+b2 ’ 8

4a

I napokon se dobiva tg 5 + gl 2 = oTeEs 5 bodova

. Jednadibu mozemo ovako zapisati

sin?z — sinz - cosz — 2cos? z = m(sin®z + cos® )
(1-m)sin®z —sinz -cosa — (m + 2) cos’z = 0. 5 bodova

Promatrajmo sada dva slu¢aja.

(a) Za m # 1 je cosa # 0, pa jednadzbu podijelimo sa cos® x. Dobivamo
(1 -m)tg?z —tgz — (m+2) =0 5 bodova
Zat = tgz dobivamo kvadratnu jednadzbu (1 —m)t2—t—(m+2)=0.

Da bi ona imala realna rjeSenja nuzno je i dovoljno da za njezinu
diskriminantu vrijedi: D > 0.

D=1+4(1—=m)(m+2)=—-4m?—-4m+9.

Dakle, —dm? —4m+9>0 5 bodova
m € ["1"@, “*._,\/-'T’]\{l}. 5 bodova
(b) Za m = 1 imamo jednadzbu —cosx (sinz + 3cosx) = 0 koja ima
rjeSenja, npr. ¥ = § 4 k7. 5 bodova

Prema tome, jednadzba ima rjesenja za m € ['1_.2v 10 "Hfzv 101,
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IV. razred

. Dokazite da za razlicite tocke A, B,C i D na jednakostrani¢no} hiper-

boliiz AB L CD slijedi AC L BDi AD L BC.

Odredite brojeve aj, as,... akojea; = 1,a, =21
an = (2n + Dan; — (n* = Day—2, (n2>3).

Ako je f : R — R parna fukcija i ako je za ¢ > 0 funkcija g(z) =
[{xr — ¢) neparna, dokazite da je f periodi¢ka funkcija s periodom 4c.

. Na fahovskom turniru s 8 sudionika svaka dvojica odigrala su po jednu

partiju. Nakon odigrane partije pobjednik dobiva 1 bod, a poraZeni 0
hodova. Ako partija zavrsi remisom svaki od njih dobiva po 13 boda. Na
Kkraju turnira svaka dva sudionika imaju razlicit broj bodova, a drugo-
plasirani Sahist ima toliko bodova koliko ih imaju posljednja Eetvorica
zajedno.  Koliko je bodova osvojio sedmoplasirani igraé u partiji s
treceplasiranim?



Rjcsenja zadataka za 4. vazred

1.

| ]

Ncka je jednadzba hiperbole z «y = m?, 10 bodova
a odabrane tocke A = (ma,2), B = (m, §),C = (me, %),
D = (md,%). 5 bodova
Tada je AB L CD  ako isamo ako je
mhb—n(:a ' mdd—-nclc = _1’
odakle dobivamo abed = —1. 5 bodova
Zbog simetrije iz abed = —1 slijedi da je AC' L BDi AD L BC.

5 bodova

Izratunajmo nekoliko prvih ¢lanova:

a, =1,a;=2,a3 = 6,a4 = 24,a5 = 120,a6 = 720, ... Primjeéujemo da
je

ap =11, a; =2, a3 = 3!, a4 = 4!, a5 = 5!,a6 = 6!,... 5 bodova

Pretpostavljame da je a, = n!. Nadu slutnju ¢emo provjeriti koristedi

metodu matematicke indukecije. 5 bodova

(a) Zan=ljeamy =1,azan=2jeay=2. 2 boda

(b) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sve brojeve k < n za neko
n>2t) daje ape = (n—=2)ia = (n— 1)L 5 bodova
Tada je ‘

an = (204 Dager — (02 = an_2 =
En4+Dn-1)=m-1)n-2)=
= =222 =n-1)=(n?=1){n-2) =nl

Zato je za svakon € N a, = nl. 8 bodova
J
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1. lzradunajmo kolike je f(x — 1¢). 5 bodova

f(z —d¢c) = g(z = 3c¢) = (zbog neparnosti funkeije g)

=-g(3c—2z)= 5 bodova
= —f(2¢—z) = (zbog parnosti funkcije f)

=—f(z—-2)= 5 bodova
= —g(z —c) = (zbog neparnosti funkcije g) |
=glc—z) = 5 bodova
= f(-z) = (zbog parnosti funkcije f)

= f(z). 5 bodova

. Posljednja etvorica imaju zajedno barem 6 bodova zato Sto su oni
medusobno odigrali 6 partija, a svaka donosi jedan bod. 7 bodova

Drugoplasirani igraé ima najvise 6 bodova. Naime, ako prvoplasirani
ima 7 bodova, tada je on pobijedio drugoplasiranog. Ako prvoplasirani
ima 6,5 bodova (ili manje). onda drugoplasirani ima najvise 6 bodova
jer svaka dva imaju I'azli(:it broj bodova. 8 bodova

Drugoplasirani 1orac ima barem 6 bodova jer su barem toliko osvojila
I

posliednja cetvorica. Zato on ima toéno 6 bodova i toliko su osvojila
1)0:1J(’(111ja cetvorica. 5 bodova

Dakle, oni su 1zgubxh sve partije u susretima s prvom Cetvoricom, t]
sedmoplasirani igrag je izgnubio od treéeplasiranog. 5 bodova
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