MINISTARSTVO PROSVIJETE I SPORTA
REPUBLIKE HRVATSKE

HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA

Zadaci za zupanijsko natjecanje ucenika
srednjih §kola Republike Hrvatske

1. travnja 1995. godine

I. razred

1. U pravokutnom trokutu ABC totka K je poloviste hipotenuze AB.
Totka M je na stranici AC tako da je |AM| = 2|MC|. Dokazite da je
LMBA =(MKC.

2. Brojevi a,b, ¢ su takvi da je

a? — be b2 — ac

=i Wiy el

Ako je a # b, dokazite da je

y I
GF b = o=,
a b ¢

3. Odredite sve uredene trojke brojeva (z,y, z) za koje je: z—y=y—2 =
96, pri Cemu su z,y, z kvadrati prirodnih brojeva.

4. Skicirajte skup tocaka (z,y) u koordinatnoj ravnini takvih da je

y22lz|+|z-2], y<8.

Izratunajte povrSinu dobivenog geometrijskog lika.
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RjeSenja zadataka za prvi razred.
Svaki zadatak nosi po 25 bodova.

§
1. Prithijetimo da je |CK| = 3|AB| = |AK], tj. trokut CAK je jed-
nakokracan. Zato je /ZKCM = (KCA= (CAK = (MAB.

\
(10 bodova)

B
K

c M A
Iz gornje jednakosti i uvjeta zadatka je
|[AM| _ 5 _ |AB|
IMC| — % 7 |CK[’
Odavde slijedi da su trokuti AM B i C MK sli¢ni, odakle slijedi ZMBA =
L(MKC. (15 bodova)

2. Sredivanjem gornjeg izraza dobivamo
b(a? — be)(1 — ac) = a(b? — ac)(1 — be)
ab — ab? — a®be + ab®c — b’c + a’c + ab’c? — a’bc? =0
ab(a — b) — abc(a® — b?) + c(a® — b?) — abc(a — b) =0
(a—b)(ab— a*bc—ab’c+ac+bc—abc®) =0  /:(a—0b)
ab + ac+ be = a’bc + ab’c + abc? [ :abe
a+b+ec=L1+1+1 (25 bodova)

3. Neka jez=d?,y=b,z2=c*. Kakojez >y >z tojea>b>c
a? —b? =96 = (a+b)la—b)=96 i
b2 —c? =96 = (b+c)(b—c) = 96. (5 bodova)
Imamo ove mogucnosti:
a+b, b+c=096, 48, 32, 24, 16, 12;

a=b b—e=1 2, 3 4 6§ & " (5 bodova)

Buduéi da je (a + b) + (¢ — b) paran broj, otpadaju prva i treca

moguénost. (5 bodova)
2
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Preostale moguénosti su
(a,b), (bc)=1(25,23), (14,10), (11,5), (10,2).

Kako par (a, b) zavriava elementom kojim (b, ¢) po€inje, moze biti samo : |
a = 14, b = 10, c¢ = 2. Postoji jedino rjeSenje z = 196, y = '

100, z=4. (10 bodova) _ k
4. Moramo promatrati ova tri slucaja:
° £>2% 2 0<z<2 ¥ <0
U prvom sluéaju je ¥y > 3z — 2, u drugom y > = + 2 i u tretem
y > —3z+2. (10 bodova)*
Geometrijski lik koji se dobije je etverokut &iji su vrhovi A(0,2),
B(2,4), C(3.8), D(-2,8). (10 bodova)
y
D(28\ |F Cc(28)

Povrsina ovog ceverokuta jednaka je zbroju povrsine trokuta ABE i
AFD te trapeza EBCF, gdje je E(0,4) i F(0,8). Dobijemo

1 i oo o G 56
s 8 B el A .
P =3 h g Sy 3

(5 bodova)
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MINISTARSTVO PROSVIJETE I SPORTA
REPUBLIKE HRVATSKE

HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA

Zadaci za Zupanijsko natjecanje ucenika
srednjih skola Republike Hrvatske

1. travnja 1995. godine

I1. razred

1. Odredite sva rjesenja jednadzbe u skupu kompleksnih brojeva

2. Pet kruZnica upisano je u pravokutnik kako je prikazano na slici

NN
e,

Duljina manje stranice pravokutnika jednaka je 1. Kolika je duljina vece
stranice?

3. Duljina jedne dijagonale romba je geometrijska sredina duljine stranice
i druge dijagonale. Odredite kutove romba.

4. Rijesite nejednadzbu

9% —5-15%+4-25%
—9% |- 8. 167 — 15-256%

< 0.
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RjeSenja zadataka za drugi razred.
Svaki zadatak nosi po 25 bodova.

1. Jedno rjedenje je z, = 0. %
Pomnozimo jednadzbu sa z; 2z # 0 i dobijemo
= 27 = e
Viijedi: |28 = [P =[Z]=12] = |z=1
Zato je jednadzba ekvivalentna sa
=] =5 £—-1=0
= (2 -1)(*+1)=0
= (z-—D(z+1)(2—z+1)(2+2+1)=0.
Ova jednadzba ima jo$ Sest rjesenja,
n=1z=-1z= 1+2}/§‘,z4 = I*fi,zs == i?&,zﬁ = i—z\/i

X

25 bodova

2. Polumjer najvece kruZznice jednak je 1. Neka su polumjeri drugih dviju
kruznica jednaki x i y kao na slici. Iz pravokutnog trokuta 5152573
koristeéi Pitagorin poucak dobivamo

(% 4+ = (% +y)?2+ (z+y)% 10 bodova

Nadalje vrijedi jos ova jednadzba

dr + 2y = 1. 5 bodova

Odavde se dobije kvadratna jednazba 4y* + 8y — 1 = 0 ije pozitivno

rjeSenje je jednako y = "2-—€ - 1. 5 bodova

Duljina veée stranice pravokutnika je jednaka 1 +2y + 1= V5.

5 bodova

3. Oznaéimo |AC| =d,, |BD|=d,. Kako je d; = Vad, to je d2 = ad;.

Odavde dobivamo

j—‘- 2k tj. dy=ak, dy = ak?. 5 bodova

2 @&
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Kako je

2= (BY+ (S, 4

g% = (%)2 +(%)? dobivamo jednadzbu

k*+k>—4=0.

Jedino pozitivno rjegenje je k? = 1(v/17 —1). - 10 bodova

Izracunajmo kut €:

d 2
> % 1
a

COS€ = ~(v/17 - 1) = 0.780 776.

€ = arccos 3(V17 - 1),

a=2¢ [B=180"—12¢ 10 bodova
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4. Nejednazbu zapisimo u obliku

(9% —5- (3 +4

< 0.
~@F+s (GF-15

‘ 5 bodova

Supstitucijom (2)* = t zapiSemo jednadzbu u pogodnijem obliku

12 - 5t+4
—12 4+ 8t —15

bl
ili u faktoriziranom obliku
¥

(- 1)(-4)
G-9E-5)

RjeSenje ove nejednaibe je t € (0,1) U (3,4) U (5, 00), odnosno
' 10 bodova

z € (—o0,logg 5) U (log% 4,logs 3) U (0, 00). 10 bodova
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MINISTARSTVO PROSVJETE I SPORTA
REPUBLIKE HRVATSKE

HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA

Zadaci za Zupanijsko natjecanje ucenika
srednjih Skola Republike Hrvatske

1. travnja 1995. godine
II1. razred

1. Naéi sva rjeSenja sustava
(1) sinzcosy=A4A
(2) coszsiny=B

za z,y € [—%, ). Diskusijal

2. Vrhom uspravnog kruZnog stosca prolaze dvije ravnine. Jedna od njih
nagnuta je prema bazi stoica pod kutom a i sijece ju duz tetive duljine
a. Druga je prema bazi nagnuta pod kutom B, (8 # a) i sijece ju duz
tetive duljine b. Odredite obujam stosca.

3. Zadan je trapez s osnovicama AB i CD. Dokazite da su krakovi BC i
AD okomiti ako i samo ako je suma kvadrata duljina dijagonala trapeza
jednaka sumi kvadrata duljina osnovica.

4. Dan je pravokutni trokut ABC. Totka D je poloviste hipotenuze AB,
F je poloviste stranice AC, E je poloviste od CF i G je poloviste od
FA. Duzina CD sije¢e BE, BF i BG redom u tockama P, Q i R. Koliki

: tar 1PQl9
je omjer |55
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Rjedenja zadataka za treéi razred.
Svaki zadatak nosi po 25 bodova.

1. Iz (1) i (2) dobivamo sin(z+y) = A+B, i sin(z—y) = A—B,
a odavde

z+y=arcsin(A+B) i zt+y=7- arcsin(A4 + B);
z—y=arcsin(A-B) i z-y=7— arcsin(4A — B). 10 bodova

Sustav ima rjeSenje ako i samo ako je A, B,A+ B, A~ B € [-1,1], tj.
|A|<1, i Bel[-1+]|A1- | Al}. 5 bodova

Sada dobijemo rjedenje u svakom od Eetiri slucaja:

a) z = Laresin(A + B) + arcsin(A — B)],
y = 3[arcsin(A + B) — arcsin(A — B)];

b) £ = L[arcsin(A + B) — arcsin(A — B)] + 73,

y = L[arcsin(A + B) +arcsin(A — B)-%

¢) z = L[-arcsin(A + B) + arcsin(A — B)] + 3,

y = [~ arcsin(A + B) — arcsin(A - B)| + 5

d) z = }[~arcsin(A + B) — arcsin(A — B)] + 7,

y = L[~ arcsin(A + B) + arcsin(A — B)]. 10 bodova

9. Neka je |MN| = a, P poloviste od MN, a = LKPS. Sada je

h=|PS|tana, |PS|=,r*—(3)® = h= Jri—(§)?tana (1)
Analogno je i h = 4/r% — (})*tan 8. ’ (2)

. 5 bodova
Iz (1) i (2) dobivamo

2 _ (%)2 tan?a — (%)2 tan® 3

tan?a — tan? 3

10 bodova
Prema (1) je
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Er-Gr

tan? o — tan® g

tanatan 8.

5 bodova

Sada je obujam stoica

1 T a’tan’a — b*tan? B a? — b
V = —r’rth= —tanatanf- . :
3t 24 A tan’a — tan? g tan’a — tan®* g8

5 bodova

—_— % = —h

. Neka Je @ = AB,b= BC,é=CD,d= DA,é= AC, f = BD

Vrijede ove jednakosti:

G+b+e+d=0,

e=a+b i f=b+c

Sada je

e+ fi=(@+b2+ 0B+ =a’+2+ 26 +2b(@+ ) =

=+ +20 —2B(b+d)=a?+c* - 2b-d.

Odavde vidimo da je

bld & b-d=0 & e+fl=a’+¢. 25 bodova
. Postavimo koordinatni sustav tako da mu ishodiite bude u vrhu C, a

stranice CA i CB na koordinatnim osima z i y. Sada je C(0,0),
A(®,0), B(0,a), D(3,5), E(3,0), F(3,0), G(%,0).

: 5 bodova
Jednadzbe pravaca CD, BE, BF i BG su

CD ... y=4x, BE y=-Lz+aq,
BE ... y=-%2r+a, BG ... y=—~'_’3‘fa:+a. 10 bodova
Zatim odredimo toéke P,Q i R.
P=CDNBE .. P32,
Q=CDnBF ... Q(%,2),
R=CDNBG ... R(¥ %)

Sada je |PQ| = '125"/“2 +52, [QR|= %mg

Trazeni omjer je jednak F’Lj‘;i = ;—:

©jo
tp

1

5 bodova

5 bodova
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MINISTARSTVO PROSVJETE I SPORTA
REPUBLIKE HRVATSKE

HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA

Zadaci za Zupanijsko natjecanje uéenika
srednjih 8kola Republike Hrvatske

1. travnja 1995. godine
IV. razred
1. Nadite jednadzbe zajednickih tangenata parabola
y=25"~1 i y=(z~1)%
2. Zadano je 1995 kompleksnih brojeva. Ako pomnozimo bilo koja dva od

njih (ne nuzno razli¢ita), dobijemo opet jedan od tih brojeva. Nadite
sve skupove brojeva koji imaju to svojstvo.

3. Dokazite da za svaki n > 3 postoje neparni brojevi z i y takvi da je
2" = Ta? 4 9. ' '

4. Dan je aritmeticki niz 1995, 1999, .. .. Dokazite da taj niz sadrzi besko-
nacno mnogo prostih brojeva.
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Rjesenja zadataka za Cetvrti razred.
Svaki zadatak nosi 25 bodova.

1. Zajednicka tangenta ovih parabola prolazi tockama (z1,91) 1 (22, 12),
tj. jn =222 -1 i 1y = (22— 1)% Njezin koeficijent smjera je

! z2-1)2—(222-1 "
(222 — Vi, = (& = 1)y, = E=L=EED g,
dz) = 2z — 1) = 2L 050 10 bodova

2

Odavde éemo odrediti tocke dodira tangente i parabola:

ro—1

2 b
pa uvritavanjem u drugu jednadzbu dobijemo

T3 4+27,—-5=0

Ty =

¢ija rjeSenja su T3 = —1+ \/5 i zp=-1-— /6. Sada je yz =

10 — 46 odosno y, = 10 + 4+/6. 5 bodova
U prvom sluéaju je koeficijent smjera tangente k = —4 + 2v/6 i njezina
jednadzba je
y = (—4+2v6)z — 6+ 2V/6. 5 bodova
U drugom sludaju je koeficijent smjera tangente k = —4-2+/6 i njezina
jednadzba je
y = —(4+2v6)z — 6 — 2V6. . (5 bodova)
2. Svi brojevi po modulu moraju biti jednaki 1 (u protivnom bi mnozeci
taj broj sa samim sobom dobili beskonatno mnogo brojeva). (5
bodova)

Oznatimo sa aj argument k—tog broja, zx = cosoy + isinax. Pri
mnoZenju se argumenti zbrajaju.

1) Svi brojevi ay su oblika %: - 2m, gdje su pr 1 gx prirodni brojevi (u
protivnom bi mnoZeéi broj sa samim sobom dobili beskona¢no mnogo
brojeva). (5 bodova)
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2) Neka je gmax najveéi broj u skupu Q = {gi,...,qi9es } pretpostavimo
da neki gr ne dljell Gmax- Tada bi bilo argzmacsr = Qmax + 0 =
(;L::‘f - qk) 2 = P— 2m) ¢ = V(gmax, ¢). Tada je ¢’ > ¢max Sto je

suprotno pretposta.vm Zato svaki g dijeli ¢rmax- (5 bodova)
3) Svaki argument je oblika E% Neka je p; > 0 najmanji meddu
brojevima {pi}. Brojevi p; i gmax su relativno prosti. Tada su brojevi
q:‘“, qif’:x, > lgiiil svi argumenti danih kompleksnih brojeva. Neka je
kp, = 1 (mod gmax)- lada biza 1l <k < j <1995 bilo (j — k)p1 =
0 (mod gmax) tj. gmax bi dijelio j — k ssto nije moguche. Zato mora biti

Gmax = 1995. (5 bodova)
4) Mora biti gmax = 1995 (u protivnom bismo imali manje od 1995
brojeva, jer su svi moguéi argumenti oblika a; = ;’-‘;— 2, Kk =
0’ 1}2! IR ’qma.x)'

Konagno je ax = 19% -2, k=0,1,2,...,1994. Ti brojevi su rjesenja
jednadzbe %% =1. (5 bodova)

. Dokaz se provodi matematickom indukcijom.
Zan=3je2d="7-12+12

Pretpostavimo da je za neki n € N, 2" = 7z2 + 92 gdjesuz iy
neparni brojevi. Sada je

o =272+ 297 =T ()0 + () = 7. () + (). (10
bodova)

Kako su z i y neparni, z + y,z — y, 7 — y, 72 + ¥y su parni.

Ako 4|z +ytadad Jz—yiiz Te—y = 7(z+vy)—8y slijedi da 4|7z —y

pastoga 4 [Tz +v. (5 bodova)
Ako 4|z —ytadad fz+yiiz Tz+y = T(z—y)+8y slijedi da 4|7z +y
pa stoga 4 Y7z —y. (5 bodova)

Dakle u svakom slu¢aju mozemo izabrati neparne z i y takve da vrijedi
dana jednakost. (5 bodova)

. Treba dokazati da postoji beskonaéno mnogo prostih brojeva oblika
4k+3. Pretpostavimo suprotno, tj. dasu py,ps,...,Pn sv_f prosti brojevi
oblika 4k + 3.

Promatrajmo broj A = 4p1p;...p, — 1. Broj A ima neki prosti faktor
oblika 4k + 3 (jer bi u protivhom A imao oblik 4k + 1), a on nije niti
jedan od py,pa,-- -, Pn, Sto je u suprotnosti s pretpostavkom.

Prema tome, postoji beskona¢no mnogo prostih brojeva oblika 4k + 3
(a samim tim ih ima beskonaéno mnogo veéih od 1995.) (25 bodova)
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