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MATEMATIKA

Zadaci za Drzavino natjecanje uéenika
srednjil skola Republike Hrvatske

Novi Vinodolski, 8. - 11. svibnja 1997. godine

I. razred

1. Neka je n prirodan broj. Nadite sva rjeSenja jednadzbe

oolle =1 =2 =3] - ...~ (n=1)] = n| = 0.

2. Zadani su realni brojevi a < b < ¢ < d. Odredite sve mogucnosti
izbora brojeva p, ¢, r.s za koje je {a.b.c, d}y = {p,q,r, s}, a vrijednost
izraza

=)+ (4= 1)+ (=) + (s — p)?

je najmanja.

3. Zadane su kruznica i tetiva koja dijeli njezinu nutrinu na dva kruzna
odsjecka. U njih su upisane kruznice ky ik, kojeiznutra diraju kruznicu
k., i danu tetivu diraju u istoj tocki s raznih njezinih strana. Dokazite
da je omjer polumjera kruznica ky i ky konstantan, tj. da ne ovisi o
polozaju zajednickog diralista s tetivom.

4. Na beskonacnom hijelom papiru podijeljenom na jednake kvadratice
neki od njili su obojeni crvenom bojom. U svakom 2 x 3 pravokut-
niku tocno dva kvadratiéa su crvena. Promatrajte bilo koji 9 x 11
pravokutnik. Koliko u njemu ima crvenih kvadratiéa?



Rjesenja za 1. razred
Svaki zadatak nosi po 25 bodova.

1. Prvo rjeSenje. Promotrimo grafove funkcija |z — 1|, ||z — 1] - 2| itd.
Prva Cetiri grafa su (debele crte):
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Pretpostavka indukcije: n-ti graf ima dvije nultocke, n(n +1)/2 i 2 —
n(n +1)/2, izmedu njih je vrijednost funkcije veéa od 0 i manja ili jednaka
n, te izvan tog podrucja funkcija je jednaka y = —z — n(n + 1)/2 + 2, za
z < -n(n+1)/2+2, odnosno y =z — n(n+1)/2, za > n(n+1)/2.

Korak indukcije: graf dobiven za neki n translatiramo za n + 1 prema
dolje. Time smo dobili graf koji sijece z-0s u tockama n(n+1)/2+(n+1) =
(n+1)(n+2)/2i2-n(n+1)/2—(n+1) =2—(n+1)(n+2)/2. Izmedu tih
toCaka vrijednost funkcije je izmedu —(n+1) 10 (0 ne poprima), a izvan tog
podrucja graf je jednak grafu funkcije y = —z—n(n+1)/2+2—(n+1) = —z—
(n+1)(n+2)/2—-2, odnosno y = z—n(n+1)/2—(n+1) = z—(n+1)(n+2)/2.
Da bismo dobili graf (n + 1)-ve funkcije potrebno je jo§ graf upravo opisane
funkcije zrcaliti oko z—osi.

RjeSenja dane jednadzbe su ﬂn2_+1) 12— i("zill

Drugo rjeSenje. Jednadzba ima rjesenja ako i samo ako je:

Lo lfle=1=2[=3]... - (n—1)| = n.



Buduéi da je prvi pribrojnik u “vanjskoj” apsolutnoj vrijednosti uvijek poz-
itivan, ova jednadzba je ekvivalentna sljedecoj

Lolllz=1]=2[=3]...—(n=2)| =n+ (n—1).

Nastavljajuéi postupak dolazimo do jednadZzbe ponovo ekvivalentnoj po-
laznoj, tj.

z-l=n+(n-1)+...+3+2=n(n+1)/2 -1
RjeSenja ove jednadzbe su:
z1=n(n+1)/2 Ty =-n(n+1)/2+2.

2. Prvo rjeSenje. Vidimo da traZeni izraz ostaje nepromijenjen nakon
kruznog pomaka i pri “¢itanju unazad”, npr.

-0 +(g=r)+(r—s)?+(s—p)?
= (=) +(r-5)+(s—p)+(p-9)?
= (p=s)P+(s-1)+(r—q?+(g-p)

Zato promatramo samo bitno razli¢ite izbore brojeva a, b, ¢, d i odgovarajuce
sume:

S1 = (a=b2+0b-c)+(c-d)?+(d-a)
Sy = (a—c)?4+(c=b2+(b-d)?+(d—a)?
S3 = (a=b2+b-d)?+(d-c)?+(c—-a)

Razlike S3 — S; = 2(b — a)(c — d) 1 S3 — S3 = 2(c — a)(b — d) su obje
negativne, pa zakljuéujemo da je S3 najmanji od ta tri zbroja. RjeSenja su
(p,q,7,8) € {(a,b,d,¢), (b,d,c,a), (d,c,a,b), (c.a,b,d), (a,c,d,b), (c,d,b,a),
(d,b,a,c), (bya,c,d)}.

Drugo rjeSenje. TraZeni izraz je nakon sredivanja jednak
2K - 2(pg + qr +rs+sp) = 2K — 2(p + r)(g + 5),

gdje je K suma kvadrata brojeva p,q,r,s (odnosno a,b,c,d) i ne ovisi o
poretku brojeva. Trebamo naéi takav izbor brojeva p, q,r, s za koji ée izraz
(p + r)(q + s) biti maksimalan.



Ako s S oznatimo zbroj svih brojeva p,q,r,s (odnosno a,b,c,d), a s
z vrijednost p + r, onda moramo naci najvecu vrijednost izraza z(S — x).
Kao u prvom rjesenju pretpostavimo da je p = a, pa usporedujemo razne
mogucnosti za 7. Vidimo da je izraz najmanji (tj.  najblizi broju S/2 za
koji se postize maksimum izraza z(S — z)) za r = d. Sljjedi, ¢ =bis=c
ili obratno. Tako se dobivaju dva rjeSenja. Ostalih Sest rjeSenja se dobiva
pomakom ili uzimanjem drugih vrijednosti za p.

3. Neka je polumjer velike kruZnice jednak r, one manje koja je s iste
strane tetive kao i srediste kruznice r1, a druge manje 5. Neka je d udaljenost
srediSta kruznice od tetive, a ¢ udaljenost diralifta malih kruZnica s tetivom,
1 toCke na tetivi najblize sredistu velike kruznice.

/RN

d d
C
R-n
7
Imamo jednakosti
(m-a?+c = (r—n)
(ro +d)2 +c% = (r—m)%,
iz kojih slijedi
r? — ¢ — d? r? —c? — d?
rH=— TQg = —(———————
YT —d) 2T 2(r+4d)

pa je % = :fj, neovisno o ¢.

4. Uot¢imo jedno crveno polje (polje 0) 1 kvadrat 3 x 3 oko njega.

1{2,3
0]6
71819

Kvadratici koji s tim crvenim poljem imaju zajednicku stranicu ne mogu biti
crveni (ako je polje 2 crveno, onda medu poljima 124078 i 230689 vise nema
crvenih, pa je u 2 x 3 pravokutniku 406789 samo jedan crveni kvadratié).



Slijedi da je crven ili kvadratié 1 ili kvadrati¢ 3. Neka je crven npr. kvadratié
1. Tada mora biti crven i kvadrati¢ 9, te su kvadratic¢i 1,0,9 jedini crveni u
promatranom 3 x 3 kvadratu.

Promatrajuci niz 3 x 3 kvadrata u kojem susjedi imaju zajednicki
4 x 4 kvadrat, vidimo da se crvena polja nastavljaju na dijagonalu iz prvog
kvadrata. Promatranjem 2 x 3 pravokutnika kojima je po 5 kvadratiéa u
upravo dobivenom nizu vidimo, da je crvena svaka treéa dijagonala.

U 9x 11 pravokutniku nalazi se 9 kvadrata velicine 3x 3 i tri pravokutnika
veli¢ine 2 x 3. Ukupni broj crvenih polja je jednak 9-3 + 3 -2 = 33.
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. razred

1. Neka je ABCDEF praviin Sesterokut sa sredistem O. Neka su M j
N polovista stranica CDVDE. 4 tocka presjeka Pravaca AM | BN,
Dokazite:

() P(ABL) = P(DALLN):;
(b)) SALD =g 0L N — GO°:
(€) OLD = gqe.

2. Dokazite da ,4 pozitivne,

realne i razli¢jge brojeve a4, bicvrijedi ne-
Jednakost

0
a'bet s (1['[;C(:“.

U decimalnon zZapisu broja 21997 ;o0 Znamenak
~1997 . e o L
5 Ha n znamengka.

& au zapisu broja
Kolika je suma m +n?

4. U ravninj Je dano 1997 tocaka. Dokazite d
Po dvije od il to¢

a medu svim udaljenostima
aka ima barem 32

azlicite.



Rjesenja za II. razred
Svaki zadatak nosi po 25 bodova.

1. (a)

Primijetimo da rotacijom oko O za 60° Cetverokut ABCM prelazi u
BCDN, pa su to sukladni éetverokuti jednake povrSine. Njihov presjek je
getverokut BCM L, pa preostali trokut ABL i ¢etverokut LM DN imaju
jednake povrSine.

(b) i (c) Duzina AM pri rotaciji za 60° oko O prelazi u BN.

Zato je kut medu njima 60° i < ALB = 60°, § ALN = 120°.

Prvi naéin. Tocka O je jednako udaljena od pravca AM i BN (zbog
opisane rotacije). OL je simetrala kuta § ALN istogaje ¢ ALO =§ OLN =
60°. Totka D je jednako udaljena od pravaca AM i BN (d(D,MA) =
d(C, M A) = d(D,NB)). Dakle, DL je simetrala kuta § NLM i §LND =
30°, JOLD =4 OLN+ 4 NLD = 90°.

Drugi na¢in. Totke D, O, N, M leze na kruznici, jer su kutovi kod N i
M pravi.. Tocka L takoder lezi na toj kruznici jer je $ NDM+ 4 MLN =
120° + 60° = 180°. Prema teoremu o obodnom kutu je

JOLD =4 0OMD = 90°,

JOLN =3 ODN = 60°,
J ALO =3 ALN— 4 OLN = 60°.



2. Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostavitida je a = max{a,b,c}
(inage zamijenimo a i max{a,b,c}). Imamo ova dva slucaja
1°a>b>c

Tada je bPcc > b°c® (zbog b°~¢ > ¢®~¢). Pomnozimo li tu nejednakost s
a* dobivamo
a®bPct > a®bccd.
Ali a®cb® > abec?, jer je a®® > c2~b. Dakle vrijedi
a®bbct > albec.

2°a>c>b.
I opet vrijedi bPc¢ > bSc® zbog cc™® > b"®. PomnoZimo li ovo s a®
dobivamo
a®bPct > a®bcc® > a’bocC.

Posljednja nejednakost vrjedi zbog a® b > b

3. Ako u decimalnom zapisu broja A koji nije potencija broja 10 ima N
znamenaka, onda je

101 < A <10V, tj. N-1<logA<N.

Zato je N =log A+ a,gdjeje 0 <a<1.
U naSem slucaju je

m =log 2% + o = 19971og 2 + a;. gdjeje0 <o <1,

n =1log 57 + ay = 1997log 5 + a7, gdjejed <ap <1

pa je m+n = 1997(log 2 +log 5) + ay + ap = 1997 + a1 + ap. Odatle slijedi
da je a; + ay cijeli broj, a kako je 0 < ay + a2 < 2, mora biti a; + a3 = 1.
Zato je m +n = 1998.

4. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji samo 31 razliCita medusobna
udaljenost 71,...,73;. Uzmemo li dvije tocke A i B, sve ostale se nalaze na
presjecima kruZnica sa sredistima A i B polumjera 71, ..., 731, tj. kruznica
k(A,r;)ik(B,r;),1=1,.,31. Takvih presjeka ima najvise 2-312, pa ukupan
broj totaka ne bi bio veéi od

2.31% +2 = 1924 < 1997

5to je u suprotnosti s pretpostavkom. Zato su medu svin udaljenostima
barem 32 razliCite.
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I11. razred

1. Neka su x,v, z, ¢, b, ¢ cijeli brojevi za koje vrijedi:
z? 4y = ad?,
2?4 22 =02,

v =
Dokazite da je broj xyz djeljiv s
(a) 5, (h) 55.

2. Dokazite da za svaki realan hroj @ i svaki prirodan broj n vrijedi ne-
jednakost

n
22
3. Neka su u tetraedru ABC'D povrine strana ABD, ACD, BCD i1 BCA

redom jednake Sy, 53, Q1. @2, a prostorni kut iznmiedu strana ABD i
ACD jednak o, odnosno 3 izmedu BC'D 1 BC' A, Dokazite da je

[cos x| + |cos2a)] 4+ | cos 22| + - -+ | cos 2" x| >

ST 453255, cosa = Q + Q3 —20Q,Q; cos 3.

4. Nad stranicama trokuta 4B’ koustruirani su slieni trokuti ABD,
BCLE, CAF (k= |AD| - |DB| = |BE| : |[EC| = |CF| : |FA];
o =4 ADB =4 BLC =4 ('F4). Dokazite da su polovista duzina
AC, BC', C'D i FF vrhovi paralelograma, ¢iji je jedan kut jednak a,
a omjer duljina odgovarajudéih stranica k.




Rjesenja za III. razred
Svaki zadatak nosi po 25 bodova.

1. (a) Kvadrat cijelog broja pri dijeljenju s 5 daje ostatke 0%, 12 ili 22,
t.j. 0, 1ili 4. Pretpostavimo obratno, tj. da 5 ne dijeli zyz. Tada z?%,y?, 2*
daju ostatke 1 ili 4. Dakle, dva medu njima, npr. z? i y? daju isti ostatak.
Tada je
?=y*=1 (mod5) = a’=2 (mod5),

2’ =y’ =4 (mod5) = a?=3 (mod5),
§to je u suprotnosti s a> = 1ili 4 (mod 5). Dakle, 5 dijeli zyz.

(b) Preostaje provjeriti djeljivost s 11. Kvadrat cijelog broja pri dijeljenju
s 11 daje ostatke 02,12,22 32,42 ili 52, t.j. 0,1,3,4,5 ili 9. Pretpostavimo
suprotno, tj. da 11 ne dijeli zy2z. Zbog jednostavnijeg zapisa promatrajmo
graf s vrhovima 1,3,4,5,9. Dva vrha ¢, j spojimo bridom ukoliko je

i+3=0,1,3,4,59 (mod 11).

Ocigledno u ovom grafu nema trokuta, §to je u suprotnosti s pretpostavkom.
Dakle, 11, pa onda i 55 dijeli zy=.

2. Dokazimo najprije da je za svaki z € R

1
2z > —.
| cosz| + | cos 2z| > 7

Zbog parnosti funkcije kosinus tvrdnju je dovoljno pokazati na intervalu
[0, 7].
Zaz €10,5) V[, 7] je |cosz| > % pa tvrdnja vrijedi.

T 1 . .
Zazx € [F,5]je|cosz] < 7 Stavimo t = cosx, pa je

|cosz| + |cos2z| = [t| + |2t — 1| =t — 2t2 + 1.

Pokazat ¢emo da je t — 2t% +1 > %, za t €0, ~\}~§]

Promatrajmo kvadratnu funkciju p(t) = —2¢% + t + 1. Njezine nultocke
suty =—%,tp =1, paizp(t) > min{p(O),p(?}—?)} = —\}—2-
Zato je |cosz| + | cos2z| > % za z € [}, 5]



3
7.7

Analognim zakljucivanjem vidi se da ista tvrdnja vrijedi i za = € |
V2

(provjeri se da je —t — 2t2 +1 > —1\/—5 zat € |- }5,0]).

N

U svakom slucaju je
| cos z| 4+ | cos 2z >
z = 2%z u gornju nejednakost i

aeey 4

Stavljajuéi z = z, z = 4z, z = 16z ,
zbrajajuéi sve nejednakosti dobivamo:
. ! E+1
cos x| + | cos 2z] + | cos 4z| + - - - + | cos 22% x| + | cos 2% x| > ——+—
|cosa] +| 7

Ako je n = 2k + 1 neparan broj, onda je
n+1 S n
22 7 2v/2

| cos z| + | cos 2z| + | cos 4z| + - - - + | cos2™z| >

Ako je n = 2k + 2 paran broj onda je
| cos z| + | cos 2z| + | cos 4x| + - - - | cos 2" z|

(n-1)+1 n
=37

N

> |cosz| + | cos 2z| + | cos 4z| +...|C032n—1$| >

o

3. Promatrajmo trostranu prizmu s bazom ABC. Neka su pp, p2, p3
okomita na bocne bridove sijete ove pravce u tockama X, Y 1 Z. Tada je

pravci na kojima leze boc¢ni bridovi na kojima su vrhovi A, B, C. Ravnina

XY Ip, XZ1lpp=p LXYZ=p LYZ
P

3

X ZQQ/[%
F |




Kut 4 YXZ jednak je kutu izmedu pobocki nad AB i AC. Po kosi-
nusovom poucku za trokut XY Z je

YZ|2 = |XY|* +|XZ? - 2|XY|- |XZ|cosa.

Pomnozimo li ovu jednakost s kvadratom 2 duljine boénog brida, dobi-
vamo

P?=P?! 4+ P} ~2P Pycosa (1)

gdje su P, P, P, povrsine pobocki nad BC, AB, AC.
Upisimo sada tetraedar ABCD u prizmu ABCDB,C) i primijenimo (1):

45% + 452 — 85,5, cosa = S?

gdje je S povriina paralelograma BCC B;.
Analogno se dobiva

4Q?% + 4Q2 — 8Q1Qqcos B = S?
odakle slijedi tvrdnja.

.o _) - —_ = 7 i . i Lo
4. Neka jea = DA, b= FEB, c= FC; a',V, vektori dobiveni od a,b,¢
rotacijom za kut « u negativnom smjeru. Onda je
C

—
C.

k k

- =2 - ~ . PR— T — P 1 = . -
Zbog AB+BC+CA=0jeid+b+c=01a +b +¢ =0 (proporcionalni
i zarotirani vektori).

Neka su P,Q, R, S redom polovista stranica DC, BC, EF i AC. Tada
je

PS=:DA=-a PQ=

R
1D |



t.j. PS je paralelnos AD i PQ s BD, pa je 4 SPQ =4 ADB = q
QR=QC+CF+Fp = 3BC-c+ SFE

——

= PS

LV SNSRI D N -
2( b+kb) c+2(c kb)_ 5 =

NCR ST

pa je PQRS paralelogram i % = f—g—gf = k.
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IV. razred

1. Nadite posljednje ¢etiri znamenke broja 31999 i broja 31997,

2. U ravnini je dana kruznica & i tocka i\'. Za bilo koje dvije razlicite tocke
P i@ nak, kruznica &’ prolazi kroz tocke P, Q 1 K. Neka je M sjeciste
tangente na kruznicu &' u to¢ki A i pravea PQ. Opisite geometrijsko
mjesto tocaka A kada P i @ prolaze svim tockama kruznice k.

3. Dana je funkcija f definirana na pozitivnim cijelim brojevima, koja
ima ova svojstva

fin+2)=f(n+2—-f(n+ 1))+ f(n+1- f(n)), (n>1).

(a) Pokazite da je f(n+ 1) — f{n) € {0.1} za svaki n > 1.
(b) Ako je f(n) neparan, pokazite da je f(n+1) = f(n) + 1.

(¢) Za danm priradan broj & odredite sve vrijednosti n za koje je
[y =281+ 1.

4. Neka je k prirodan broj. Qdredite broj nesukladnih trokuta kojima su
vrhovi u vrhovima zadanog pravilnog Gl-terokuta.



Rjesenja za IV. razred
Svaki zadatak nosi po 25 bodova.

1. RaspiS§imo prvi broj u obliku

31000 — (10 _ 1)500
500-499-498 500-499 2
= n-10% - 00BIA8 03 4 00499 102 _ 500. 79 4
= 10.000(n ~ 50 - 499 - 83) + 5 000(499 - 5 — 1) + 1.

U posljednjoj zagradi je paran broj, pa je trazeni zavrietak 0001.

Isti zavrSetak ima i broj 32900 = (... 0001)(...0001) = ...0001.

Neka 3'%%7 ima oblik ... zyzt. Tada je 27-31997 = .. 0001 ; dalje redom:
27 (... zyzt) = ...0001 = t=3, 27t =81;
270 - (... zyz) + 81 = ... 0001 /+19, /:10
27-(...zyz) +10=...002 = =6, 27z +10=172;
270 - (... zy) + 172 = ... 002 /+28, /:10
27-(...zy) +20 = ... 03 = y=09, 27y + 20 = 263;
270 (...xz) + 263 =...03 /+37, /10
27-(..z)+30=...4 = z=2.

Dakle, broj 31997 ima zavrgetak 2963.

2. Neka je O srediste kruznice k i R njezin polumjer. Iz tocke M
povucimo tangentu na kruznicu k. Buduéi da Je kvadrat duljine tangente
jednak produktu duljina sekante i njezinog vanjskog dijela (potencija tocke
u odnosu na kruznicu) imamo

IMK]> = |MQ|-|MP| = |MN2,
lO.\f’Q — IAMI{‘Q = 'O_\{‘Q — M/IJ\TIQ = R?.

Sada se pomo¢u Pitagorinog poucka dokaze da tocka M lezi na pravcu [,
koji je okomit na OK. i to za sve tocke za koje je razlika kvadrata udaljenosti



od tocaka O i K jednaka R?. Moize se pokazati i obratno, tj. da sve tocke
te okomice ! pripadaju nasem skupu: ako za tocku M € [ konstruiramo
proizvoljnu kruznicu, koja dodiruje M K u tocki K isijece k u nekim tockama
P 1 Q, tada pravac PQ sijece | u tocki M.

3. (a) Tvrdnja vrijedi za n = 1. Pretpostavimo da je f(n + 1) — f(n) €
{0,1} zan =1,2,...,m — 1, za neki m > 2. Tada je-.za svaki takav n

[(n+2) = fn+ 1)l = [(n+1) - f(n)] =1 - [f(n+1) - f(n)] € {0,1},
fln+2—-f(n+1) - f(n+1-f(n) €{0,1} (*)

prema uvjetu zadatka i induktivnoj pretpostavci.
Sada promatramo dva slucaja:
1° f(m)= f(m—-1)+ 1.

flm+1) = f(m)= f(m+1-f(m))-f(m-1~ f(m-2))
= fm—f(m-1)) - f(m-1- f(m-2)) e {0,1}
(prema (*)).

2° f(m) = f(m — 1). Sada je

fm—f(m-1)) = f(m—1- f(m-2))
pa je

fm+1) = f(m)= f(m+1- f(m)) - f(m -1~ f(m~2))
= flm+1-f(m)) - f(m = f(m-1)) € {0,1}
(prema (*)).

Prema tome, (a) vrijedi za n = m, pa po matematickoj indukciji vrijedi
za svaki n.

(b) Za n =1 tvrdnja vrijedi po danim podacima. Pretpostavimo da ona
vrijedi za n = 1,2,...,m — 1 > 1. Neka je f(m) prvi sljede¢i neparan broj.
Tada je f(m — 1) parno, pa je f(m) = f(m — 1) + 1. Dakle,

fm+1)= fim+1-f(m))+ f(m~ f(m-1))
= 2f(m—f(m-1)).

Prema tome, f(m + 1) je paran i jednak f(m) + 1, prema (a).

(c) Pokazat ¢emo indukcijom da je za svaki broj m, n = 2™ jedinstveno
rjeSenje jednadzbe f(n) = 2""! 4+ 1. Za m = 1 tvrdnja je oéigledna. Pret-
postavimo da je n = 2™, m > 1 jedinstveno rjeSenje jednadibe f(n) =



271 4+ 1. Iz (a) i (b) slijedi da postoji jedinstveni broj u takav da je
f(u) = 2™ 4 1. (Kad tako ne bi bilo. tada bi f(n) bilo konstantno pocevsi
od nekog broja, 5to je u suprotnosti s rekurzivnom relacijom koja definira
f(n+2) za velike n.)

Sadaje2™+1 = f(u—f(u—1))+f(u—1-f(u—2)) i f(u—1) = 2™. Kako
je flu—flu—1)) = flu—1~ f(u—2)) € {0,1}, vrijedi f(u— f(u~1)) =
flu—=1=f(u~2))+1=2""141 Prema induktivnoj pretpostavci je
u—flu—1)=2"1u=2"+ f(u—1) = 2™+,

4. Prvo rjesenje. Svih trokuta ima (%). Od toga je 2k medusobno suk-
ladnih jednakostrani¢nih. Nesukladnih jednakokra¢nih, koji nisu jednakos-
tranicni ima % — 2 = 3k — 2, a svaki od njih moze se rotacijom dovesti u jos
6k dozvoljenih polozaja. Za svaki od preostalih trokuta postoji 6k polozaja
u koji se moZe dovesti rotacijom, a svaki od njih ima jos i osnosimetri¢an
par. Dakle, svaki skup sukladnih trokuta koji nisu jednakokra¢ni (pa ni
jednakostrani¢ni) ima po 6k - 2 elemenata.

Ako sada s x ozna¢imo broj nesukladnih trokuta koji nisu jednakokraéni,
dobivamo

(%) =2k +6k- (3k —2) +6k -2z,

iz Cega slijedi da je z = 3k? — 3k + 1. Ukupan broj nesukladnih trokuta je
1+ (3k —2) +z = 3k%

Drugo rjeSenje. Odaberimo jedan vrh trokuta i neka prva stranica
(npr. u pozitivnom smjeru) bude najkraéa, a zadnja najdulja. To nam
osigurava da neemo promatrati sukladne trokute. Ako s z, ¥, z oznacimo
broj vrhova 6k-terokuta za koje se treba pomaknuti od prvog do drugog,
drugog do treceg, odnosno treéeg do prvog vrha trokuta, onda uvjet na
duljine stranice daje 1 <z <y <z<6k—2ix+y+ 2z =6k Zaodabrane
T 1y imamo ili jedan ili nijedan z. Za odabrani z postoji [6’:2—1] —(z—-1)
mogucénosti za y za koje postoji to¢no jedan) odgovarajuéi z.

Sada dobivamo: :

> (%57 o)
2

=1

[6k2—2iJ _(Qi_1>>+g<[6k~22i+l} _(21,_1_1))
:Zk:((gk_i) _(21—1))+§k:((3k—¢) — (21 - 2)) = 3k2.
=1

1=1

Il




