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MINISTARSTVO PROSVJETE I SPORTA REPUBLIKE HRVATSKE

HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA

Zadaci za Op¢insko-gradsko natjecanje uéenika
srednjih §kola Republike Hrvatske

1. ozujka 1997.

1. razred

. Odredite sva realna rjedenja jednadzbe:

] 1 1 1 4
2T T o8 T T

P

2. Neka su @ iy cijeli brojevi. Dokazi da je tada 3 + y djeljivo s 13 ako
1 samo ako je 52 + Gy djeliivo s 13.

- Iz neke tocke hipotenuze pravokutnog trokuta spuste se okomice na
katete. Neka su nozista tih okomica N i Ny Kada ¢ée spojnica tih
nozista, N7 No, biti najkraca? Nolika je duljina te najkrace spojnice
ako su duljine kateta ¢ i 07

- Trikruznice s nepoznatim sredistima. u parovima se dodiruju v tockama
A B i CL Koristedi jedno ravnalo konstruirajte sredista tih kruznica.



Rjedenja zadataka za I. razred.
Svaki toCno rijeSen zadatak nosi po 25 bodova.

1. Vidimo da z = 0 ne moZe biti rjesenje. 2 boda
Zato mnozenjem s z'? dobivamo ekvivalentnu jednadzbu:

x10+:1:6+:c4+1—4:1;5:0.

5 bodova
Grupiranjem z°, po jednog uz svaki od prva &etiri sumanda,
dobivamo:

PE -+ e 1) —ata—1) - (2° — 1) = 0
10 bodova
1 na kraju:
(P =1 4 air -1 =0.
5 bodova
Oba pribrojnika na lijevo] strani su nenegativina 1 zbroj im je
jednak nula, pa svaki od njih mora biti jednak nuli.
Zakljucujemo da je jedino rjesenje x = 1. 3 boda
Napomena 1. U prvoj jednadzbi mogli smo —4z5
mterpretirati kao —2a> — 225, pa odmah uociti dva kvadrata
binoma (2 — 1)? 4 (2% - 22)2 = 0.
2. Prvo rjedenje. Neka je 3x +y = A1 52 + 8y = B. Promatramo
izraz:

nA+mB = (3n+ Sm)z + (n+ 6m)y.

10 bodova
[zaberimo cijele brojeve m i 7 tako da Je desna strana sigurno
djeljiva s 13, tj.

13 | 3n+5m
13 1 n+6m.

Najjednostavnije rjesenje jen =1, m = 2 za koje je
A28 =130+ y). 10 bodova
Bududl da 172 nisu djeljivi £ 13, slijedi da ako Je jedan od

A B djeliv s 130 onda je 1 drugd djeljiv ¢ 13, S hodova



Drugo rjeSenje — izravno. Pretpostavimo da je 3z + y = 13k.
Tada je npr. 5z + 6y — 6 - (13k) = —13z, pa je i 5z + 6y djeljivo s 13.
S druge strane, ako je 5z + 6y = 13/, onda je 3z 4+ y + 2 - (13]) =
= 13(z + y). Zato je i 3z + y djeljlivo s 13. 25 bodova

3. Cetverokut TN;CN, je pravokutnik, pa moZemo umjesto njegove
dijagonale N;N; promatrati drugu dijagonalu TC. Ona je najkra¢a kad se
za toCku T uzme noziste visine iz vrha C.

13 bodova

Shika 2 boda
Tada ¢e duljina dijagonale biti jednaka visini iz vrha C. koja se moze dobiti
izjednacavanjem dviju formula za povrsinu trokuta:

ab cv
2 2

3 bodova
iz ¢ega slijedi:
hYs N'_(L_Aa‘bv_L
NNel === e
5 bodova

Napomena 1. Umjesto povrsina, mogu se promatrati i sliéni trokuti
AC'C 1 CC'B.

Napomena 2. Ako se ne uo¢i na vrijeme moguénost prelaska na drugu
dijagonalu, isti rezultat se moze dobiti i promatrajuéi sliéne trokute (npr.
ATNy i ABC) ili smjestavanjem trokuta u koordinatni sustav. Racun jeu
tim slu¢ajevima nedto dulji.



4. KruZnice se mogu dodirivati ili izvana ili se jedan par kruznica
dodiruje izvana i svaka od te dvije kruznice dodiruje tretu iznutra. Pro-

matrajmo slucaj kada se kruznice dodiruju izvana.
5 bodova

L

Neka se kruznice sa sredistima O 1 Oy dodiruju 2zvana u tocki A. Neka je
I< bilo koja tocka jedne od tih kruznica, a L presjek pravca AK s drugom
kruznicom razlicit od totke 4. Promatranjem jednakokracnih trokuta O K A
i1 Oy LA vidi se da su kutevi O1 A4 1 Oy L A jednaki, pa su pravet Oy K1 Oy L
paralelni. 5 bodova
Neka je M tocka treée kruznice (razlicita od B) koja se nalazi na praveu LB,
a N totka prve koja se nalazi na praveu MC (i razliéita je od C'). Prema
dokazanom je Oy N{|OyL||O3M{|O, N, Zato je KN promjer prve kruznice.
Na isti nacin konstruiramo jos jedan promjer. Time dobivamo srediste prve
kruznice. 5 bodova
Sredista druge i trece kruznice se dobivaju analogno ili malo kraé¢im postup-
kom (npr. koriste¢i pravac O; 4 na kojem lezi srediste druge kruznice).
5 bodova
Napomena. Ovaj postupak je u redu za oba slucaja: kad se kruznice di-
rajuizvana i kad dvije kruznice leze unutar tre¢e. Dovoljno je da se promatra
jedan od ova dva slucaja.
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MATEMATIKA

Zadaci za Opéinsko-gradsko natjecanje ucenika
srednjih skola Republike Hrvatske

1. ozujka 1997.

II. razred

. Dokazite da svaki pravac koji prolazi sredistein upisane kruznice trokuta

dijeli opseg 1 poviSinu tog trokuta u istom omjeru.

Ako su koeficijenti a. b. ¢ takvi da je o > ) > a + ¢, dokazite da

Ako su a1 b kompleksni brojevi, dokazite da vrijedi jednakost:

[T —abl? —la—b]> = (1 +{ab])* — (|a] = [b])2.

- Dane su dvije kruznice &y 1 by koje nemaju zajednickih tocaka. Za-
Jednicke vanjske tangente, ¢y 1 {5, diraju kruznicu k; u tockama Ay

I Ay a kruinicu &y u tockama By 1 Bo. Zajednitke unutarnje tan-
gente, py 1 po, diraju kruZnicu Ay u tockama ) i Ch. a kruznicu ko
u tockama Dy 1 Dy, Dokazite da je udaljenost pravaca A4y 1 CCy

jednaka udaljenosti pravaca By By i D) Do,



RjeSenja zadataka za II. razred.
Svaki tocno rijeSen zadatak nosi po 25 bodova.

1. Neka je p pravac koji prolazi sredistem upisane kruznice i sije€e stran-
ice (npr. AB i AC) trokuta u totkama D i E.

5 bodova

Tada je
PADE) P{ADS) + P(ASE)
P(BCED)  P{BDS)+ P(BCS)+ P(CES)
L PR s EET JAD[+]4E
 1BDLr L BCEr ICE - T BD[ 4 [BC| + |CE|
2 T Ty T T T
gdje je r polumjer upisane kruznice tom trokutu. To znaci
da su trazeni omjeri jednaki. 20 bodova
2. Dovoljno je pokazati da je diskriminanta D > 0. 10 bodova
(1) Ako je ¢ < 0, tada je zbog a > 0.
D =0 —dac > —dac > 0. tj. D> 0. 7 bodova
(2) Ako je ¢ >0, tada zbog b > a + ¢ > 0, vrijedi
D=0~ dac> (a+c)? - dae = (a — ) >0, tj.D>0. § bodova

Dakle, u oba slucaja je D > 0. 3to znadi da jednadzba ima
razli¢ita rjesenja, cak $tovige, oba su realna.



3.

1 —abj?> —|a—b|? = (1 —ab)(1 —ab) — (a — b)(a — b) 5 bodova
=(1-ab)(1 —ab) — (a—b)(@—->)
=1 —ab— ab + aabb — a@ + ab + ab — bb

=1+ [a]?[b]® = (Ja|> + [b]?) 10 bodova
=1+ 2|ab] + |ab|> — (|a|? + 2]al|b] + |b[?)
= (14 |ab])? = (Ja] + |b])? 10 bodova

4. Neka je d = |S199| udaljenost sredista kruznica k; i ko. Promatrat
¢emo slucaj kada se vanjske tangente sijeku u tocki S, pri cemu je xz = |SyS|.
(Ovdje smo uzeli da za njihove polumjere vrijedi ry > 5.

2 hoda
Trokuti 41515 1 B;S,S5 su sliéni, pa vrijedi:
T 79 dry

- = — l1odavde je »r = .
x + d 1 Ty Ty

Tada je [S1S] =d +r = 41

ry—ry’

Primjenom Luklidovog teorema na trokute S;.4,51 5,815 dobiva se:

T 7 7179 ? riTo — T
1 1 172 . : 2 172 )
E‘Slf/l‘ = == 1 'ng — f*‘!‘ s —
|S1 .S d 1595 d
8 bodova
Neka e sada T7gjeciSte imutarnjih tangenst

Trokuid SOV S0 DL T s slieni, pa za oy o= ST eriiedi



T d Tod
YT odavdeje |S1T] =y = 4 5,7 = 22
d—y 79 Ty + 7 T9 + T2
Primjenom Euklidovog teorema na trokute S;C1T i1 Sy D»T dobiva se:

2 2 r2 + 71
719 172

T 7"% + 7179
|SiT|  d 1S, T d

110 = - i 1SoD| = 2

8 bodova
Promatrajmo udaljenosti |AC| i |BD] izmedu pravaca A; 4, i C;C5 te pravaca
B] BQ 1 DlDQZ

|AC| = |S,C| - |S1 Al = i+ rirg B 12— i1y _ 217y

d d d

P34ty i =3 2rp

fBDI = |SQD;+I.S‘2B! = —= S < 2 _ 2
d d d

4 boda
Time je pokazana tvrdnja za ry > ry, aza ry > r; dokaz se provodi analogno.
Promatrajmo jos slucaj r; = ro.

P

U ovom slucaju slika je simetricna s obzirom na simetralu duzine S;55, pa

je |AC| = |BD). 3 boda
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II1. razred

. Rijesite nejednadibu
log (o —a) >logi(z +a)

u zavisnosti od parametra o.

2. Odredite sumu rjesenja jednadzbe

sin 3 + cos 22 + 2cosiy =0

u segmentu [—=, 27].

3. Koji od jednakokraénih trokuta upisanih u zadanu kruznicu polumjera

I ima najveéu siumu duljina osnovice i visine na nju.
Izrazite najvecu vrijednost te sume pomocéu R.

- Uravnini je dano 1997 tocaka, rasporedenih tako da svake tri odreduju
trokut povrdine najvise 1.
Dokazite da postoji trokut povriine 4 koji sadrzi sve dane tocke.



2 -x""),f-:(j ‘i Ao / 3J e

RjeSenja zadataka za III. razred.
Svaki tocno rijefen zadatak nosi po 25 bodova.

1. Da bi ova dva logaritma bila definirana mora biti ¢ > 0,a#liz>a.

3 boda

Uz ove uvjete dana nejednadzba je ekvivalentna redom s:

log,(z —a) > —log,(z + a),

log, (& — a)(z +a) > 0,

log,(z% — a?) > 0. 10 bodova
Razlikujemo ova dva slucaja:

1°0<ax<l 2° a>1 1 bod
U prvom slucaju je

e’ —a? <1, 2t<1l4 a?, = <V1+dl 4 boda
U drugom slucaju je

a?—a?> 1 22>14a% 2>V14al 4 boda
Dakle, za 0 < a <1 rjedenje je 2 € (a. 1) U (1.4/1 + a?2).
azaa>1jere(V1+a? o). 3 boda

2.

sin 3z = sin(2r + a) = sin 2z cos x + sin 7 cos 27 =
= 2sinzcos? x + sinz(cos? o — sin? ) =
= 3sina(l —sin?2) — sin®z = 3sing — 4sin® 1
cos2x =1 — 2sin’ x.
Sada je dana jednadzba ekvivalentna s
3sine —4sin® 2 41— 2sin?2 4+ 2 - 2¢in? z =0,
—dsin®*z —4sin? 2 + 3sing +3 = 0,
(1 +sinz)(3 —4sin’2) = 0. 10 bodova
Sada je

1" sine = -1, o = =7 + 2k 2 boda
o : /3 w 7w ) ;

2° singx = 12—37 =%+ 2km7, % + 2k, 4 boda
3° sinx = —‘T/g, r =7+ 2k~ —%‘—' + 2k, 4 boda

U danom segmentu riesenja su redom: 2, =

= I o= 2% . T . S5m .

Ty = 3 T4 = 5 Ts = — 3, T = T, 7 =

TraZena suma iznosi 4. 5 bodova
3. Neka su oznake kao na slici, {BC| = a. |AD] = v. Iz wrokuta OBD

dobivamo sina = 5. cosa = % Odavde slijedi ¢ = 2Rsina. o+ =

a0y = R+ cosal,

5 bodova



u;)C(ACi)(-Q,C /gj&”_;

3 R el

B D C
\\ /

Suma duljina osnovice i visine, u ovisnosti o kutu «a iznosi a + v =
R(1 + cosa + 2sina).
5 bodova
Odredimo maksimum ovog izraza.
Neka je kut ¢ takav da je tge = 2. Tada je

I+cosa+2sina =1+cosa+tgpsina

COSaCOSy + sinasin 1 cos{ar — )
= - —

Cos Cos

5 bodova
Ovaj izraz je maksimalan ako je cos(a — ¢) maksimalno.
tj. ako je cos(a — ¢) =1, odnosno, a = ¢ i tga = 2. 5 bodova
Tada je
1 1 5

), tj. (zbog =/1+1tg%¢). o +v=R(1+V5).
oS cos @

a+v=R(1+
5 bodova

4. Uocimo trokut ABC maksimalne povrdine odreden danim tockama.
\1ijedi Pppr < Page <1 za bilo koje tocke D, E, F danog skupa.
3 boda
Neka je a pravac kroz A paralelan s BC, b pravac kroz B paralelan s AC
1 ¢ pravac kroz C paralelan s AB, te neka je trokut I{LAM odreden tim
pravcima. Povrsina trokuta K LA je 4 puta veéa od povrsine trokuta ABC,
te je stoga manja ili jednaka od 4. 8 bodova
Tyrdimo da se danth 1997 toc¢aka nalazi unutar trokura K LAT. 2 boda
Daolaz. Pretpostavimo suprotno. tj. neka se neka dana tocka T nalazi iz-
var rokuta WLASD Bez smanjenja opéenitosti mozeino pretpostaviti da se
ovn nalazi sa suprotne stranc pravea a u odnosu na tocke B 1 ¢ Tada je
e > Ppea (zajednicka baza i razlicite visine), &to je w suprotnosti s
pretpostavkom, 12 hodova
Tiae je tvrdnja zadatka dokazana.
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1. ozujka 1997.

IV. razred

. Odredite jednadzbu pravea p koji prolazi tockom T(—1,1), a poloviste
segmenta kojeg na p odsjecaju pravci x +2y ~ 1 =012+ 2y —3 =0
leZi na praveu « —y — 1 = 0.

Nadite sve privodne brojeve x za koje je

l+a+a”+. . +ad"=1+a)(1+a®)(1+a )1 +a") . (1+a7).

gdje je a realan i n prirodan broj.

3. Neka je py = 2. pa = 3, p3 = 3, ..., py. ... niz svib prostib brojeva
soredanili po velicini. Dokazite da za svaki prirodan broj n vrijedi

I J :
nejednakost

P > 30— 5.

L Nakoji nacin treba staviti dva predmeta u dvije razlicite ladice okruglog
stola s [ 2 51 Jadica. tako da vierojatnos: ualazenia barem jednog

predimeta ovvaranjem dviju susjednih ladics bhude vajimanja?



RjeSenja zadataka za IV. razred.
Svaki to¢no rijeSen zadatak nosi po 25 bodova.

1. Pravac p ima jednadzbu y — 1 = k(z + 1). Presjek pravca p i pravca s
jednadzbom z + 2y — 1 = 0 je tocka T'(—1,1). 5 bodova

2 boda
Nadimo presjek pravea p i pravea s jednadzbom o+ 2y — 3 = 0 :

1 - 2% 1+ 4k
r+=2kr+2k+2-3=0 = — +

T = 1y = .
t2k YT o
5 bodova
Prema tome. koordinate polovista su
1w 1=k g 1adk 9k 143k
T 130k 112k . oR '
P(—HE ST g p

1+2k’1+2k>‘

3 bodova
Da bi tocka [? lezala na praveu o — 3 — 1 = 0 mora biti

-2k 1+ 3k

5
- -1=0 = k=—-_.
1+2k  1+2k 7
5 bodova
Dakle, jednadzba pravea p je y = —%7: + 2, 3 boda
2. Za a = 1 imamo:
o1 =2y g = 2 g 5 bodova
Za aF#1 e




a1 —1=(a®> - D)@+ 1) +1)... (0¥ +1)

=(a* - D(a* + D®+1)...(a¥ +1)

= q =
15 bodova
Odavde je
x4+1 =2 tj g=27tl 1, 5 bodova
3. Dokaz ¢emo provesti matematickom indukcijoimn.
1° Baza indukeije:
prL=22>=2,pp=32>1,p3=52>4 5 bodova
2° Korak indukcije:
Pretpostavimo da je p, > 3n —5zanekin € N, n > 3. 5 bodova
Bududi da broj p, + 1 ne moze biti prost (jer je paran i vedi od 2), mora biti
Pnil 2 Pn+223n—-5+2=3(n-1). 10 bodova

Posto je n > 3, to broj 3(n — 1) ne moze biti prost. pa dobivamo da je
Pnar 23 n—1+1=3n+1) -3,
sto je i trebalo dokazati. 5 bodova

4. Ukupan broj naé¢ina otvaranja po dviju susjednih ladica je n. Treba
odrediti broj povoljnih slucajeva.Razlikovat ¢emo ova dva slucaja:
(1) oba predmeta su u susjednim ladicama;

(ii) predmeti nisu u susjednim ladicama. 5 bodova
U prvom slucaju postoje tri para ladica, pri ¢emu je barem u jednoj dani

I Ju i J 1 s P J J J
predmet. U tom slucaju vjerojatnost je jednaka % 10 bodova

@ O O O

(M (in
U drugom shaaju postoje Cetirt para ladica, tako da je barem u jednoj od
yih dant predmet. Sada je vierojamost jednaka 10 bodova
Dakle. vierojatnost nalazenja barem jednog predimeta bit ¢e najmanja ako
s1i1 oba trazena predueta u susjednim ladicama.



