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7. drzavno natjecanje ucenika
osnovnih skola Republike Hrvatske
Kraljevica, 7.-10. svibnja 1998. godine

7. razred

Kada ce, izmedu 5 1 6 sati, minutna i satna kazaljka na uri drugi put zatvarati
kut od 90°7

Zadana su dva dvoznamenkasta broja, pri ¢emu je jedan od njih prost broj. Ako
jednom od ta dva broja izbrisemo znamenku desetica pa istu znamenku dopisemo
drugom broju kao znamenku stotica, dobit ¢emo najveci zajednicki djelitelj i
najmanji zajednicki visekratnik zadanih brojeva.

Odredi pocetne brojeve tako da razlika najveéeg i najmanjeg medu sva cetiri
broja bude najveca moguca.

U vagonu se nalazi 1 tona krumpira kojeg treba pretovariti u kamion. Posao
obavlja jedan radnik, kojem su na raspolaganju vrece od 60 kg i 80 kg, a odjednom
moze prenijeti samo jednu punu vreéu krumpira.

Koliko kojih vreéa radnik mora upotrijebiti ako posao Zeli obaviti s najmanjim
brojem prenoenja? Prenose se samo do kraja napunjene vrece i sav krumpir
mora biti pretovaren.

Zadan je kvadrat ABCD, pri ¢emu je |AB| = a. Na produzetku stranice AD
preko vrha D odabrana je tocka E, a na produzetku stranice CB preko vrha B
odabrana je totka F, tako da je |DE| = |BF| = b. Kolika je povr§ina etverokuta
DFBE 7

Zadan je kvadrat ABCD i totka E izvan njega, takva da je trokut DCE jed-
nakostranican. Dokazi da je polumjer opisane kruznice trokuta ABE jednak
duljini stranice kvadrata ABCD.
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1. U pet sati je kut izmedu minutne i satne kazaljke veéi od 90° i taj se kut stalno smanjuje sve
dok se te dvije kazaljke ne poklope, tj. do trenutka kada je kut medu njima 0°. To se dogada
nedto prije 5 : 30 (tj. pola Sest). Nakon tog trenutka se kut medu njima stalno poveéavai u Sest
sati on postaje 180°. Iz tog slijedi da su kazaljke medusobno okomite prvi put prije i drugi put
poslije trenutka u kojem ura pokazuje 5 : 30.

Pretpostavimo da ura pokazuje toéno 5 sati. Neka je z broj minutnih dijelova za koji se iz
potetnog polozaja pomakne mala (satna) kazaljka kada obje kazaljke zatvore kut od 90°. Za
vrijeme tijekom kojeg se mala kazaljka pomakne 2 minutnih dijelova, velika se kazaljka pomakne
25 minutnih dijelova za dolazak u polozaj broja 5, zatim & minutnih dijelova kao i mala kazaljka,
te jo§ 15 minutnih dijelova, jer kut od 90° sadrzi 15 minutnih dijelova. Pri tome velika kazaljka
prelazi 12 puta veéi put nego mala kazaljka u istom vremenu. Zato vrijedi jednadzba 12z =
25 + @ + 15. Njeno rjeSenje je v = 3 Prema tome, minutna i satna kazaljka ¢e drugi put
zatyoriti kut od 90° nakon 12 - 3ﬁ mmuta, tj. 43% minuta poslije 5 sati.

e UKUPNO 10 BODOVA

2. Neka su ab i ed zadani dvoznamenkasti brojevi i a znamenka desetica koju smo izbrisali. Novi
brojevi tada su b i acd. Kako je b jednoznamenkasti djelitelj dvoznamenkastog prostog broja,
po definiciji prostog broja slijedi da je nuzno b = 1. Sad je jasno da su ab i ed relativno prosti
brojevi pa je njihov najmanji zajednicki visekratnik jednak njihovom umnosku, tj. aed = al-ed.
Dalje vrijede redom ove jednakosti:

100a +10c+d = (10a-+1):(10c+d)

100a +10c+d = 100ac+ 10ad + 10c+d
100a = 10a(10c+ d)
10 = 10e+d.

Prema tome, jedan trazeni broj je 10, a drugi, al, koji je nuzno prost, jedan od brojeva 11, 31,
41, 61 ili 71. Konaéno, najveca moguca razlika postize se za brojeve 71 i 10.
..................................................................... UKUPNO 10 BODOVA

3. Neka je = broj vreéa od 60 kg svaka, a y broj vreéa od 80 kg svaka. Zato vrijedi jednakost
60 + 80y = 1000 ili 3z + 4y = 50. Kako je zbroj i jedan pribrojnik djeljiv sa 2, nuzno slijedi da
je i pribrojnik 3z djeljiv sa 2, a to je moguée samo ako je = = 2k. Zbog toga zadnja jednakost
ima oblik 6k 4+ 4y = 50 ili 3k + 2y = 25. Rijesimo ovu diofantsku jednadzbu u skupu prirodnih

brojeva. Vrijedi redom: 2y = —3k+ 25; y = =352, 4 = —9k + 12 + £ Pri tome je nuzno
k+1=2n,tj. k=2n-1, te zbog x = 2k vrijedi z = 4n — 2. Uvrsta\an_[em k=2n-1
u jednadibu 3k + 2y = 25 dobivamo y = —3n + 14. Sada mozemo sastaviti tablicu moguéih

vrijednosti za x 1 y:

L

[(n[ 17278 [4]
z| 2 [6]10]14
y [11[8]5 |2

Zbroj = + y bit ée najmanji mogué za z = 2 i y = 11. Prema tome, radnik treba prenijeti 2
vrede po 60 kg svaka i 11 vreca po 80 kg svaka.
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[image: image3.jpg]4. Neka je tocka M presjek pravca BC i pravca koji prolazi totkom E i usporedan je s praveem CD,
te neka je totka IV presjek pravea AD i pravca koji prolazi totkom F' i usporedan je s pravcem
AB. Tada je €etverokut NFM E pravokutnik, pri ¢emu je [NF| = |AB| = |[DC| = |[EM| =a i
|AN| = |BF| = |CM| = |DE| = b. Lako se pokaze da je ADNF = ABME, pa ti trokuti imaju
jednake povrsine, tj. P(DNF) = P(BME). Sada mozemo odrediti trazenu povriinu. Naime,
P(DFBE) = P(NFME) — 2- P(DNF), ili dalje redom:

1
P(DFBE)=a'(a+2b)—2‘§~a~(a+b)=a2+2ab—a2—ab=ab,
tj. P(DFBE) = ab.
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5. Cetverokut ABCD je kvadrat pa je |AB| = |AD|. Unutar kvadrata ABC'D odaberemo totku
F tako da je |AB| = |BF| = |AF|. Tada je trokut ABF jednakostranican, pa je LBAF = 60°.
Kakoje LBAF = LODE = 60° i AB || CD, slijedi da je AF || DE, te zbog |AD| = |DE| = |AF|
zakljutujemo da je Getverokut AFED paralelogram, 3to to znadi da je |AD| = |FE|. Prema
tome je |AB| = |BF| = |AF| = |FE| pa je totka F' srediste kruznice opisane trokutu ABE.

...................................................................... UKUPNO 10 BODOVA





[image: image4.jpg]MINISTARSTVO PROSVJETE I SPORTA REPUBLIKE HRVATSKE

HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

ot

MATEMATIKA

7. drzavno natjecanje ucenika
osnovnih §kola Republike Hrvatske
Kraljevica, 7.-10. svibnja 1998. godine

8. razred

. Odredi najmanji prirodni broj a sa svojstvom da je broj v/1998a takoder priro-

dan.

Odredi najmanji prirodni broj n za kojeg je svaki od razlomaka

7 8 9 30 31
n+9’ n4+10" n+11" " T n+327 n+33

neskrativ.

Koliko ima uredenih parova troznamenkastih prirodnih brojeva (z,y) koji su
rjefenja jednadzbe 3z + 4y = 1998 7

Zadan je pravokutni trokut ABC. Iz vrha C pravog kuta spustena je visina CD
na hipotenuzu AB. Kruznica k, ¢iji je promjer CD, sijete katetu AC u tocki M,
a katetu BC u togki N. Tangenta na kruznicu k u totki M sijeée hipotenuzu AB
u tocki B, a tangenta na kruznicu k u togki N sijeée hipotenuzu AB u togki F.
Odredi omjer povrsine cetverokuta EFNM i povrsine trokuta ABC.

. Neka je ABC trokut.

(a) Ako je kut /ZBAC tupi, odredi sve tocke M na stranici BC sa svojstvom da

je
|AM| = \/|BM|-|CM] .

(b) Za koju vrstu trokuta se trazena tocka iz (a) dijela zadatka ne moze naéi
niti na jednoj njegovoj stranici? Obrazlozi!
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1. Broj z = v/1998a ¢e biti prirodan samo ako se u rastavu broja pod korijenom na proste faktore
svaki prosti faktor javlja paran broj puta. Kako je 1998 = 2-3-3-3-37, slijedi da je @ = 2-3-37.
Zato je najmanji prirodni broj a = 222, pa je z = 666.
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2. Svaki od navedenih razlomaka mozemo zapisati u obliku ~ +n aTngz- Razlomak 1 T bit, ¢e neskra-
tiv samo ako je D(a,n+2) = 1. Otitojen+2=2k-+1, jer zan +2 = 2k i a = 2m vrijedi
D(a,n+2) # 1. Istoj Je tako n+2 > 31. Naime, za n+2 < 31 uvijek mozemo naci broj a = n+2
za koji se razlomak ;0 = 47 moze skratiti. Za n+ 2 = 33 slijedi da je broj n + 2 djeljiv sa
3, pa postoji broj, recimo a = 30, za koji se razlomak 30+33 moze skratiti. Za n + 2 = 35, zbog
djeljivosti sa 5, postoji broj a = 30 za koji se razlomak =—>— 30+35 isto moze skratiti. Najmanji broj
n + 2 sa svojstvom da je D(a,n+2) =1 je n-+ 2 = 37 i on je relativno prost sa svakim brojem
manjim ili jednakim 31. Zato je najmanji trazeni broj n = 35.

e UKUPNO 10 BODOVA

3. Kako je zbroj 1998 i pribrojnik 4y djeljiv sa 2, nuzno slijedi da je i pribrojnik 3z djeljiv sa 2, a
to je moguce samo ako je « = 2k, pri ¢emu je k prirodni broj. Zadana jednadzba 3z + 4y = 1998
zato ima oblik 6k + 4y = 1998, tj. 3k + 2y = 999. Sliénim zakljucivanjem slijedi da je pribrojnik
2y djeljiv sa 3, a to je moguce samo ako je y = 3n, pri cemu je n prirodni broj. Stoga zadnja
jednadzba ima oblik 3k+6n = 999, tj. k+2n = 333. O¢ito je 100 < o < 9991 100 < y < 999, jer
su trazeni brojevi troznamenkasti. Zbog y > 100 slijedi da je 3n > 100, tj. n > 33.3, odnosno,
jer je n cijeli broj, n > 34. Isto tako, iz z > 100 slijedi da je 2k > 100 pa je k > 50. To znaci da
je 333 —2n > 50, ili dalje redom 333 — 50 > 2n, 2n < 283, n < 141.5, tj. n < 141. Sada je jasno
da je 34 < n < 141. Prema tome, trazenih uredenih parova ima 141 — 33, tj. 108.
...................................................................... UKUPNO 10 BODOVA

4. O¢ito je ZCMD = LCND = 90° (po Talesovom poucku), a zbog ZMCN = 90° nuzno slijedi

da je i LMDN = 90°, a to znati da je Zetverokut MDNC pravokutnik. Zato zakljutujemo
da je P(MNC) = P(MDN). Neka je totka S presjek dijagonala CD i MN pravokutnika
MDNC. Treba pokazati da je AEDS = AEMS. Naime, |SD| = |[SM| = r, gdje je r polumjer
kruznice k, LEDS = /EMS = 90°, jer su AB i AC tangente na kruznicu k u totkama D i M,
a ES je zajednika stranica trokuta EDS i trokuta EMS. Iz toga slijedi da je [ED| = |EM| i
/DES = (MES, pa je trokut M ED jednakokragan i ES simetrala stranice M D, tj. ES L M D,
a to znati da je ES || AC.
Neka je totka P sjeciste £S i MD. Tada je |MP| = |[PD|. Sad je jasno da je EP srednjica
trokuta ADM , iz Cega slijedi da je |AE| = |ED|, pa zakljuéujemo da je P(AEM) = P(EDM).
Provodeci sli¢no zakljutivanje dobivamo redom: ADFS = AFNS, |DF| = |FN|, trokut DFN
je jednakokragan i F'S L DN, te FS | BC. Neka je tocka R presjek F'S i DN. Tada je
|DR| = |NR)|, pa je RF srednjica trokuta BDN, a to znaci da je |DF| = |BF|, iz tega slijedi
da je P(DFN) = P(FBN). Zato vrijede redom ove jednakosti:

P(ABC) = P(MNC)+P(MDN)+ P(AEM)+ P(EDM) + P(DFN) + P(FBN)
2P(MDN) + 2P(EDM) + 2P(DFN)

2[P(MDN) + P(EDM) + P(DFN))

= 2P(EFNM).

Prema tome je P(EFNM): P(ABC) =1:2.
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5. Neka je M totka na stranici BC za koju vrijedi jednakost |AM| = VIBM|-|CM]|. Tada je
[AM[* = |BM| - |CM]|. Trokutu ABC opiemo kruznicu. Neka je totka S njeno srediste.
Nadalje, neka je totka E presjek opisane kruznice trokuta ABC i pravea AM. Lako se pokaze da
je AAMC ~ ABME, jer je LAMC = (BME (vrsni kutovi) i ZACM = /BEM (obodni kutovi
nad tetivom AB). Slijedi da je |[AM| : |CM| = |BM| : [ME|, ili |[AM] - |ME| = |BM|-|CM|
te zbog |[AM|* = |BM| - |C M| slijedi da je |AM|*> = [AM]| - [ME|, tj. |]AM| = |ME], a to znagi
da je togka M poloviste tetive AE. Kako je otito |AS| = |SE| =r, gdje je r polumjer kruznice
opisane trokutu ABC, slijedi da je trokut ASE jednakokratan, a zbog totke M kao polovista
osnovice AE, nuzno slijedi da je SM L AE, ti. LAMS = 90°. Sada je jasno da totka M, po
Talesovom poucku, lezi na kruznici s promjerom AS, pa je trazena totka M presjek kruzmce s
promjerom AS i stranice BC trokuta ABC.

Prema tome:

(a) Ako je ZBAC > 90°, tj. ako je trokut ABC tupokutan, zadatak ima dva rjesenja, tj. na
stranici BC' mozemo odrediti dvije tocke My i My s trazenim svojstvom. To su sjecista
kruznice kojoj je promjer AS i stranice BC.

(b) Zadatak nema rjesenja ako kruznica kojoj je promjer AS ne sijece stranicu BC, sto se
dogada kada stranica na kojoj trazimo tocku M lezi nasuprot, filjastog kuta. To znaci da
rjeSenja nema za §iljastokutne trokute.

(c) U zadatku se ne trazi, ali vrijedi i sljedece: Ako je u trokutu ABC kut ZBAC = 90°, totka
M je noziste visine iz vrha A na hipotenuzu BC, pa zadatak ima jedno rjeSenje.

................................................................. UKUPNO 10 BODOVA
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