MINISTARSTVO PROSVJETE I SPORTA REPUBLIKE HRVATSKE

HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA

Zadaci za Zupanijsko natjecanje ucenika
srednjih §kola Republike Hrvatske

3. travnja 1998.

I. razred

1. Za koje parametre p € R jednadzba

5T +:v+10 _
502 + pr+45 x2+5¢

2
z

nema nijedno rjeSenje?

2. Ako je
r+y+z = a,
22 +y2 422 = b2,
x4+ y_l +27b = c_l,

odredite 23 + 93 + 23

3. Visina CD na hipotenuzu AB pravokutnog trokuta ABC je promjer kruznice
k koja sijece katete AC i BC tog trokuta redom u totkama E i F. Ako je G
sjeciste pravaca CD i EF i ako vrijedi

ICG|* = |CE| - |CF]|,

koliki su $iljasti kutovi trokuta ABC?

4. Da li je moguée rasporediti znamenke 0, 1, ..., 9 u krug tako da suma svaka
tri uzastopna broja bude najvise:

a) 13,
b) 14,
¢) 157



Rjesenja zadataka za 1. razred.
Svaki to¢no rijeSen zadatak nosi po 25 bodova.

1. Mnozenjem jednadzbe s z(z + 5)(52% + pz + 45) dobije se
jednadzba

5c(z? + 52) + (z + 10)(52? + pr + 45) = 2(z + 5)(5z% 4 pz + 45)

5 bodova
koja je ekvivalentna s polaznom uz uvjete x # 0, z +5 # 0,
522 4+ px + 45 #£ 0.
Nakon sredivanja se dobije (25 — p)z? — 45z = 0. 5 bodova
Odmah se vidi da za p = 25 jednadzba nema rjeSenja.
Jedino mogude rjelenje je x = %. 5 bodova
Lako se utvrdi da je z + 5 = 0 ako i samo ako je p = 34, te da je
522 4+ px + 45 = 0 takoder samo za p = 34.
Dana jednadzba nema rjeSenja za p = 251 p = 34. 10 bodova
2. Iz treée od danih jednakosti dobije se
zy+yz+zx 1
TYz e
5 bodova
a iz prve dvije
a? = =(z+y+2)?— (&% +y>+2%) =2ay +yz +zz).
5 bodova
Stoga je
Tyz=c at— ¥
yz = 5
5 bodova
Konagno iz

(x+y+z)3=3(x+y+z)(x2+y2+z2)—2(x3+y3+z3)+6myz

dobijemo

3ab? + 3c(a? — b?) — a®
Byt = (2 )@

10 bodova

3. Mozemo pretpostaviti da je a < 3. Kako je ZCED = /CFD
= 90° (Talesov teorem), cetverokut CEDF je pravokutnik, pa je

ICG| =|GE|=|GF|. (1)

5 bodova



Neka je CH visina na hipotenuzu EF pravokutnog trokuta EF'C. Vrijedi

2Paprc = |CE|-|CF| = |EF|-|CH|
pa je zbog uvjeta zadatka
|CG|* = |EF|-|CH| = 2|GE| - |CH|

a zbog (1)

|CG|? = 2|CG|- |CH|

odnosno |CG| = 2|CH|.

c E A
Zbog zadnje relacije /HCG = 60° i LZHGC = 30°, pa slijedi

1
LACD = /GCE = 5(180o —30°) = 75°,

a=/CAD = 90° — LACD = 90° — 75° = 15°,

B =90° — a=90° — 15° = 75°.

10 bodova

10 bodova



4.

a) Ako je suma svaka tri uzastopna najvise 13, onda je suma svih
uzastopnih trojki tj. trostruka suma svih brojeva najvise 130.
Medutim suma svih brojeva je 45, a 3-45 = 135 > 130.
Kontradikcija. Ovo nije moguce. 10 bodova

b) Trostruka suma je 135, i to mora biti jednako sumi deset suma
uzastopnih trojki. Kako svaka od njih moze biti najvide 14, a dvije
susjedne ne mogu biti jednake (to bi znacilo da su dva broja
udaljena za tri mjesta jednaka), jedino je mogudée da sume po tri
uzastopna broja budu naizmjence 13 1 14 (5-13+5-14 = 135).
No, tada zakljuéujemo da su dva broja udaljena za 6 mjesta jednaka.
Kontradikceija. 10 bodova

¢) Mogucée je. Npr: 3, 8,1,5,9,0,6,7, 2,4 5 bodova



MINISTARSTVO PROSVJETE I SPORTA REPUBLIKE HRVATSKE

HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA

Zadaci za Zupanijsko natjecanje ucenika
srednjih skola Republike Hrvatske

3. travnja 1998.

I1. razred

1. Rijesite sustav jednadzbi
2x? +y?) —3zy+ 2z +y) -39 = 0,

3(z?+y?) —day+ (z+y)—50 = 0.

2. Nadite sve realne brojeve a i b tako da za svaki z € [—1, 1] vrijedi nejednakost

|22% + ax + 5| < 1.

3. Pomoéu ravnala i Sestara konstruirajte pravokutni trokut kojemu je zadana
duljina visine na hipotenuzu i polumjer upisane mu kruznice.

4. Odredite najveéi prirodan broj n za koji postoji n-znamenkasti broj z1zz--2,
(u dekadskom sustavu) s ovim svojstvima:

(a) z1, 29, ..., 2n, su medjusobno razliiti brojevi;
(b) za svaki j <n, (1-2-3-..-j)|Z122.--%;-

Za taj n nadite sve n-znamenkaste brojeve s trazenim svojstvima.



RjeSenja zadataka za II. razred.
Svaki to¢no rijeen zadatak nosi po 25 bodova.

1. Uvedimo supstituciju: z+y =a, zy =b
Tada je 2% + y? = a? — 2b 1 imamo ovaj sustav

2(a* —2b) —3b+2a—-39 = 0,

3(a®> —2b) —4b+a—-50 = 0.

Iz prve jednadzbe je b = 2“—2“5%‘&

, §to uvrsteno u drugu daje
a? —13a +40 = 0,

¢ija su rjeSenja a; =5, by =3 1 ap =8, by =15.

Sada imamo

1°z+y=5 1 zy =3, odnosno

2 -5z +3=0;

5++/13 5F V13

12 = 5 y Y12 = 9

2°x+y =81 zy = 15, odnosno

-8z +15=0, tj. (z—3)(z—5)=0;

1'3:3, y3=57

SL‘4=5, y4:3.

2. Neka su a i b takvi da za svaki = € [—1, 1] vrijedi
nejednakost —1 < 222 + ax + b < 1. Uvrstavajuéi redom x = 0,
z=1iz= -1 dobivamo '

-1<b<1
—-3<b+a< -1

—3<b—-a< -1

Zbrajanjem dviju posljednjih nejednakosti dobivamo -3 < b < —1.

Odavde i iz prve nejednakosti slijedi b = —1.

5 bodova

5 bodova

5 bodova

5 bodova

5 bodova

10 bodova

5 bodova



Tada a zadovoljava nejednakosti —2 < a<0i-2<-a<0,tj. a=0. 5 bodova
Dakle, ako postoje brojevi a i b za koje vrijedi dana nejednakost za

svaki z € [-1,1], onda mora bitia=0ib= —1.

Provjerimo da ovi brojevi zadovoljavaju sve uvjete u zadatku, tj. da

za svaki x € [—1,1] vrijedi —1 < 222 — 1 < 1. Ova nejednakost je

ekvivalentna s 0 < 2z% < 2, koja je ispunjena za svaki z € [-1,1]. 5 bodova

3. Najprije konstruiramo pravi kut BC' A, samo pomocu Sestara
odredimo srediste O upisane kruznice, k1(O,r), trokuta ABC' i
upisemo kruznicu k2(O, h), gdje je h duljina visine trokuta na hipote-
nuzu. Preostaje jos konstruirati zajednicku tangentu kruznica k; i k2. 10 bodova

B

r
p—

h

k;

Upise se kruznica k'(P,h — ) s promjerom OC. Zatim na kruznici £’ odredimo
tocku @ tako da je |CQ| = h—r. Pravac CQ sijeCe kruv znicu kg u tocki R. Okomica
na pravac CQ u tocki R je zajednicka tangenta kruznica kj i k.

r
Fmesm——i

Rjesenje postoji ako i samo ako je 2r < hg T{14/2). 15 bodova

(hA=rtloc/cn§QC0 = r(44r./'§(b94aC0)’ og (Qc0<%‘\).



4. Zbog 1-2-...- j|Z122...7;, za svaki j > 2, sve znamenke
29, 23, ..., 2n Moraju biti parne. Uvjet (a) povlaéi, n < 6. 5 bodova
Zbog 1-2-...-j|Z172...2; za svaki j > 3, mora biti

2n1+zm+23=0 (mod 3),
2; =0 (mod3) za j>4.
5 bodova
Uvjet (a) povlaci n < 5, jer su za z4 1 z5 moguce jedino znamenke 0 i 6.
Sliéno, zbog

1-2-...-j|z1z3.-2;, za svaki j >4, je 1023+ 24 =0 (mod4).

Ali, 23 i z4 moraju biti djeljivi s 2, z3 i s 3, pa je jedina mogucnost

z4 = 0 (24 = 6 nije mogude zbog 4| (1023 + 24) i 23 =0 (mod 4)). 5 bodova
Nadalje, 2| 25, 3| 25, 4| (1024 + z5), tj. 4|25 1 5| 25. Zadovoljava
jedino z5 = 0, a kako znamenke moraju biti razli¢ite, dobivamo n = 4. 5 bodova

Dakle, n =4, 24 =0, 23 =0 (mod 4), 2|22, 3| (21 + 22 + 23) i
21 # 29 # 23 # z1. Trazeni brojevi su:

3240 5640 9840 9480
6240 8640 5280 1680
9240 3840 3480 4680

2640 6840 6480 7680

Ukupno ima 16 brojeva. 5 bodova
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MATEMATIKA
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II1. razred

1. Rijesite nejednadzbu

92 < 3.98HVE L 4. 92V7,

2. Koristeéi se pogodnom supstitucijom odredite broj korijena jednadzbe
8z(1 — 222)(8z* —82* +1) =1
koji se nalaze unutar segmenta [0, 1].

3. U pravilnoj trostranoj piramidi kut nagiba botnog brida prema ravnini baze
jednak je plosnom kutu uz vrh piramide. Odredite volumen piramide ako je
duljina brida baze jednaka a.

4. Odredite sve 200-znamenkaste prirodne brojeve (u dekadskom zapisu) koji su
kvadrati prirodnih brojeva a pocinju s 99 devetki.



Rjesenja zadataka za III. razred.
Svaki to¢no rijesen zadatak nosi po 25 bodova.

1. Jednadzba ima smisla uz uvjet z > 0. 2 boda
Tada je:
4.92VF 4 3. 97HVE _ 922 > )
4.9WF L 4.9z tVE _gutVE 928 5

4. 9VE(QVE 4 9%) — 27(2V7 4 27) > 0,

(2% 4+ 2%)(4- 2V — 2%) > 0.

8 bodova
Kako je 2V 4 9% > 0 za sve x € R, treba rijesiti
4.2V% — 2% >0,
2Vet? > 97
V42> oz,
r—+z-25<0,
(VZ+1)(vZ—-2) <0.
10 bodova
Odavde slijedi v/Z € [—1,2] odnosno /7 € [0,2], pa je z € [0,4] zbog
uvjeta x > 0. 5 bodova
2. Odmah vidimo da z = 0 i z = 1 nisu rjeSenja, pa uvodimo
supstituciju = = cos p, uz ¢ € (0, %). Jednadzba postaje
8 cos p(1 — 2 cos? ) (8 cos* ¢ — 8cos?p+1) =1,
5 bodova

odnosno zbog cos2¢ = 2cos? o — 1 i cosdyp = 8cost g —8cos? o + 1,

—8cospcos2pcosdyp = 1.
5 bodova



Pomnozimo obje strane jednadzbe sa sin . (Dobivena jednadzba
ekvivalentna je prethodnoj jer je sing # 0 za ¢ € (0, 3).)

—4sin2p cos 2p cosdp = sin g,
—2sin 4@ cos 4p = sin p,
sin 8¢ + siny = 0,

9 7
QSin%’ocos—;ﬁ =0,

pa su rjeSenja ¢ = %Im ip=%2+ %kﬂ.
U intervalu (0, ) nalaze se rjeSenja ¢ = T o= o=
p = 5715, pa polazna jednadzba ima 4 rjesenja u intervalu [0, 1].

~aia

5
3. Neka je baza piramide trokut ABC, a vrh tocka W, te neka je
~ & srediste trokuta ABC. Neka je b duljina pobocke a h visina piramide,
te neka je 4 ASB =4 SAD = «. Tada vrijedi:

cosa = —e (AADS),

V/3b

a?

B2 = b? — 5 (AADS),

a® = 2b%(1 — cos @) (AABS).

Uvrstavanjem prve jednadzbe u tre¢u dobija se

2623 —2ab —a*V3 =0

a(14+V7)
2v/3

.. . _ a(liﬁ) - s . : __
odakle slijedi b = 573 bri cemu ima smisla samo b = 75

Dalje je h? = 2£¥1q2,

5 bodova

5 bodova

5 bodova.

7 bodova

10 bodova
5 bodova



pa je konaéno

a®V/3 b ad (24 VT

V= ==
4 12 2

W =

4. Brojevi koji imaju 200 znamenaka i pocinju s 99 devetki su
brojevi izmedu 10200 — 10101 { 10200 — 1.

Kako je (10190)2 = 10290 slijedi da su trazeni brojevi 10190 — 1
i manji.

Tvrdimo da su to brojevi 10190 — 1, 10190 — 2, 10190 — 3,
10190 — 4§ 10100 — 5.

Dovoljno je provjeriti da je (101%0 — 5)2 > 10200 — 10
i (10190 — )2 < 10200 — 10101,

Zaista,

(10100 _ 5)2 —
= 10200 — 10-10190 4 25

=10%° — 10101 4 25 > 10290 — 10"

(10100 _ 6)2 —

= 10200 — 12.10190 + 36

=102 — 10101 — 2.10'% + 36 < 10%%° — 10",

3 boda

5 bodova

5 bodova

5 bodova

10 bodova
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IV. razred

1. Tri tangente parabole odreduju trokut. Dokazite da opisana kruznica tog
trokuta prolazi kroz fokus parabole.

2. Niz a,, zadan je rekurzivno sa

ag — —1,
2ap-1 — 3

an — _a_n_l—_’ neN
3an_1—4

QOdredite formulu za a,.

3. Dokazite da ne postoji funkcija f : R — R koja zadovoljava ove uvjete
(i) f(1+ f(z))=1—2, zasvakiz€R,

(i) f(f(z)) ==, =zasvakizeR.

4. U kojem brojevnom sustavu 297|792 (tj. 297 dijeli 792)7



Rjesenja zadataka za IV. razred.
Svaki toéno rijeSen zadatak nosi po 25 bodova.

1. Jednadzba tangente parabole y* = 2pz u tocki (zo,yo) je
yyo = p(x + 7o), a njezin fokus je u tocki F = (§,0).

to yy2 = pT + #,
y2
t3 Yy =pxr+ —f-

Vrhovi trokuta su A =ty Nt3, B=1t3Nt;, C =13 Niy, paiz
gornjih jednadzbi dobivamo njihove koordinate

Y2ys Y2 +¥3 Y1Y3 y1+y3> <y1y2 y1+y2>

A= 2222} Bl=—"=——=—), Cl=—/7——1]-
( 20 2 ) ( 2p 2 2p 2

5 bodova

Srediste kruZnice je presjek simetrala stranica AB i AC. Polovista
tih stranica su

ys(y1 +y2) y1 +y2 +2y3 yaly1 +93) n1+2y2+ys3
P1 3 bl P2 ] *
dp 4 4p 4

Koeficijent smjera pravca AB je

y1tys _ y2ty3

ban = —2 2 _ P
AB = Tyiyzs yays 0
2p 2p Y3

pa je koeficijent smjera simetrale stranice AB

Y3

! —
kAB -

Analogno je kac = yﬂz ke = —9172. 5 bodova

Jednazbe simetrala stranica AB i AC su



2
+ +ys+2
_ys, v y2) U yz us. SaB.

p 4p?

2
+ + 2y2 +
_ygx+ y2 (1 ! ya) + n Y2 y3) SAC-

V= p 4p~ 4

Iz ovih dviju linearnih jednadzbi odredimo koordinate srediSta .S
kruZnice opisane trokutu ABC"

_ Y1y2 +42y3 + U1Y3 4P _Wityatys 1Yl
s ap A 4 4p?
5 bodova
Polumjer kruznice je R, pri ¢emu je
R? = |AS|?
_ <y1y2 — Y2yt Yy 13)2 n (y1y2y3 i Sl B y3>2
4p 4 4p? 4 '
5 bodova
Sada jo§ preostaje provjeriti da je |SF|? = R?, gdje je F (§,0), odnosno
(3/1?J2 +Y2ys +y1ys I_>>2 n (yl +y2+Ys y1y2y3>2 — R2
4p 4 4 4p? ’
5 bodova
2. Izraéunajmo prvih nekoliko ¢lanova ovog niza:
al=$, a2=i—1, a3={—g.
Pretpostavimo da je to¢na formula
on —1
an = .
6n+1
10 bodova

Dokaz éemo provesti matemati¢kom indukcijom.
1° Za n = 1 formula vrijedi.
2° Pretpostavimo da ona vrijedi za neki n > 1. Tada je

2.2 -3 6n+5 6(n+1)—1

An41 = n_ - — ’
3.8l _4 6n+7 6(n+1)+1

pa tvrdnja vrijedi i za n + 1. Prema principu matematitke indukcije,
ona vrijedi za svaki n > 1.
15 bodova



3. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji funkcija f : R — R
takva da je

f(1+ f(2))
f(f@) = = (2)

Il
—
|
&
~—
—
g

Iz (1) slijedi

fFA+f(=)) = fA-2)

Z fa-x) = 1+f@). (3)

Odavde dobivamo

r=0 = f(1) = 1+ f(0)

z=1 = f(0)

a zbrajanjem ovih jednakosti,
0=2,

8to je nemoguce.
To znaéi da je pretpostavka bila pogresna, tj. takva funkcija
ne postoji.

4. Broj 792 je djeljiv s brojem 297 ako postoji prirodan broj k,
takav da je 297k = 792. Baza ovog brojevnog sustava mora biti
veéa od 9. Zato mora biti k € {2,3}.

Ako je b baza brojevnog sustava, za k = 2 dobivamo kvadratnu
jednadzbu

(26 +9b+7)-2=T0* + 9b+2 tj. 3b* —9b—12 =0,

¢ija rjedenja su by = —11 by = 4. Ne zadovoljava nijedno rjesenje.
Za k = 3 dobiva se kvadratna jednadzba

(262 +9b+7)-3="Tb2 +9b+2 tj. b* —18b 19 =0,

¢ija rjeSenja su by = —1 i by = 19. Zadovoljava samo b = 19.
Postoji samo jedna baza, b = 19, u kojoj je broj 792 djeljiv s 297.

10 bodova

10 bodova

5 bodova

5 bodova

10 bodova

10 bodova



