MINISTARSTVO PROSVIJETE I SPORTA REPUBLIKE HRVATSKE
HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA

8. drzavno natjecanje ucenika
osnovnih skola Republike Hrvatske
Supetar, 5. — 8. svibnja 1999. godine

7. razred

1. Odredi to¢an dan, sat i minute, kada ¢ée do pocetka 2 000. godine ostati
toéno:
a) 2000 sati,
b) 2 000 minuta.

2. Koje je godine ovog stolje¢a rodena osoba, koja ¢e 1999. godine navrsiti
onoliko godina koliki je dvostruki zbroj znamenki godine njezinog dvade-
setog rodendana?

3. Pet djevojaka, Ana, Ivana, Katarina, Lucija i Marija, sudjelovale su na
koncertu na kojem su pjevale pjesme. Svaku su pjesmu otpjevale tri
djevojke. Svaku od svojih odabranih pjesama svaka je djevojka otpje-
vala samo jedanput. Ana je otpjevala najvise, 8, a Ivana najmanje, 5
pjesama.

Koliko je ukupno pjesama otpjevalo ovih pet djevojaka?
4. Dan je trapez ABCD kojemu su AB i CD osnovice. Tockom M koja

je poloviste kraka AD nacrtana je okomica na pravac BC, pri ¢emu je
tocka N noziste te okomice.

DokaZi da je povr§ina P trapeza ABCD dana s
P(ABCD) = |BC|-|MN]|.

5. Dan je jednakokracan trokut ABC, pri ¢emu je |AC| = |BC|i LACB =
80°. Unutar trokuta ABC odabrana, je tocka M, tako da je LM BA =
30° i LMAB = 10°. Koliki je kut ZAMC?



RJESENJA ZA 7. RAZRED

1. a) Kako jedan dan ima 24 sata i 2000 = 24 - 83 + 8, zakljuéujemo da
se od 31. 12. 1999. godine u 24 sata valja vratiti unazad 83 dana i 8
sati, uvazavajuéi da mjeseci listopad i prosinac imaju 31 dan svaki, a
mjesec studeni 30 dana. Zato ¢e 9. listopada 1999. godine tocno u 16
sati preostati 2000 sati do pocetka 2000. godine.

b) Kako jedan sat ima 60 minuta, a 1 dan ima 24 - 60 = 1440 minuta,
to zbog 2000 = 1440- 1 + 560 i 560 = 60-9 + 20, zakljuéujemo da ¢e 30.

prosinca toéno u 14 sati i 40 minuta preostati 2000 minuta do pocetka
2000. godine.

2. Neka je 19ab godina rodenja, a 19(a + 2)b godina dvadesetog rodendana.
Tada vrijedi jednakost 1999 — 19ab = 2(1 + 9+ a +2 + b), odakle dobi-
vamo redom 99 — (10a + b) = 2(12 +a+b), 99— 10a — b = 24+ 2a + 2b,
75 = 12a + 3b, 25 = 4a + b. Sad je jasno da je znamenka b neparan
broj, pa trazene znamenke lako odredimo pomocu tablice

bl1]3]5]7]9]
al6]-15]-14]
Prema tome, godine rodenja mogu biti 1961, 1955, 1949.

3. Neka su a, b, ¢, d, e brojevi pjesama koje su otpjevale redom Ana, Ivana,
Katarina, Lucija i Marija. Tada je a =8 i b= 5. Kako su svaku pjes-
mu otpjevale tri djevojke, zakljuéujemo da je ukupan broj otp jevanih
pjesama, tj. a+b+c+d+ e djeljiv sa 3. Otito zbroj 8+ 5 nije djeljiv
sa 3, veé pri dijeljenju sa 3 daje ostatak 1, pa zakljucujemo da zbroj
pjesama koje su otpjevale preostale djevojke mora pri dijeljenju s 3 dati
ostatak 2. Kako je svaka od preostale tri djevojke otpjevala ili 6 ili 7
pjesama, to valja odrediti zbroj tri pribrojnika iz skupa {6, 7} koji pri
dijeljenju sa 3 daju ostatak 2. Jedini takav zbroj je 7+ 7 + 6, tj. 20.
Prema tome, pet djevojaka otpjevalo je ukupno 13420, tj. 33 pjesme.

4. Totkom M nacrtamo pravac p||BC. Neka je E sjecite pravca p i
stranice AB, a tocka F sjeciste pravca p i pravca CD. Cetverokut
EBCF je paralelogram. DokaZimo da je AAEM = AMDF. Imamo
|AM| = |M D\, tMAE = (MDF, jer su to kutovi s paralelnim kraci-
ma i LAME = (DMF, jer su to vréni kutovi. Iz dokazane suklad-
nosti slijedi da je P(AEM) = P(MDF). Trapez ABCD 1 parale-
logram EBCF imaju zajednicki dio, peterokut EBCDM, pa zbog
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P(AEM) = P(MDF) slijedi da je P(ABCD) = P(EBCF). Kako je
|EF| = |BC|, a duzina MN visina paralelograma EBCF, slijedi da je
P(EBCF) = |BC|-|MN]|, a to zna&i da je P(ABCD) = |BC|-|MN|,
sto je i trebalo dokazati.

A E B

. Neka je D noziste visine iz vrha C na osnovicu AB, a N sjeciste visine
CD i pravca BM. Iz uvjeta zadatka lako odredimo da je LCAB =
(CBA = 50° i LACD = 40°. Kako tocka N lezi na visini CD, tj. na
simetrali osnovice AB jednakokraénog trokuta ABC, zaklju¢ujemo da
je trokut ABN jednakokracan, iz Cega slijedi da je LINAB = (NBA =
30°i LANB = LANM = 120°. To znaci da je LNAM = 20° iz Cega
slijedi da je ZCAN = 20°, pa je LANC = 120°. Dalje je AANC =
ANANM, jer im je AN zajednicka stranica, ZCAN = (NAM = 20°
iLANC = LANM = 120°. Iz dokazane sukladnosti slijedi da je |[AC| =
|AM], a to znati da je trokut AMC jednakokracan, pa zbog LCAM =
40° dobivamo da je LZACM = LAMC = 70°.
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1. Izracunaj

19992 — 19972 4+ 19952 — 19932 + ... + 72 — 52 + 32 — 12

2. Odredi najveéi troznamenkasti broj s razli¢itim znamenkama iz skupa
1,2,3,4,5,6,7,8,9, tako da je zbroj svih troznamenkastih brojeva koji

se dobivaju premjestanjem njegovih znamenki jednak 2220.

3. Odredi sve cijele brojeve n za koje je vVn? + 4n — 5 takoder cijeli broj.

4. Dani su kruZnica k sa sredistem S, tocka D na kruznici k 1 pravac p
koji s kruznicom k nema zajednickih tocaka, kao na slici. Konstruiraj
kruznicu koja dodiruje kruznicu k£ u tocki D i pravac p. Koliko ima

rjeSenja?

P

5. Dan je pravokutni trokut ABC, kojemu su duljine kateta |AC| = 7 i
|BC| = 4. Na hipotenuzi AB odabrana je neka tocka D. Neka je totka
M teziste trokuta ADC, a totka N teziste trokuta BC'D. Kolika je

povrsina trokuta CM N7

(Teziste trokuta je tocka u kojoj se sijeku tri duZine, kojima je jedna
rubna toc¢ka vrh trokuta, a druga rubna toCka poloviSte nasuprotne

stranice.)



Rjesenja 8. razred

1. Otito je da zadani broj sadrzi 500 razlika kvadrata. Zato zadani zbroj
moZemo pisati redom:

19992 — 19972 + 19952 — 19932 + ... + 32 - 12 =

_ (1999—1997)(1999+1997)+(1995—1993)(1995+1993)+. . +(3—1)(3+1)
= 2(1999 + 1997 + 1995 + ...3 + 1).

Zbrojimo li u zagradi prvi i zadnji pribrojnik, pa drugi i predzadnji
pribrojnik i tako dalje, dobit éemo 500 zbrojeva jednakih 2000. Zato
je zadani zbroj jednak 2 - 500 - 2000 = 2 000 000.

2. Neka je abc traZeni troznamenkasti broj. Premjestanjem njegovih zna-
menki dobivamo 6 razli¢itih troznamenkastih brojeva. Svaka od tri
znamenke pojavljuje se na svakom od tri dekadska mjesta to¢no 2 pu-
ta. Zato je zbrojsvih sest promatranih troznamenkastih brojeva jednak
2a+b+c)-100+2(a+b+c)-10+2(a+b+c)- 1 = 2220, odnosno
222(a + b+ c) = 2220, tj. a + b+ ¢ = 10. Dalje imamo:

1. Ako jea =9, onda je b+ c =1, pajeili b= 0ili c = 0, Sto ne moze
biti.

2. Akojea=28,ondajeb+c=2,pajeilib=c=1ilib=21ic=0
ili ¢ =2 1ili b= 0, to opet ne moze biti.

3. Akojea="7,ondajeb+c=3,pajeb=2ic=1

TraZeni troznamenkasti broj je 72%.

3. Neka je vn? +4n —5 = m. Ako ovu jednakost kvadriramo, a zatim
lijevoj i desnoj strani jednakosti dodamo 9, tada lako mozemo postici da
lijeva strana jednakosti bude jednaka razlici kvadrata. Zato dobivamo
redom n?+4n—5=m? n2+4n—-5+9=m2+9, n2+4n+4-m? =9
ili (n+2)2-m?2=9,tj. (n+2—m)(n+2+m)=29. Faktori na lijevo]
strani jednakosti su iste parnosti i istog predznaka, tj. oba su faktora
neparni cijeli brojevi. Zbog m > 0 imamo ove moguce slucajeve:
n-m+2=1 n-m+2=-9 n—-m+2=3 n-m+2=-3
n+tm+2=9 n+m+2=-1 n+m+2=3 n+m+2=-3
Lako nalazimo da su traZeni cijeli brojevi su: n = =7,n = —=5,n =
1,n=23.



4. Analiza. Ogito je da se srediste kruznice mora nalaziti na pravcu SD.
Ako se dvije kruZnice dodiruju izvana ili iznutra, tada te dvije kruznice
imaju zajednicku tangentu u diralistu. U nasem je slucaju to tocka D.
Neka je pravac t zajednicka tangenta dane i trazene kruznice u tocki D.
Sad je jasno da traZena kruznica treba dodirivati pravac p i tangentu ¢.
Prema poucku o simetrali kuta slijedi da se srediSte traZene kruznice
nalazi na simetrali kuta koji zatvaraju pravac p i tangenta t. Ovim je
konstrukeija trazene kruznice odredena.

Konstrukcija. U totki D konstruiramo tangentu t na kruznicu k, pri
¢emu je t L SD. Zatim konstruiramo simetralu s kuta koji zatvaraju
pravac p i tangenta t. Sjeciste simetrale s i pravca SD je srediSte
traZene kruznice, a polumjer je jednak udaljenosti tog sjeciSta i tocke

D.

Rasprava. Kako tangenta t i pravac p zatvarju dva kuta, slijedi da
imamo dvije kruznice koje dodiruju danu kriznicu k u tocki D i pravac
p, pa zadatak ima dva rjeSenja.

5. Neka je tocka E poloviste stranice AD i tocke F poloviste stranice BD.
Tada je CFE teZisnica trokuta ADC, a CF teZisnica trokuta BCD.
Kako je |AE| = |ED| i |DF| = |BF)|, prema definiciji teZisnice, slijedi
da je |ED| + |DF| = 1|AB|, a to znati da je P(CEF) = ;P(ABC), a
zbog P(ABC) = &%@9—1 ili P(ABC) = 14 dobivamo da je P(CEF) =
7. Dalje valja uociti da je ACMN ~ ACEF. Naime, znamo da teZiste
dijeli teZisnicu u omjeru 1 : 2, pa je I%ILE/I_IL = % = 2 = k, pri ¢emu
je kut LMCN = (LECN zajednicki za oba trokuta, sto je dovoljno
zpac%)llsaz na\zledene sliér})osc,p}l.NIz d04kazane slicnosti trokuti slijedi da je
—(—JQI;(CEF) = k?, odnosno ——(——lP(CEF) = 5. Zatoje P(CMN) = §-P(CEF) =

9"




