MINISTARSTVO PROSVJETE I SPORTA REPUBLIKE HRVATSKE

HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA

Zadaci za Op¢insko-gradsko natjecanje ucenika
srednjih §kola Republike Hrvatske

5. ozujka 1999.

I. razred

1. Ako su a, b i c realni brojevi, takvi da je a # b # ¢ # a, dokazite da je

b—-c c—a a—b 2 2 2
(:a-b)(a—c)+(b—c)(b——a)+(c—a)(c—~b)—a—b+b-—c+c—a'

2. Iz bilo koje totke M unutar jednakostrani¢nog trokuta ABC spustene su
okomice MH, MK, MP, na njegove stranice AB, BC, CA, tim redom.
Dokazite,

(a) |AH|? + |BK|? + |CP|? = |HB|? + |KC|? + |PA|?;
(b) |AH| + |BK|+ |CP| = |HB| + |KC| + |PA.

3. Dokazite da jednadzba 5z% — 4y? = 1999 nema nijedno cjelobrojno rjeSenje.

4. Nadite sve parove realnih brojeva (z,y) za koje vrijede jednakosti
lz+yl = 1,
|zl + 1yl = 1.

Prikazite skup rjeSenja u koordinatnoj ravnini.



RjeSenja zadataka za I. razred.
Svaki toéno rijeSen zadatak vrijedi 25 bodova.

1.

b-c _ (b-a)+(a—c) _ 1 + 1

(a—b)la—c)  (a—-bla-c) =~ a-b c—-a
c—a _(e=b)+(b-a) _ 1 + 1

b-cb-c  (b—-c)b—a)  b-c a-¥
a-b _(a=c)+(c—b) _ 1 + 1

(c—a)c—b)  (c—a)c—=b) =~ c—a b-c

Zbrajanjem ovih jednakosti dobiva se tvrdnja zadatka. 25 bodova

2. (a) Koristeéi Pitagorin pouéak dobivamo

|AH|?* + |BK|* + |CP|?

(JAM2 — |MH[?) + (IBM[? - [MK]?)
+(ICM|? - |MPP? ), i

|HB|2 +|KC|> + |PA? = (IBM|?>—|MH?*)+(ICM|* - |MK?)
+(|AM|? — |MP|?).

O¢cito su ova dva izraza jednaka. 10 bodova
(b) Povucimo kroz totku M pravce A;By, B1C2, C1As, paralelno stranicama
AB, BC, CA.

Duzine MH, MK, MP su tezisnice trokuta BiM Ay, C1M By, AiMCy i |AAl =
|BBy|, |BB1] = |CCql, |CCy| = |AA4,], te je

IAHI + |BI{| + ICPI = IAAQ! + ‘A2H| -+ IBB2| + IBQI{‘ -+ ICCQ‘ -+ ICQP'

= |HB|+ |BiB| +|KCi| + |C\C| + |PA1| + |A1 4]

|HB| + |KC| + |PA|.
15 bodova

3. Pruo rjesenje. Pretpostavimo suprotno tvrdnji zadatka, tj. da jednadzba ima
cjelobrojno rjesenje. 5 bodova
Desna strana jednadzbe je neparna, pa mora biti i lijeva, tj. 2 je neparan broj.



5 bodova
Neka je x = 2k — 1, k € Z. Tada iz dane jednadzbe izlazi
5-(2k 1) —4y? = 1999, tj.
4.(5k* -5k —y?) = 1994.
Lijeva strana ove jednadzbe je djeljiva s 4, a desna nije. 10 bodova
Kako smo dosli do kontradikcije, polazna jednadzba nema cjelobrojno rjeSenje.
5 bodova

Drugo rjeSenje. Broj 1999 daje ostatak 3 pri dijeljenju s 4. Izraz 4y? djeljiv je
s4 (zasvey € Z), pa 522 mora dati ostatak 3 pri dijeljenju s 4. Pogledajmo koje
ostatke mozedavati kvadrat cijelog broja pri dijeljenju s 4. Ako je broj paran, njegov
kvadrat je djeljiv s 4, a ako je neparan, njegov kvadrat daje ostatak 1 pri dijeljenju
s 4. Stoga x? ne moZe davati ostatak 3, pa niti 522 ne moze davati ostatak 3 pri
dijeljenju s 4. Stoga postavljena jednadzba nema cjelobrojno rjesenje. 25 bodova

4. Najprije ¢emo naéi skup totaka za koje je |z + y| = 1, a zatim skup tocaka
za koje je |z| + |y] = 1. Presjek ova dva skupa Ce biti traZeni skup totaka. 5 bodova
a) lz+yl=1

1° 2+y>0 = x+y=1. Zadovoljavaju totke pravca z +y = 1.

2° t+y<0 = —z-—y=1. Zadovoljavaju totke pravca —z —y = 1.

Pod a) zadovoljavaju totke pravaca p i ¢. (Vidi sliku.) 5 bodova
y
B
!
C A
-1 0 1 X
p
JXD
q

b) (Vidi sliku.) |z| + |y| = 1:
1°2>0, y>0 = z+y=1. Zadovoljavaju totke duzine AB.
2° £<0, y>0 = —z2+y=1. Zadovoljavaju totke duzine BC.
3° £<0, y<0 = -z —y=1.Zadovoljavaju totke duzine CD.
4° >0, y<0 = a—y=1 Zadovoljavaju totke duZine DA.
10 bodova
Presjek ova dva skupa totaka je ABUCD. 5 bodova
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MATEMATIKA

Zadaci za Opéinsko-gradsko natjecanje ucenika
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5. oZzujka 1999.

II. razred

1. Odredite sve parove prirodnih brojeva x i y za koje vrijedi

2. Ako je abc # 0, da li je moguée da svaka od ove tri jednadzbe
ax’ +bz+c = 0,
cxl4ax+b = 0,
bxl+cx+a = 0,
ima realna rjeSenja?
3. Neka je ABC trokut kod kojeg je |AB| < |AC| i neka je D poloviste onog

luka BC kruZnice opisane tome trokutu na kojem lezi tocka A. Dokazite da
za noZiste F, okomice iz toCke D na stranicu AC, vrijedi jednakost

|AB| +|AE| = |EC|.

4. Prikazite u kompleksnoj ravnini skup svih kompleksnih brojeva z 2za koje
vrijedi

lz+¢c| =z —¢,

gdje je ¢ # 0 zadani kompleksni broj.



Rjesenja zadataka za II. razred.
Svaki tofno rijeSen zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Zadanu jednadZzbu napisimo u obliku
1999(x + y) = zy.

Odavde zakljuéujemo da je barem jedan od brojeva z, y djeljiv s 1999 (jer je 1999
prost broj). Buduéi da je jednadzba simetri¢na, mozemo uzeti da je to y, tj. y =
1999z, z € N. 5 bodova
Posljednja jednadzba prelazi u

1999(x + 1999z) = 1999zx2, tj. z(z —1) = 1999z.

1999 5 bodova
Odavde je z = z, §to mozemo prikazati kao
Z —
_ 19992 — 1999 + 1999, odnosno z = 1999 + 1999 '
z—1 z—-1
5 bodova

Kako je z € N, mora biti z—1 € {1,1999} (ponovo smo koristili ¢injenicu da je 1999
prost broj). Dalje je z; = 2, 29 = 2000, odakle je x; = 3998, x5 = 2000; y; = 3998,
yo = 3998000. Iz toga zakljutujemo da su, zbog simetri¢nosti, sva rjeSenja dane
jednadzbe, (z,y) € {(3998,3998), (2000, 3998000), (3998000, 2000)}. 10 bodova
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2. Pretpostavimo da svaka jednadzba ima realna rjeSenja. 5 bodova
Tada je diskriminanta svake od njih nenegativna, tj.

/

/

-

b2 > 4ac, a? > 4be, 2 > 4qb. \3

3

y

3

:

T8 5 bodova

3 \H“ N MnozZenjem ovih nejednakosti dobivamo ) § §

R, AN SN

o ﬁ g \g a’b?c? > 64a2b202,

Sy &%
\?‘ X N § §to nije istina, jer jea # 0, b# 01ic # 0. 10 bodova

5 Q 3 Ova kontradikcija znaci da polazna pretpostavka nije istinita, tj. barem jedan od
-y § X Y 3 polinoma ima &isto kompleksno rjesenje. 5 bodova
BN

3. Prvo rjedenje. Povucimo pravce DF || AC, FG L AC, kao na slici. 5 bodova




Kako je
BD= DCi AD= FC = BA= DE

odakle je |AB| = |DF| = |EG]|. 10 bodova
Nadalje, AD= FC = |AD|=|FC| = |AE]|=|GC]|, odakle slijedi

|AB| + |AE| = |EG| + |GC| = |EC|.

10 bodova

Neka je ¢ =4 DBC =<4 BCD. Zbog jednakosti obodnih kutova nad istom
tetivom, je 4 DAC = ¢. Kako je ABCD tetivni Cetverokut, to je 4 HAD =
180°~ 4 DAB = 180° — (180°— 4 BCD) = ¢. Odavde su trokuti ADH i ADE
sukladni (|[AD| = |AD|, < HAD =4 EAD = ¢, { DHA =4 DEA = 90°), pa je
|AH| = |AE|i|DH|=|DE|. 15 bodova
Zbog |DH| = |DE|, { HBD =4 ECD (obodni kutevi nad istim lukom AD),
JDHB =<4 DEB = 90° trokuti BDH i CDF su sukladni, pa je |BH| = |EC]|.
Sada je

|AB| + |AE| = |AB| + |AH| = |BH| = |EC]|.

10 bodova
4. Prvo rjedenje. Iz dane jednakosti dobivamo
(z+c)zZ+T) =(z—c)z-0),
cZ+cz=0.
5 bodova

Stavljajuéi ¢ = @ + tb, z = = + 1y, dobivamo

(a+ib)(z —iy) + (a —ib)(z +1iy) =0, tj. az+by=0.

Za a # 0 zapi§imo ovu jednakost u obliku



= —1. (*)
10 bodova

Yy Z=(z) ,\y

C=(a,b)

Z=(xy)
C=(c)

C’=(-c)

Kompleksnim brojevima 0, ¢, z pripadaju tocke O, C, Z, pa je g koeficijent smjera
pravca OC, a ¥ je koeficijent smjera pravca OZ. Iz jednakosti () slijedi da totke z
moraju biti na pravcu kroz ishodiste koji je okomit na pravac OC.

Zaa=0,b+#0,otito je y =0, pa je z € R. 10 bodova

Drugo rjesenje. Uz tocku C = (c) promatrajmo totku C' = (—c). Tada uvjet
|z + ¢| = |z — ¢| znagi |C'Z| = |CZ], §to znati da je totka Z = (z) na simetrali
duzine CC". 25 bodova
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II1. razred

1. U skupu realnih brojeva rijesite jednadzbu

log%(élzms 2 4 4°°52“°) = sgnlog, 1999V1~=,

pri Cemu je
1, x>0,
sgn(z) = 0, =0,
-1, z <0
2. Ako je

z+z7! = 2co0s40°,
dokazite da je

z* + 274 = 205 160°.

3. Dokazite da sjeciste visina siljastokutnog trokuta ABC s danim kutevima a,
cos &

1 7, dijeli njegovu visinu iz vrha 4 u omjeru ———.

B 1+, dijeli njegovu vi J cos B eos

4. Neka su a i b duljine dvaju mimoilaznih bridova trostrane piramide koji su
medusobno okomiti, i neka je d njihova udaljenost. Odredite volumen te pi-
ramide.



2 cr e le, | 994

RjeSenja zadataka za III. razred.
Svaki to¢no rijeSen zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Jednadzba ima smisla za £ > 0, z # 1, 1 —x > 0. Dakle, z € (0,1).5 bodova
Stoga je log, 1999V1~% < 0, 5 bodova
pa imamo:

log%(‘iCOSZI + 4(:052::) =-1

42c0s" =1 | geos?z _ 3. 5 bodova
Nakon mnoZzenja s 4, uz supstituciju ¢t = 4°°52x, dobivamo t? + 4t — 12 = 0. Zbog
t > 0, jedino rjeSenje je t = 2. 5 bodova
Dalje imamo geos’x = 2, cosx = :t-‘g—i, r=5+ %’5, k € Z. Zbog uvjeta jedino
rjeSenje je x = . 5 bodova

2. Prvo rjedenje: Kvadriranjem dobivamo

22+ 24 172 = 4 cos? 40°, 10 bodova

odnosno

2 + 272 = 4052 40° — 2 = 2(2cos? 40° — 1) = 2 cos 80°. 10 bodova

Ponovimo li jo§ jednom isti postupak dobit éemo

2t + 274 = 4cos? 80° — 2 = 2 cos 160°. 5 bodova

Drugo rje3enje: MnoZenjem dane jednakosti sa z dobivamo kvadratnu jednadzbu
z? — 2z cos40° 4+ 1 = 0, ¢ija su rjeSenja

x1,2 = c0s40° & v/ cos?40° — 1 = cos 40° % 7sin40°. 5 bodova

Radunamo:

2% = cos? 40° — sin? 40° & 24 cos 40° sin 40° = cos 80° = 4 sin 80°.

5 bodova
Ponovnim kvadriranjem dobivamo z* = cos 160° % i sin 160°. 5 bodova
Sada je
_ 1 c0s 160° ¥ 7sin 160° .
4 ) o
Tt = . = 160 160°.
c05160° £ ¢5in 160° cos 160° Fisim10e o o0 TSI
5 bodova
Konactno,

z* + 27 = (cos 160° + i sin 160°) + (cos 160° F isin 160°) = 2 cos 160°.

5 bodova
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3. Sve ¢éemo potrebne veli¢ine izraziti pomocu kuteva i duljine stranice c.
(Moguée je i pomocu a ili b ili pomotu polumjera opisane kruznice R.) Koristit
¢emo oznake kao na slici.

A

B,

G

B A, c

Iz AAA) B imamo |AA;| = csin 8, |BA;| = ccos . 5 bodova
Iz ABHA,, zbog 4 BHA; = v, je |HA,| = |BA;|ctgy = ccos Bctgy. 5 bodova
Sada mozemo nastaviti na dva nacina:

Pruvi nacin. Sliéno, iz AAB B je |AB;| = ccos a, a iz AAHB), zbog 4 AHB, =
v, |AH| = |/?B1| _ cc.osa.

siny siny

Dakle,

|AH| ccosa 1 _ cosa
|[HA;| ~ siny ccospBetgy cosfBcosy’

15 bodova
Drugi nacin. |AH| = |AA,;| - |HAi| = c(sin 8 — cos Bctgy) pa je
|AH| _ sinf —cosfctgy _ sinfsiny — cos fcosy
|HA;| cos Sctgy - cos 5 cos 7y
_—cos(B+7y) cos(m=B-7)  cosa
" cosfBcosy  cosBcosy  cosfBcosy’
15 bodova

4. Ulozimo piramidu u prizmu kao na slici.

5 bodova
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Osnovica ove prizme je Cetverokut s okomitim dijagonalama duljina a i b, a duljina
1
visine je d, pa je njezin volumen V; = —abd. 5 bodova

TraZzeni volumen piramide dobivamo oduzimanjem volumena Eetiri trostrane pi-
ramide.
5 bodova
1,1ab

- . 1
Volumen svake od njih iznosi V, = 5(5—2—) -d= Eabd. 5 bodova

1
Trazeni volumen je V =V — 4V, = gabd. 5 bodova
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5. ozujka 1999. godine

IV. razred

1. Nadite duljinu zajednicke tetive kruznica
2?4y -2 —dy—4=0 i 224+y -3z +4y=0.

Koliko ima zajednickih tangenata? Nadite njihove jednadzbe, kao i udaljenosti
izmedu njihovih diralista s kruznicama.

2. (a) Rastavite na faktore izraz n* + 4.
(b) Dokazite

U+ NE*+ PG+ D a1t+ D) 1
1
q

@+ D@+ het+ L) (28 +1) 313

3. Neka je 0 < a < b < ¢ < d. Dokazite da je a®bc?d® > b®cPdcal.

4. Niz a1, a3,...,an,...definiran je ovako:
ay = 1,
n+1
an = n_l(a1+a2+---+an_1), n>1

Odredite a1999.



Rjesenja zadataka za IV. razred
Svaki to€no rijeSen zadatak vrijedi 25 bodova.

1. a) Nadimo najprije duljinu zajednicke tetive.
Oduzimanjem jednadzbi ovih kruznica dobivamo

z—8y—-4=0, tj. z=8y+4 (1)

Yy

D,

"N.::“
/
N

!
-]
=

2 ]

&

-6.25

2 boda
Uvrstavanjem u jednadzbu druge kruznice, nakon sredivanja, dobivamo

65y2 + 44y + 4 = 0.

Rjesenja ove kvadratne jednadzbe su

_ —22-4/14 224414
Y1 = 65 y Y2 = 65 )
pa iz jednadzbe (1) slijedi
84 — 3214 84 +32v14
T = ————, L= ———.
65 65

Dujinu tetive AB, izragunat éemo po formuli |AB| = \/(z; — 22)2 + (y1 — y2)2, pri
84 — 3214 —22 —4/14
65 ! 65 ’
84 +32v/14 —-22 + 414\ | 14
= , = Je d=28 .
65 65 65
Opdi oblik jednadzbe tangente je y = kx + [. Ovaj pravac je tangenta kruZnice

Cemu je A = (z1,¥1) =

10 bodova

B = (x2,12) =

(z-p)+y—q?=r? ' (2)

ako je

r2(1+k2)=(q~kp—l)2. (3)



Primijenimo ovo na dane kruznice, napisane u obliku

-1 +@w-22=9 i (x—-z-)2+(y+2)2=i—5.

Iz
2 2 . 29 2 3 2
I1+k)=2-k-1) 1—1—1—(1+k)=(—2——2—k—l), (4)
dijeljenjem i vadenjem drugog korijena, dobivamo
5(2—k—1)=%6(2+ gk +1). 5 bodova
. G . .. 14k -2
Dobivamo dvije vrijednosti za koeficijent {, I} = T ily=—4k—22.

Uvrstavanjem prve vrijednosti u jednu od jednadzbi (4) dobivamo kvadratnu jed-
nadzbu po k koja nema realno rjeSenje.

63
Uvrstavanjem druge vrijednosti u jednu od jednadzbi (4) dobivamo k = ~1g P2 je
25 63 25
| = ——. Jednadzba jedne zajednicke tangente je y = ——z — —. 5 bodova

Znamo da dvije kruZnice koje se sijeku imaju dvije zajednicke tangente. Druga
tangenta, dakle, nije oblika y = ax + b, ve¢ z =konst. O¢ito je (vidi sliku), to pravac
xz=4. 3 boda

2. (a)

nt+4 nt +4n? +4 — 4n? = (n? +2)? — (2n)?

= (M-2n+2)n2+2n+2)=((n-1)2+1)((n+1)2+1).

5 bodova
(b) U izrazu na lijevoj strani pomnozimo svaku zagradu s 24 (sama vrijednost
izraza se time ne mijenja):

(24 4 4)(6* + 4)(10% +4)--- (22 + 4)

(@ T )BT +4) (128 +4) - (245 + 4) 5 bodova




Sada na svaku zagradu primijenimo rezultat iz (a):

(12 + 1)(32 + 1)(52 + 1)(72 + 1)(92 + 1) (112 + 1) --- (212 +1)(23% + 1)
(32 4+1)(52 + 1)(72 +1)(92 + 1)(112 + 1)(13% + 1) --- (232 +1)(252 + 1)

10 bodova

! 5 bodova

252 +1 313

3. Uz dani uvjet nejednakost je redom ekvivalentna sa

Nakon skradivanja ostaje konaéno

log(ab°c?d®) — log(b°cPd®a?) > 0,

bloga+clogh+dlogc+alogd — alogh— blogc — clogd — dloga > 0, 5 bodova

b(loga — log ¢) + c(log b — log d) + d(log ¢ — log a) + a(log d — log b) > 0,

(d - b)(logc — loga) — (¢ — a)(log d — log ) > 0,

logc—loga S logd —logb

c—a - d—b
Lijeva i desna strana posljednje nejednakosti su koeficijenti smjerova pravaca kroz
tocke (a,loga) i (c,log c); odnosno (b,logbd) i (d,logd). 5 bodova
Zbog 0 < a < b < ¢ < d posljednja nejednakost je istinita jer prvi pravac ima vedi
koeficijent smjera (vidi sliku). 5 bodova
y

a
Ojiﬂb

10 bodova

y=Inx

[ Y
P
=




4. Najprije odredimo nekoliko prvih &lanova niza.

o = 1 = 2.3,
a = 3 = 3-1,
a3 = 8 = 4.2,

ag = 20 = 5-4,

as = 48 = 6-8,
Primijetimo da svi ovi ¢lanovi zadovoljavaju formulu: a, = (n+1) 272, (%)
Dokazimo da je to opéa formula ovog niza. 5 bodova

Koristimo metodu matematicke indukcije.

Baza: zan=1,0;=(1+1)-2"2 =1

Pretpostavimo da formula () vrijedi za sve k =1,...n. 5 bodova
Treba dokazati da je anyy = (n+2) - 2" L

2 2
Un41 = nt (a1 +az+...+aq) = —n—:—(l+3+4-21+5'22+°--+(n+1)-2""2)
5 bodova
Sada moZemo nastaviti na dva nacina.
Prvi nacin: Uotimo da je dovoljno pokazati da vrijedi
1+3+4-2245.224 ...+ (n+1).- 2" 2=n.2""L (%)

Ovo éemo pokazati metodom matematicke indukcije:
Baza: 1=1-2"1.
Pretpostavimo da vrijedi (**). Tada je

1434, . 4 (n+1)- 27 24 (n+2)-2"" ! = 02" L (n+2)-27 7! = (2n4+2)-27 7 = (n+1)27,

Time smo dokazali (*x) pa i (*).
Dakle, ajgg9 = 2000 - 21997, 10 bodova

Drugi nagin: Izratunajmo izraz u zagradi

§=2.27143.2044.2 4. . 4+n- 2" 3+ (n+1)2"?
Tada je

26=2.2043.2144-22 4. .. 4+n-2"" 24 (n+1)-2""L.
Oduzimanjem dobivamo
S = 25-8§ = —-1-(+214+22 4. +2" )+ (n+1),;2"!

—-1- 2"2__11“1 +(n+1)- on-l=p.2n L

Konatno apy1 = 1;‘:—2 .S = (n+2)-2"71, sto je i trebalo dokazati.
Dakle, ajg99 = 2000 - 21997, 10 bodova



