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7. razred

1. Jednog je dana 40% ucenika prijepodnevne smjene neke skole za uZinu popilo
kakao, 36% ucenika sok, a ostali-su se odlucili za ¢aj. U poslijepodnevnoj smjeni
te skole éaj je za uZinu popilo 37.5% ucenika viSe nego u prijepodnevnoj smjeni,
sok 75% uéenika vise, a kakao je izabralo 75% ucenika manje nego prijepodne.
Je i broj uéenika u poslijepodnevnoj smjeni veéi ili manji u odnosu na prijepod-
nevnu smjenu? Za koliko postotaka?

2. Odredi sve vrijednosti parametra m tako da pravac 3z + my = 12 odreduje s
koordinatnim osima trokut povrsine 6.

3. Koliko ima prirodnih brojeva n manjih od 2000 takvih da su zbroj znamenaka
od n i zbroj znamenaka od n + 1 neparni brojevi?

4. Zadan je pravokutan trokut ABC s pravim kutom u vrhu C. Neka je tocka D
noziste visine iz vrha C na hipotenuzu AB, to¢ka R srediste kruznice upisane
trokutu ADC i tocka S srediste kruznice upisane trokutu BDC. Ako pravac CR
sijece hipotenuzu AB u tocki M, a pravac C'S u tocki N, onda je |AC| = |AN| i
|BC| = |BM|. Dokazi!

5. Zadan je jednakokragan trapez ABCD kojemu su AB i CD osuovice, pri ¢emu
je |AB| = |BC| = 2|CD|. Ako je totka N noziste okomice iz vrha A na krak
BC, onda je |[BN|:|NC|=1:3. Dokazi!
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Dokazi da je zbroj 2 4+ 22 + 2% 4 2% + 25 4 ... 4 21999 4 92000 gielsiy 5 30,

. Na kruznici su u smjeru kretanja kazaljke na satu redom napisani svi prirodni

brojevi od 1 do 2000. Precrtamo najprije broj 1, zatim 16, pa 31, i tako redom
svaki petnaesti broj u istom smjeru.

Koji ée broj prvi biti precrtan dva puta? Koliko Je brojeva u tom trenutku jos
uvijek ostalo neprecrtano?

Na praveu p istaknute su tocke C' i D, tako da je |CD| = 114. S iste strane
pravca p odabrane su totke A i B sa svojstvom da je AC' 1 piBD L p, pri éemu
je |AC| = 13 i |BD| = 65. Na duzini CD odabrana je tocka P, tako da je zbroj
|AP| + |PB| najmanji mogué. Kolike su duljine duzina CP i PD ?

U ravnini su istaknute tocke A, B, C, D, M i N kao na slici, pri éemu je
AC || MN || BD. Dokazi da je

Lo 11
IMN| ~ |AC| ' |BD] °




RJESENJA ZADATAKA ZA 7. RAZRED

1. Oznacimo s = ukupni broj ucenika prijepodnevne smjene. Za uzinu je tada 0.4z ucenika popilo
kakao, 0.36z ucenika popilo je sok, a ostali, tj. njih z — 0.4z — 0.36z = 0.24zx ¢aj. U poslijepod-
nevnoj smjent ¢aj je popilo 0.24z +0.375.0.24z = 0.33z ucenika, sok 0.36z+0.75.0.36z = 0.63z
ucenika, a kakao njih 0.4z — 0.75 - 0.4z = 0.1z. Ukupni broj ucenika poslijepodnevne smjene
stoga je 0.33z + 0.63z + 0.1z = 1.06z = = + 0.06x. Zbog 0.06 = 6% zakljucujemo da u poslije-
podnevnoj smjeni ove Skole ima 6% viSe uéenika nego u prijepodnevnoj.
...................................................................... UKUPNO 10 BODOVA

2. Pravac zadan jednadzbom 3z + my = 12 sijee z-os u tocki &ija je ordinata y = 0. Tada je
3z = 12, tj. z = 4, te je presjek pravca i z-osi toéka A(4,0), koja ne ovisi o izboru parametra m.
Ako je m = 0, onda je jednadzba danog pravca 3z = 12, tj. x = 4, pa je on usporedan s y-osi.
U tom sluc¢aju on ne sijeée y-os te s koordinatnim osima ne odreduje trokut.

Prema tome, nuzno je m # 0. SjeciSte pravca 3z+my = 12 i y-osi tada je tocka s apscisom z = 0.
Za njenu ordinatu y vrijedi my = 12, tj. y = 1;?, pa je to tocka B (0, %ng) Trokut kojeg zadani
pravac zatvara s koordinatnim osima tada je AOAB, gdje je O(0,0) ishodiste koordinatnog
sustava. Taj trokut je pravokutan, s pravim kutom u vrhu O (koordinatne osi sijeku se u tocki
O pod pravim kutom), pa je njegova povriina jednaka Ppap = f_(w. Odmah je |OA] = 4,
dok |OBj ovisi o tome nalazi li se toéka B na pozitivnom ili negativniom dijelu osi Oy, 5to opet
ovisi o predznaku parametra m, koji moze biti ili pozitivan ili negativan. Zato imamo dvije
moguénosti:
(a) m > 0, 5to povladi da je %12 > 0 te se tocka B nalazi na pozitivhom dijelu osi Oy. Tada je
|OB| = % i Poap = -4—,24“- pa iz uvjeta Poap = 6 slijedi 6 = %, tj. m =4.
(b) m <0, sto povlagi da je %n?- < 0 te se tocka B nalazi na negativnom dijelu osi Oy. Tada je
Az
-m>0,|0B|= 2% | Posp = 4—;& pa iz Posp = 6 ovaj put slijedi 6 = 2% tj. m = —4.

Prema tome, traZene vrijednosti parametra msu m =4 im = —4.
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3. Neka je n = abcd broj s trazenim svojstvima. Oznagimo zbroj njegovih znamenaka sa z, a zbroj
znamenaka broja n+ 1 sa y. Naravno, z = a +b+c+d. Odmah je jasno da mora biti d = 9, jer
je u protivnom n+1 =abc(d + 1) i odavde y =a +b+c+ (d + 1) = z + 1, te je y paran broj.
Dakle, trazimo brojeve oblika n = abc9, takve dasu z = a+b+c+9iy neparni brojevi, tj. takve
da je 2 = a + b + ¢ paran, a y neparan broj. Razlikujemo dva sluéaja:

(a) Akojec# 9,tj.c€ {0,1,...,8}, onda jen+1 = ab(c + 1)0, pajey = a+b+(c+1)+0 = z+1
i on je neparan kadgod je z paran broj. Preme tome, u ovom slu¢aju trazimo brojeve oblika
n = abc, takve da je a € {0,1}, b€ {0,1,...,9}, c€ {0,1,...,8} i z je paran broj.
Ako je a = 0, onda je z paran ako su znamenke b i c iste parnosti, tj. ili obje parne ili obje
neparne. Ukoliko su znamenke b i ¢ parne, takvih je brojeva 5-5 = 25 (b,c € {0,2,4,6, 8}).
Ukoliko su znamenke b i ¢ neparne, takvih brojeva ima 5-4 = 20 (b € {1,3,5,7,9},
c € {1,3,5,7}). Ukupno, takvih je brojeva 25 + 20 = 45.
Ako je a = 1, onda je z paran ako su znamenke b i c razlicite parnosti, tj. jedna je
parna, a druga neparna. Ukoliko je b parno, a ¢ neparno, takvih brojeva ima 5-4 = 20
(b € {0,2,4,6,8}, ¢c € {1,3,5,7}). Ukoliko je b neparno, a ¢ parno, takvih je brojeva




5-5=25(be{1,3,57,9}, c € {0,2,4,6,8}). Ukupno, takvih je brojeva 20 + 25 = 45.
Zajedno, trazenih brojeva sa znamenkom c # 9 ima 45 + 45 = 90.

(b) Ako je c = 9, tada je nuzno i b = 9, jer u protivnom imamo n = ab99, z = a + b+ 9, te
n+1=a(b+1)00iy=a+b+1=2z—8, sto je paran broj &m je z paran. Konaéno, od
brojeva oblika n = a999 manjih od 2000 jedino broj 999 zadovoljava uvjete zadatka.

Dakle, trazenih brojeva n ima 91.
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. Neka je LBAC = a i LABC = 8. Odmah je LABC = LACD = i (BAC = (BCD = a, jer
su to dva para $iljastih kutova s okomitim kracima. Takoder, oéito je i ZBCN = /NCD = 3
i LACM = (MCD = g, jer je pravac CN simetrala kuta ZBCD, a pravac CM sime-
trala kuta ZACD. Kut ZANC je vanjski kut trokuta BCN pa je ZANC = 8 + %, a zbog
LACN = +$% nuznoslijedi da je LZANC = LACN, $to znaéi da je trokut ACN jednakokragan,
tj. |[AC| = |AN]|.

Na sli¢an naéin dokazujemo i drugu jednakost. Naime, kut ZBMC je vanjski kut trokuta AMC
pa je LBMC =a + f;, a zbog ZBCM = « +§ slijedi da je ZBMC = /BCM, sto znaéi da je
trokut BCM jednakokragan, tj. | BC| = |BM|.
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. Oznagimo s E poloviste osnovice AB trapeza ABCD. Prema uvjetima zadatka tada je |[AE| =
|EB| = |CD| = $|AB|. Totkom C povucimo paralelu s duzinom AD. Buduéi da je |AE| = |CD|,
ona osnovicu AB sijeée totno u polovistu E. Zbog AE || DC é&etverokut AECD je paralelo-
gram, a to znati da je |AD| = |[EC| = |BC|. Iz toga zakljucujemo da je trokut EBC jed-
nakokracan. Neka je tocka F noziste visine iz vrha C na osnovicu EB trokuta EBC. Tada je
|FB| = |EF| = L|EB| = § - }|AB]| = 1|4B|.

Lako se pokaze da je AANB =~ ACFB. Naime, |AB| = |BC|, LABN = (CBF Jje zajednicki
kuti LANB = LCFB = 90°. Iz dokazane sukladnosti dalje slijedi da je [BN| = |FB| = 1|AB|,
a zbog |AB| = |BC| vrijedi jednakost |BN| = 1|BC], sto znai da je INC| = 3|BC|.

Dalje je lako. Iz |BC| = 4|BN| slijedi da je INC| = 2 . 4|BN| ili [NC| = 3|BN|, tj. |BN]| :
INC|=1:3.
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RJESENJA ZADATAKA ZA 8. RAZRED

1. Prema uvjetu zadatka vrijedi jednakost &l + &= = 245 . 2. Nakon zbrajanja, odnosno

mnozenja razlomaka dobivamo nove jednakosti

(a+1)(a—7)+5(a+4)  5la+1)
(a+4)a—-T) T (at+4)a-T7)"

a? —a+13 _ 5a +5
(a+4)a-7) (a+4)(a—-T7)"

Zbog jednakosti razlomaka s jednakim nazivnicima nuzno slijedi da su im i brojnici jednaki.
Zato je a? — a + 13 = 5a + 5, odnosno a? — 6a + 8 = 0 ili dalje redom a? — 2a — 4a + 8 = 0,
a(a —2) —4(a—2) =01 (a — 2)(a — 4) = 0. Rjesenja ove jednadzbe sua —2 =0, tj. a =21
a—4 =0, tj. a = 4. Prema tome, trazene vrijednosti sua =2ia =4.

...................................................................... UKUPNO 10 BODOVA

il

. Zadani zbroj oéito ima 2000 pribrojnika. Njega mozemo napisati kao zbroj do 500 pribrojnika
na sljedeéi naéin:

2422420420 425 4. 421999 1 22000 9 (1 4 24224 2%) 425 (142422 4+2°)+
o+ 28 (142422 4 2°) + 21997 (14 2+ 27 + 2%)
=2-15+2°.1542%. 154 -+ 2199 .15 + 21997 . 15
=30+2%-30+28.30+ .- +21992.30 +2!%9¢.30 .

Buduéi da je svaki od 500 pribrojnika djeljiv s 30, slijedi da je i zadani zbroj djeljiv s 30.
...................................................................... UKUPNO 10 BODOVA

. Buduéi da je 2000 = 15 - 133 + 5, zadnji precrtani broj u prvom krugu bit ¢e 133 - 15 + 1,
tj. 1996. Zbog 1996+ 15 = 2011 zakljucujemo da ¢e u drugom krugu biti precrtani redom brojevi
11,26, 41, ...,1991, jer je 13215+ 11 = 1991. Dalje zbog 1991 + 15 = 2006 zakljucujemo da ée
u treéem krugu redom biti precrtani brojevi 6,21,36,...,1986, jer je 13215+ 6 = 1986. Zbog
1986 4+ 15 = 2001 zakljuéujemo da ée prvi precrtani broj u ¢etvrtom krugu biti broj 1, to znaci
da ée on prvi biti precrtan po drugi put.

Svi precrtani brojevi u prvom krugu imaju oblik 15k + 1 = 5 - 3k + 1, svi precrtani brojevi u
drugom krugu su oblika 15k + 11 = 5 - (3k + 2) + 1, a svi precrtani brojevi u treéem krugu su
oblika 15k + 6 = 5 (3k + 1) + 1. Zbog razlicitih ostataka pri dijeljenju s 15 u svakom od prva
tri kruga, nije moguée da prije broja 1 bude precrtan neki drugi broj.

Dakle, svi precrtani brojevi su oblika 5z + 1, gdje je z € {0,1, ...,399}, tj. pri dijeljenju s 5 daju
ostatak 1. Treba odrediti ukupan broj takyih brojeva manjih od 2000. Najmanji od njih je 1, a
najveéi je oéito 1996. Njih je ukupno 400. Prema tome, nakon 5to je broj 1 precrtan po drugi
puta, neprecrtanih je ostalo jos 2000-400, tj. 1600 brojeva.
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. Neka je totka M simetriéna tocki B s obzirom na pravac p, a neka je tocka P presjek pravaca AM
i p. Tada je APDB = APDM, jer je |BD| = |DM]| zbog simetrije, ZPDB = LPDM = 90°,
a PD je zajedni¢ka stranica. Iz dokazane sukladnosti trokuta slijedi da je ZDPB = LDPM i
|[PB| = |PM|, a to zna&i da je |AP| + |PB| = |AP|+ |PM|.

Buduéi da tocke A, P i M leze na istom pravcu, zakljuujemo da je zbroj |AP| + |PM| =
|AP| + |PB| najmanji mogué, sto znaci da je P trazena tocka. Zbog LCPA = LDPM, jer su to
vrsni kutovi, i ZDPB = (DPM, nuzno slijedi da je ZCPA = LDPB. Sad je jasno da trokuti
AACP i ABDP imaju jednake kutove pa zakljuéujemo da je AACP ~ ABDP.

Iz dokazane sli¢osti trokuta slijedi da su duljine stranica tih trokuta proporcionalne. Neka je
|CP| = z. Tada je |PD| = 114 — z. Zato vrijedi razmjer |AC| : |CP| = |BD| : |PD|, ili dalje
redom: 13:z =65: (114 — z), 65z = 13(114 — z), 65z = 13- 114 — 13z, 78z = 13- 114, z = 19.
Prema tome je |CP| =19, a |PD| = 114 — 19, tj. |PD| = 95.
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5. Zbog MN || AC slijedi da trokuti M BN i ABC imaju jednake kutove, Sto zanci da je AMBN ~
AABC. Iz dokazane slicnosti trokuta slijedi da vrijedi razmjer T'%Jf = J'-ﬁ-g—.l( ili _II{;!_E]I_ = lT"]f’LCV]l

Isto tako, zbog MN || BD trokuti AMN i ABD imaju jednake kutove pa je AAMN ~ AABD.
Iz dokazane sli¢nosti trokuta slijedi razmjer % = 1'15%' ili -IT‘%%]'- = -Ii%-g-,[l—. Zbrojimo li jednakosti

iz prve i druge sli¢nosti, dobivamo redom jednakosti:

IMN| |MN| |MB|  |AM| |MB|+|AM| |AB| _

l4Cl T BDI  1AB| ' 1ABl _ 1ABl _ _|AB] "

Konaéno, dijeljenjem s |[M N| dobivamo trazenu jednakost, tj. T_A#T = 1711?[ + T%DT'
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