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MATEMATIKA

Zadaci za Drzavno natjecanje uéenika
srednjih skola Republike Hrvatske

Mali Losinj, 10. ~ 13. svibnja 2000. godine
I razred

1. Rijesite jednadzbu

u skupu prirodnih brojeva.

2. KruZnica upisana u trokut ABC dodiruje njegove stranice BC, CA i AB u
tockama A;, By, C). Izrazite kutove trokuta 4,B,C; pomocu kutova trokuta
ABC.

3. Neka je m > 2 prirodan broj. Koliko rjesenja u skupu prirodnih brojeva ima

jednadzba
- =) -
m m—1

(l@] je oznaka za najveci cijeli broj koji nije veci od z.)

4. Na raspolaganju su kovanice od 1, 2, 5, 10, 20, 50 lipa i od 1 kune. Dokazite
da ako se iznos od M lipa moze isplatiti pomoéu N kovanica, onda se iznos od
N kuna moze isplatiti pomoéu M kovanica.



Rjesenja za 1. razred
Svaki zadatak vrijedi 25 bodoys,

/

1. Akoj0$23iy230ndaje
1 2 3 1
St - —-—-< o4
Ty oz 3

[SCARNY
N

To znaci da mora biti 2 < 2 i} y < 2.
1° Neka je 2 <2
(1) Zaa =1 dobivamo 3y = 22, j. Yy =2k, z =34, gliejekeN. U ovom slucajy
Su rjesenja (1, 2k,3k), L eN.
(2) Za 2 =2 dobivamo

Y

Ovdje su rjeSenja: (2,1, 2), (2,2, 6), (2,3, 18).
2° Neka je y < 2.
1 3
(1) Zay =1 dobivamo =~ 49 _ 2 _ 1, odnosno,
x z

[N

» by < 4.

_ 2 lakle j !
55, Odakle je >§

AN )

3

33—z

Odavde je z = 2, v =2 pa Je rjesenje (2,1,2).
1 N

(2) Za y = 2je =2 =0,t. 2 = 3z, pa slijedi, z = ky 2 =3k k¢ N. Dakle,
z oz

rjeenja su (k,2,3k), keN (to obuhva¢a j ranije nadeno rjesenje (2, 2, 6)).

2. Trokuti AC) By, BA,Cy, CB) A, su jednakokraéni, pa je

IBAIC = 4 BC 4 = g0 Ly

JCBA; = JCAB) = 90° — 37
odakle je

ap = 180°— ﬁBAIC&“ qCAlBl = —(,B‘f—’)’) =90° -~ Zq.




3. Jednakost |z] =aznatia <ax <a+1.

J [ J =0sux=12..,m-2.
m-—1

Zal < k £ m — 2 rjeSenja jednadzbe [}-J = [ i J =k su km, km +

Rjegenja Jedna(ube

r_

m m—1
I, oy (b+1)(m-1)—1paihima(k+1)(m—-1)—-1—-km+l1=m—4k-1

Za k > m — 1 jednadiba [—EJ = { J =k nema rjedenja, jer ako je
m m—1

x > m(m — 1), onda je
x x x >1
m-1 m mm-1)~

pa je [LJ # [ L J = k.
m m— 1

Dakle, ukupan broj rjesenja u skupu prirodnih brojeva je

m-—2
(m—2)+ Z(m—k—l) = m—-2)+(m-2)+(m—=3)+...+1
= _ m(m-—1) .
= —— 1L

4. Neka se iznos od M lipa moze isplatiti pomoéu N kovanica i to:

ay od 1 lipe
as od 2 lipe
as od 5 lipa
a1 od 10 lipa
ao od 20 lipa
asg od 50 lipa
@100 od 1 kune
Tada je
l-ay+2-a2+5-a5+10-a10+20-a99+50-as50+100-a100 = M
a1+ ag +as +ayp +ap taso +aype = N,

all tada je 1

1 1 1 1
1-(ay)+ 5(2 ag) + 5(5 as) + ﬁ(m ~aig) + 56(20 - a20)

1
50(50 (150) + m(loo (LIOO) =N.

To znaci da se pomoéu M kovanica, 1 to

ay od 1 kune

2ay od 50 lipa
Sas od 20 lipa
10a o od 10 lipa
20a99 od 5 lipa
50asq od 2 lipe
100a9q od 1 lipe

moze isplatiti iznos od N kuna.
p
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II. razred

1. Neka je a pozitivan realan broj, a z), x2, @3 realni brojevi takvi da je
1 + x9 + 23 = 0. Dokazite nejednakost

logo(1 4+ a™) + logy (1 + a®2) + logy (1 + a™) > 3.

2. Nad stranicama AC i BC siljastokutnog trokuta ABC s vanjske strane kon-
struirani su kvadrati ACXE i CBDY. Dokazite da se pravci AD i BE sijeku
na visini iz vrha C trokuta ABC.

3. Neka su j i k prirodni brojevi. Dokazite da nejednakost

LG+ K)a] + [(G+£)B] 2 lie] + B + [k(a+ 5)]

vrijedi za sve realne brojeve a1 # ako i samo ako je j = k.
(lz] je oznaka za najveéi cijeli broj koji nije veéi od x.)
4. U unutradnjosti kvadrata ABCD stranice duljine 20, dane su tocke T3,

i = 1,2,..,2000, tako da nikoje tri to¢ke u skupu S = {A,B,C,D} U
{T; : ¢ = 1,2,..,2000} nisu kolinearne. Dokazite da postoji barem jedan

. . ) 1
trokut, s vrhovima u skupu S, povriine manje od T



Rjesenja za II. razred
Svaki zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Jednakost koju treba dokazati zapidimo u ekvivalentnom obliku
logy [(1+a™) (1 +a")(1+a™)] > log, 8,
ili
(I14+a)(1+a™)(1+a™)>8.

Ovu nejednakost mozemo dokazati na dva nacina.
Prvi nacin. Primjenom nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine
lijeva strana je veda ili jednaka od

2vVa®t - 2/ a%2 - 2/ a*3 = 8V qrr1tTetEs — 8.

Drugi na¢in. Mnozenjem i grupiranjem, uvazavajuéi xy +z9+ 23 = 0, dobivamo:
(I+a™")14+a")(1+a™) = 1+a* +a% +a™
foPitar 4 grabEa  gT3tm y gTitaatas
= 2+ (™ +a ") 4+ (a®2 + a7*2) + (a®3 + a™*3)
> 2+4+242+2=8.
2. Neka je H = ADNBE, aT totka takva daje AT L EBiCT 1L AB. Tadasu

trokuti EAB i ACT sukladni (|EA| = |AC|, $ BEA =4TAC i 4 EAB =4 ACT).
Slijedi |CT| = |AB|.

A B

Neka je T' tocka takva da je BT' L AD i CT' L AB. Na slican naéin za-
kljutujemo da je AABD = AT'CD, |CT'| = |AB|. Stoga je |CT| = |CT'|, odnosno
T=T.

U trokutu ABT pravci BE, AD i TC su visine. Stoga je H njegov ortocentar i
on lezi na pravcu CT, tj. na visini na stranicu AB trokuta ABC.



3. 1° Neka je j = k. Stavimo: @ = jo, y = 38. Treba dokazati

[20) + |29) > |a] + ) + L +u)-

Neka je o = |z} +2', y = ly] + . Tada jcova nejednakost ckvivalentna sa

122/) + (2¢') 2 [2') + Ly'] + "+ o)

Akojea’ < 3iy < 1, imamo 0 > 0;
ako je ' <+ iy 2 5 ili 2’ > iy < 1, imamo 1 > |2’ + y'|, §to otito vrijedi;
ako je 2’ > % iy > %, imamo 2 > 1.
Dakle, za j = k nejednakost vrijedi.
2° Neka je j # k. Dovoljno je pronadi realne brojeve a i B8 za koje ncjednakost

ne vrijedi. Ako je j < k, onda za o = B = jlz vrijedi

LG+ k)] + (G + K)B] —04+0=0< [jo) + JB] + lka + k3] =0+0+1=1

Ako je 7 > k, onda za o = %, b= —% vrijedi

[(j+k)aJ+L(j+k)ﬁj:1—2:—1<LjaJ+|j[3J+[ka+kﬁJ:1—1+0:0.

4. Konstruirajmo skup trokuta. Najprije spojimo tocku T3 s vrhovima kvadrata
¢ime dobivamo &etiri trokuta. Spajanjem tocke T3 s vrhovima trokuta u kojem lezi,
taj trokut dijelimo na tri, pa se ukupan broj trokuta poveéa za dva. Ovaj postupak
nastavimo. U svakom koraku se ukupan broj trokuta poveéava za 2, buduéi da
nikoje tri totke nisu kolinearne. Nakon dodavanja tocke Tapoo ukupan broj trokuta
bit ¢e 4 + 1999 - 2 = 4002. Ako bi povrsina svakog od njih bila veda ili jednaka od

1
10’ povréina kvadrata bi bila barem 4002 - 10 > 400, §to nije moguce. Zato mora

postojati barem jedan tr okut ¢ija povrsina je manja od 0

D C

L}
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ITI. razred

1. Dane su tocke B i C, dok je A varijabilna, takva da je < BAC fiksan. Polovista
stranica AB i AC su to¢ke D i E redom. Toc¢ke F'i G su takve da je DF L AB
i EG L AC, a BF i CG su okomite na BC. Dokazite da umnozak |BF|-|CG]|
ne ovisi o polozaju tocke A.

2. Pet razlicitih ¢etveroznamenkastih brojeva koji pocinju s istom znamenkom
imaju svojstvo da ¢etiri od njih dijele zbroj svih pet brojeva. Nadite sve takve

petorke.

3. Kvadar je presjecen ravninom tako da je presjek pravilni Sesterokut. Dokazite
da je to moguce samo ako je kvadar kocka.

4. Dokazite da za svaki prirodan broj n > 2 vrijedi ova jednakost

llogon| + loggn] + ... 4+ [log, n] = [V/n| + [¥n] + ... + | ¥n).

(lz] je oznaka za najveci cijeli broj koji nije veé¢i od z.)



o

Rjesenja za III. razred
Svaki zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Oznaéimo kutove trokuta ABC s «, B, . Tada je

|AB] [AC]

B 2sin 3’ ¢l 2siny
IBF| - |cq) = L. 4Bl 1A¢] 1 (’BC')Q
simny sinf3 4 \sina/ -

NF
E\
iﬂ/
B
Dobiveni rezultat ne ovisi o polozaju tocke A.

2. Neka su ti brojevi T1, X2, X3, T4, Ts, prva znamenka a, te suma S. Iz
1000a < 2; < 1000(a + 1), slijedi z; 4 4000q <S8 <3 +4000(a + 1), te

4000 S 400 1
a§_<1+_0“0(a_+_)

Ty

1+

T, I;
Koristedi gornje ocjene za z; dobivamo

S 4
<— <54+ —.
a-+1 x; a

. , 1 S . . .
Ako je @ > 2, onda odavde dobivamo T < — <7, pa ovaj slucaj otpada jer
i

1+

trebamo Cetiri razlicite cjelobrojne vrijednosti za —.
T
.. S . . .. .S -
Dakle, a =113 < = <9, Stoga cjelobrojne vrijednosti — mogu biti 4, 5, 6,
Ty xT;
718, no41i8 sene mogu istovremeno pojaviti (jer je omjer a;-ova manji od 2).

Preostaju dvije moguénosti: éetiri cjelobrojne vrijednosti izraza — su 9, 6, 7, 8 ili

T
4, 5,6, 7.
U prvom slucaju je S = 840k, dok su x;-ovi jednaki 168k, 140k, 120k, 105k,

-

7k
307k, pa ovaj slu¢aj otpada zbog —- > 2.

DN
U drugom slucaju je S = 4204, dok su ri-ovi jednaki 105k, 84k, 70k, 60k, 101k.

Sada iz 105k < 2000 i 60k 2 1000 shjedi 17 < k < 19. Dakle imamo tri petorke:

1020, 1190, 1428, 1717, 1785;
1080, 1260, 1512, 1818, 1890;

1140, 1330, 1596, 1919, 1995.



3. Prvo rjesenje. Neka ravnina sijece pravce AB, BC'i BB’ redom u to¢kama
X, Y iZ. Trokut XY Z je jednakostranican (jer je Sesterokut pravilan).

D z o

Pravokutni trokuti X BZ i Y BZ su sukladni (pravokutni su, imaju zajednicku katetu
i hipotenuze su im jednake duljine). Stoga je |[BX] = |BY| i analogno |BX| = |BZ|.

1
Piramide XBY Z i OB'NZ su slitne i [ON| = §|XY|. Odavde slijedi

1 2
B'2| = 51BZ|, |BB'| = 5|BZI.

2 2
Slicno se dobije i |[AB| = ngB] i|CB|= giYB]. Konaéno slijedi |AB| = |BC|
|BB|, tj. ABCDA'B'C'D' je kocka.

Drugo rjesenje. Neka ravnina Sesterokuta (uz oznake kao na slici) sijee pravac
BB’ u tocki X.

D’ N [odd
—
~
P R
| ~,
. -~
A 'I I , ~o M
! | B
] |
; |
ol DI
Srmm T T T~ //cC
// 2 L
“
d _.—/f//'/‘//////////
A K
X

Kako je Sesterokut pravilan, trokut KLX je Jednal\osmamcan Stoga su pravokutni
trokuti W BX i LBX sukladni (zajednictka kateta BX, sukladne hipotenuze) pa
je |[KB| = |LB|. Dakle trokut KBL je jednakokragan i pravokutan. Analogno,
trokuti LCM, MC'N, ND'P, PA'Q i QAK su jednakokracni pravokutni, a svi oni
imaju jednake hipotenuze, pa su sukladni. Dakle, I, L, M, N, P i Q su polovista
sukladnih bridova pa je promatrani kvadar kocka.



4. Primijetimo da je

I.logm nJ =k A k < logm n<k+1

1
= P < log, m <

1 1
& nkHl <m < nk.

Za m € {2,3,..,n} izraz [log,, n] poprima vrijednosti od 1 do [log,n]. Prema
tome,

n llogy ]

ST logn) = S k(lnk] — [nF)),
k=1

m=2

no kako je za k > logy n, Ln%J = Ln@lr“lj =1, slijedi

S llogn) = S k(lnk] — [nFF))
m=2 k=1
= Z[n%J + [nt] - n[nn_}r—lj
k=2

= LAl
k=2
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IV. razred

1. Dana je tocka Ty na paraboli P s jednadzbom y? = 2px i tocka Ty takva da je
poloviste duzine TyTy na osi parabole P. Za varijabilnu tocku T' na P, razlic¢itu
od Tp i njoj simetricne totke s obzirom na os parabole, okomica iz tocke Ty na
pravac ToT sijece paralelu s osi parabole kroz tocku T u tocki 7. Sto opisuje
tocka T"?7

2. Krakovi jednakokra¢nog trokuta ABC diraju kruznicu ¢ije se srediste nalazi
na osnovici BC tog trokuta. Totke P i Q nalaze se na stranicama AB i AC
redom. Dokazite da je

PBI-jcal = (j1Bel)

ako i samo ako je PQ tangenta promatrane kruznice.

3. Na kruznici je zapisano n > 3 prirodnih brojeva tako da svaki od njih dijeli
zbroj dva njemu susjedna broja. Oznaéimo

a, +a ay t+a an_9 + a, an_1 +a
Sn:n 2+1 3++ 2 1+n1 l'

a) az an—1 Qn
Odredite najveéu i najmanju vrijednost od S,.

4. Nekaje S={ke€N : a €N, a’lk = a =1} in € N. Dokazite da je

21l =n

keS

(lz] je oznaka za najveci cijeli broj koji nije veéi od x.)



RjeSenja za IV. razred
Svaki zadatak vrijedi po 25 bodova.

1. Neka totke Ty, T3, T, T" Imaju redom apscise zg, xg, T, ' 1 ordinate Yo, —¥o,
¥, Y.

Iy
Pravci ToT 1 T3T” imaju koeficijente smjerova

Y-y _ 2p(y —wo)  2p

T — g v -u v+

Y+ Yo
z -y’

pa su ti pravci okomiti pod uvjetom z — zy = —2p, tj.

z' = 2} — 2p = konst.

Zato tocka T” lezi na praveu s Jednadzbom z = af — 2p koji je okomit na os parabole
i udaljen za 2p od tocke T}.

Pojedinu tocku T"(z',y') tog pravea dobivamo opisanim postupkom od (jedinstvene)
tocke parabole s ordinatom 3. Jedino tocke s ordinatama yg i —yp nije moguée dobiti
na opisani nadin.

2. Neka je O poloviste stranice BC, odnosno srediste kruznice.
Pretpostavimo najprije da je [PBl-|CQ| = |BO|? = |CO%. Tada je

IPBI_ 10C|
1BO|  |cQl’

pa su trokuti PBO i OCQ sli¢ni jer je § PBO =4 0OCQ. Odavde slijedi

POl _ 1PB] _ |PB|
001 loc] — [Bop

odakle su trokuti POQ i PBO sli¢ni jer je 4 POQ = 180°— 4 POB—- 4 QOC
=4 PBO. Neka su X i T nozista okomica iz tocke O na duzine AB i PQ. Kako
pravokutni trokuti XOP i TOP imaju zajednicku hipotenuzu OP i jednake kutove,
oni su sukladni. Odavde je |OX| = |OT|, 5to znaci da je OT polumjer dane kruznice.
Zato je PQ njezina tangenta.



Dokazimo obratnu tvrdnju. Kako je PQ tangenta na kruznicu, § OPB = JO0PQ i
JOQP = 4 CQO. Nadalje,

IBOP = 180°~ JOPB- 4 PBO.
JQOC = 180°- §CQO- J0CQ,
IPOQ = 180°— $ BOP— 4 QOC
= ~180°+2 Y PBO+ $OPB+ 4 CQO
= ~180°+2 4 PBO+ 4 QPO+ 0QP

= 294 PBO- 4 POQ,

odakle je ¢ POQ = 4 PBO. Odavde slijedi APBO ~ APOQ ~ NOCQ. 1z
sli¢nosti trokuta PBO i OCQ dobivamo

IPB] _ 0C]
1BOJ — [cqQ

a to je jednakost koju je trebalo dokazati.



3. Ocito je
ag a a as ay a
Sy = (~+—‘—> + <—3+—> +...+<——+—'i> > 2n,
ai az az as an ay
pri cemu jednakost S, vrijedi ako i samo ako je a; = as = ... = a,.

Uzmimo sada da je ax =k za k = 1,2,...,n. Tada je

n+2 143 kE+ (k+2) n-24+n n-14+1
S R R LI L AR +
1 2 k+1 n-—1 n

S n -

= n+24+2(n-2)+1=3n-1.

Pokazimo sada indukcijom da je ovo najveca moguca vrijednost, tj. S, < 3n—1.

Baza indukcije: n = 3. Mozemo pretpostaviti da je a; < a2 < az. Ako je

. . a) +a .
a; = az = as, onda je S5 = 6. Inace je ara < 2, paje ag = a1 + as. Sada
as

ar + as 2a1 + as 2a; . .. . L .
e = = —— 41, pa imamo dvije moguénosti: ili je a) = aq, pa je

a3 a2 a2
S3=3+3+1="7ilije2a; =ay,pajeS3=5+2+1=8.

Korak indukcije: Pretpostavimo da vrijedi S, < 3n — 1. Neka su ay, ..., an,Gny1
brojevi s danim svojstvom, te neka je a,4; najveéi medu njima. Imamo dvije
moguénosti:

1) Ako je an = any = a1, tada je

a a a an a a
Sn+1=Sn+<"“+ ">+( L “)—(—1+—’i):5n+2g3n+1.
Qn An41 An41 ax an ax

2) Ako je any1 = an + ay tada je

a; +a a, a a; + a, a Qan
Spy1 = Sn+(1 2y )+( o 1>—<—i+—>
an a] + an a) +an ay an al
a a a a a a
= Syl 4t Loy O
an ay + an ay + Gn ay n ay

= Sp+3<3n+2=3n+1)-1.

4. Najprije ¢ecmo dokazat: pomoénu tvrdnju.

Lema 1. Neka sun,k € N. Tada je { 2J - notl ! r €N
k k 0 inace
. n . n
Dokaz. Neka je [\/;} =qa. Tada je a < ,/E <a+1,
1 n—1 1
2 < 1)2 - =
a ST <(a+1) o




Neka je \/%:(LGN. Tada je n = ka?,
- 1
[ nli:[ aZ_EJ:a_l’
: [\/WJ /n—1 _
pa je : 7 =1
Neka je
Ve V-
wl =@ k =a-—1.

-1 ;
Tada je ‘/ZT <a< \/2? odakle slijedi ka® < n < ka®+ 1. Kako je a € N slijedi

n = ka®, tj. \/%E N.
Stavimo A,, = Z [\/T—IJ Zan=1je \/I =1
n = kL =1] 1 = 1.

kes
Dovoljno je pokazati da je 4, — An_1=1,zan>2.

s = S (L)

kes

= Z 1
kes,\/FTeN

= 1,

Jer za n € N postoji jedinstveni k € S takav da je ,/% € N.



