MINISTARSTVO PROSVJETE I SPORTA REPUBLIKE HRVATSKE

HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA

Zadaci za Opéinsko-gradsko natjecanje ucenika
srednjih 8kola Republike Hrvatske

3. ozujka 2000.

I. razred

1. Darko ée 2000. godine navrsiti onoliko godina koliki je zbroj znamenki godine
njegova rodenja. Koje godine je Darko roden?

2. Koliko razlicitih cjelobrojnih rjeSenja ima jednadzba

|z| + |y| < 1007

3. Akoje a+b=1 1 ab# 0, dokazite jednakost

a b 2b-a)
B—-1 a3-1 a202+3

4. Neka su R i r polumjeri opisane i upisane kruznice pravokutnog trokuta.
Dokazite nejednakost

R >r(1+V2).



Rje3enja zadataka za I. razred.
Svaki toc¢no rijeSen zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Darko nema vise od 1+ 949+ 9 = 28 godina, pa je roden u

ovom stoljeéu, recimo 19mn godine. 5 bodova
Stoga ¢e ove godine imati 2000 — (1900 + 10m + n) godina, §to

mora biti jednako zbroju znamenki godine njegova rodenja. Dakle,

2000 — (1900 + 10m +n)=1+9+m+n = 1lm+2n=90. 5 bodova

Kako je 11m =90 — 2n, m mora biti paran. 5 bodova
90 - 11 90
Iz 0§n=—2—m <9 slijedi m< = t. m<8 (ferje m cijel
90-2-9 T2
broj)i m > EETEEET) tj. m > 7. Kako m mora biti paran, slijedi

m=28, aonda n=1.
Darko je roden 1981. godine i ove godine navrSava
1+9+8+1=19 godina. 10 bodova

2. Treba odrediti koliko ima tocaka (z,y) sa cjelobrojnim koordinatama
unutar kvadrata (bez rubova) odredenog pravcima

z+y=100, x—y =100, —z+y =100, —z — y = 100.
Y
-wON/xoo x

-100

10 bodova
Na koordinatnim osima ima ih 4-99 +1 = 397. 5 bodova

U svakom kvadrantu (bez koordinatnih osi) ima ih

98 +97+...+2+1 = (98+4+1)+(97+2)+...+ (50 +49)
= 99. % = 4851.
2

5 bodova

Ukupno ih ima

397 +4-4851 = 19 801. 5 bodova



3. Prvo rjegenje. Stavimo b=1—a. 2 boda
Pokazimo da je lijeva strana jednaka desnoj:

L =

a b a 1—a

B-1 a3-1 (1-b3-1 a-1

a 1—-a

1-3a+3a2—-a3—-1 (a—1D@2+a+1)

1 1
—a2+3a—-3+a2+a+1
—4a + 2
a4—2a3+a2+3; 15 bodova
2(b—a)  2(1-a-a) _ 2 —4a
a2 +3  a2(1-a)2+3 at-2a3+a?+3.
8 bodova

Drugo rjesenje. Zbog a +b=1 vrijedi (a+b)? =a?+2ab+b2=1

i

(a+b)% = a3+ 3a%b+ 3ab?® + b° = 1. 5 bodova
Sada je
a b _ a*—a—-bt+b
B-1 a3-1  a®¥—-dd -0 +1

(b —a)[l — (a+ b)(a® + b?)]
a3’ — a3 — b3 + (a® + 3a%b + 3ab? + b3)

(b—a)|(a+ b2 —-1-(a®+ b2)]
a3h3 + 3a%b + 3ab?

(b—a)-2ab  2(b-a)
abla2b? + 3(a +b)]  a?b%+3

8to je i trebalo pokazati. 20 bodova



4. Prvo rjesenje.
U pravokutnom trokutu je ¢=2R i (a—7r)+(b—-7)=¢, tj.

a+b=c+2r 5 bodova
B
a-r\ c
r
r K[’
cC r ) b':r A

Zbog (a —b)2 >0 je 2(a®+b?) > (a +b)?, odnosno v2¢>a+b. 5 bodova
Uvrstimo li u posljednju nejednakost, jednakost a + b= c + 2r,
imamo

c+2r < \/§c, odnosno 2R+ 2r < 2v2R. 10 bodova
Odavde je (VZ-1)R>r tj. R>(1+V2)r 5 bodova



Drugo rje3enje.
U pravokutnom trokutu vrijedi:

c=2R, (a-7r)+(b-r)=¢c, tj. a+b—c=2r 5 bodova

Nejednakost R > (1++v/2)r je ekvivalentna sa sljede¢im nizom
nejednakosti:

2R > 2r(1+V?2),
c > (1+V2)(a+b-o)
2+v2)c > (1+vV2)(a+b), /°
G+4/2+2) > (1+2V242)(a+b)?,
2¢2 > (a+b)?
2(a? + %) > (a+b)?,

a?+b> > 2ab,
(a—b)? > 0.

Kako je posljednja nejednakost istinita, vrijedi i polazna
nejednakost. 15 bodova

Trede ryesenge.

Ako je a = b, trokut je jednakokracan, i lako se pokaze da vrijedi
¢ak jednakost. 5 bodova
Uzmimo a < b. Neka je S srediSte upisane kruznice, O srediSte opisane
kruznice, N diralidte upisane kruznice i hipotenuze i D = CSN AB,
tocka u kojoj simetrala pravog kuta sijeCe hipotenuzu.
Vrijedi:

r(V2+1) =rvV2+4r=|CS|+|SN| < |CS| +|SD| = |CD| < |CO| = R.

20 bodova
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3. ozujka 2000.

II. razred

1. Za realan broj a > 1 rijesite jednadzbu
z+a|lz+1l+i=0, z€C.

Diskusija!

2. Neka je a+b+c > 0 ineka jednadiba az? + bz +c = 0 nema realnih
rjeSenja. DokaZite da je ¢ > 0.

3. Konstruirajte trapez ABCD, ako je zadan zbroj duljina osnovica, |AB| +
|CD|, duljine dijagonala |AC| i |BD| ikut pri vthu A.

4. Dokazite da postoji barem 2000 trojki prirodnih brojeva (a,b,c) takvih da
je a'd + 1% = (18,



RjeSenja zadataka za II. razred.
Svaki to€no rijeden zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Uvrstimo z =2z +1y:

c+iy+ay/(z+1)2+y2+i=0,
y+1=0, z+ay/(z+1)?+y2=0.

Slijedi, y = —1, (a? —1)z? 4+ 2a%z + 2a®> = 0.

i odavde

Za a#1 je
-a?+aV2 —-a?
Ti2 = 5 . 15 bodova
a‘ -1
Zbog z12 € R, mora biti 1 <a < V2 itada je
—a>+av2—-a? . . .
212 = pr— — 1. U ovom slu¢aju postoje
dva rjeSenja. 5 bodova
Za a=1je 20 +2=0 tj. x=-1, paje z=—-1~—1.
Dakle, za a =1 postoji samo jedno rjeSenje z = —1 — 1. 5 bodova

2. Prvo rjedenje.

Neka je f(z) =ax?+br+c. Tadaje f(1)=a+b+c>0. 10 bodova
Kako je f(z) #0 (jer jednadzba nema realnih rjesenja), slijedi

f(z) > 0 za svaki realan broj =z. 10 bodova
Zato je f(0)=c> 0. 5 bodova

Drugo rjesenje. Pretpostavimo da je ¢ < 0. Uz a > 0 jednadzba

bi imala realna rjesenja (jer je b% — 4ac > 0). 10 bodova
Uzmimo sada, a <0. Iz a <0, ¢<0, b>—4ac<0, a+b+c>0,

slijedi b> —a —c¢, b <dac i

b2 > (a+¢)? = a®+ ¢ + 2ac > dac,
$to je kontradikcija. 15 bodova

3. Uvedimo oznake kao na slici:

¥ a B ¢ E

Ako totkom C povuéemo paralelu s dijagonalom DB, ona sijece
pravac kroz A 1 B utotki E. Cetverokut BECD je
paralelogram pa je |CE|=f i |AE|=a+c 5 bodova



Dakle, najprije konstruiramo trokut AEC iz zadanih duljina

e, f, a+c 5 bodova
Totka D je presjek paralele kroz tocku C s AFE i drugog kraka

kuta « privrhu A 5 bodova
Konaéno, paralela kroz tocku D sa CE sijece AF utocki B. 5 bodova
Diskusija. Rjesenje postoji ako i samo ako je e+ f >a+y¢,

e+(a+c)>fi f+(a+c)>e 5 bodova

S . . b . .
4. Prvo rjesenje.Oznacimo li - x, - =1y dana jednadzba
c c
je ekvivalentna s

2B+’ =c 10 bodova

Odavde imamo ideju kako generirati trojku (a,b,c) s trazenim
svojstvom:

c = 154yt
a = z-c=x(z!®+y!%)
b = y-c=y(®+y").
10 bodova
Kako za z i y moZemo uzeti proizvoljne prirodne brojeve, takvih
trojki ima beskonaéno mnogo (pa onda i vide od 2000). 5 bodova

Drugo rjesenje. Uzmimo da je a = b. Tada je
2415 = (16,
Uz a=~c je

1515 _ (16 45

27y ', ¢ =291

Dakle, za prizvoljno v € N, (276, 2416 2415)
je trojka s traZenim svojstvom. 25 bodova
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II1. razred

1. Rijesite jednadzbu

loggnzc0sx — 2log s sinz +1=0.

2. Za koje trokute vrijedi jednakost

tg(a—B)+tg (B—7)+tg(y—a)=0,

ako su «, A1y, kutovi trokuta?

3. Stranice trokuta duljina @ = 14, b = 13 i ¢ = 15, tangiraju sferu polumjera
R = 5. Odredite udaljenost sredista sfere od ravnine trokuta.

x

4. Dana je funkcija f(z) = ;;%—_\/E’ gdje je a pozitivan realan broj. Odredite

s =1 (g501) + 7 (o57) +~+ ¢ (3051 -



2 o '(":—')(-l—o 2000,

Rjesenja zadataka za III. razred.
Svaki to¢no rijeSen zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Stavljajuéi

logcosx
Yy = logg, . COST = m, 5 bodova
jednadzbu moZzemo zapisati u obliku
2 .
y—§+1=0 tj. ¥ +y-2=0,
¢ija rjeSenjasuy; =1 1 yp = —2. 10 bodova
U prvom slu¢aju je logcosz = logsinz tj. cosx =sinx >0,
T
odakle je x = 1 + 2km. 5 bodova
. . 1
U drugom slucaju je logcosz = ~2logsinz tj. cosz = ———.
sin® z
1
Odavde dobivamo sin? zcosz =1 tj. 3 sin2zcosx =1, pau
drugom slucaju ne postoji nijedno rjeSenje. 5 bodova

2. Nekajea—fB=zxz i1 8—v=y. Tada je
T—a=-[(a=f)+(B-7]=-(z+y) 5 bodova
Odavde dobivamo:

tgz+tgy—tg(zr+y) = 0

tgx+tgy

tgx+tgy—m = 0
tgr+tgy

—tgxt —=" = 0
§L8Y l-tgortgy

—tgxtgytg(z+y) = 0 tj.

tg(a-B)tg(B-7)tg(y—a) = 0.

15 bodova
Odavde se dobije o — =0 ili —y=01ili y—a=0
tj. trokut je jednakokracan. 5 bodova
Napomena. Zadatak se moze rijesiti i bez uvodenja varijabli
x i1 y,samo koristenjem jednakosti vy =# —a — 8.
3. Presjek ravnine trokuta i sfere je upisana kruznica trokuta. 5 bodova

r



(},L’LC&L;‘-«,O 2000, 3

L. peed
Njezin polumjer je
. P /s(s—a)(s —b)(s—¢) _4
T s s v
gdje je s = a_w. 10 bodova
Udaljenost ravnine trokuta od sredista sfere je
d=+vVR:-r2=3. 10 bodova

4. Grupirajmo sumande na ovaj naéin

 (or) 7 (aoar) |+ 17 Gor) +# (o)

[f (ﬁ)—%f(l—ﬁ)] + ..+ [f (—;%?—)(1—))+f(1—;—%)].

S

Il

10 bodova
Bududi da je
f@) 4 f-a) = o2
¥ YT wiva d e+ a
_ a+a“\/5+a+a1_z\/5_1
 a+e*Va+al~t\ata
10 bodova

tada je

S =1000 -1 = 1000. 5 bodova
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Zadaci za Opéinsko-gradsko natjecanje ucenika
srednjih §kola Republike Hrvatske

3. ozujka 2000.

IV. razred

1. Nadite sve etveroznamenkaste brojeve koji su jednaki kvadratu nekog cijelog
broja, a imaju svojstvo da su im znamenke desetica i tisucica jednake, dok im
je znamenka, stotica za 1 veéa od znamenke jedinica.

2. Ako su a, b i ¢ duljine stranica trokuta, takve da je a + b = 3¢, dokazite
jednakost

o B
tg —-ctg = = 2.
ctg 5 - ctg 5
3. U elipsu b%2? + a®y? = a?b? (sa sredistem u ishodistu), upisan je trokut

ABC tako da je tangenta na elipsu u svakom njegovom vrhu paralelna s
nasuprotnom stranicom trokuta. Kolika je povrsina tog trokuta ako je
C = (0,b)?

4. Dokazite da je

(3+\/I7>"+ (3~\/i7>"

2 2

neparan broj za svaki pozitivan cijeli broj n.



101

101

2 L C/(f(xu, (e 2ocv
Rjesenja zadataka za IV. razred.
Svaki toéno rijesen zadatak vrijedi 25 bodova.
1. Neka je trazeni broj M = N2, 32 < N < 99. 5 bodova
Tada je
N?% = 1000z + 100(y + 1) 4 10z + y = 101(10z + y) + 100, 5 bodova
odakle je
N?2-100 (N +10)(N —-10
10z+y= = (V -+ 10X ) 5 bodova

Iz uvjeta da je barem jedan od brojeva N +10 i N — 10 djeljiv
sa 101, te uvjeta 32 < N <99, slijedi, N =91, te je M = 912 = 8281. 10 bodova

2. Prvo rjesenje. Po sinusovom poucku je ¢ = 2Rsina, b = 2Rsin f3,
¢ = 2Rsin 7y, pa iz danog uvjeta slijedi

a odatle

sina + sin 8 = 3siny,

sina + sin 8

L a+pf o~ p
2
sin 5 cos 5
o+ p
2
cos 5
sac B i O{s'
co 5 os2 sm2 5
cosacosﬂ
2 2
a B
te — - ctg =
cg2 cg2

3sin(a + B),

5 bodova

3-2sina ﬁcos

.o p
2sin — sin —,
2 2

20 bodova



\j/” L’v( &y (L/(, ZOOL" . [«/ b red 3

Drugo rjesenje. Po sinusovom poucku je

sina sinf sinvy

bl

a b c
odakle je
sina +sinf _ siny
a+b T ¢
sina+sinf  sinvy
3c N c
3siny = sina+sinp.
5 bodova
: . a . B
Izrazimo sve pomodu a = tg 3 1b=tg—.
Danu jednakost sada moZzemo sada zapisati u obliku
3(sinacos B+ cosasinf) = sina-+sinf
2a 1—b2+1—a2 2b _ 2 2
1+a2 14062 1+4a2 1402/  14a2 145
10 bodova
Sredivanjem dobivamo 4(a + b)(1 — 2ab) =0, no kako je a+b>0
: a B .. . . .
(jer su 3 3 siljasti kutevi), to je
: 1 o p
1—2ab=0, tj. ab= 2 odnosno ctg—-z— . ctg-2— =2. 10 bodova



C/’("( 'Cz, sl 20000 . C(, Ly

3. Kako je C = (0,b), AB mora biti paralelno s z-osi. Neka ona
lezi na pravcu y = m. Tada su koordinate totaka A i B

A <_%,/b2 — m2,m) i B (%\/b2 - m2,m) . 5 bodova

Kako je tangenta kroz A paralelna s BC , moraju njihovi koeficijenti
smjerova biti jednaki. Dakle,

b? Vb2 — m?
bz +alyiy = b = k=-— z b ik

2 b
a‘y, am

o Y372 _ b—m

T3 — T3 _%,/62 “mZ

Odavde slijedi

b
b —m?=—m(b—-m) tj. my=05b, my= —5 10 bodova
L V3 b\ . V3 b
Drugo rjesenje daje A (—aT,—-z— i B a—2—,—§ ,
pa je

1 1 b 3v3
p=Yanl1opl=1avi- (14 2) = 220, 5 bodova



Cp e be oo 5

L‘ - w;-(c/

4. Dokaz provodimo matematickom indukcijom. Neka je

7\"  [(3-vIT\"
mn=<.3_-*_2_\£__—> +(___2__\/:) , neN.

Zan=1in=2je

3+V1T  3-+/17
7t T3

r =

2 2
o= (25 ()

=3,

tj. 3 1 x3 su neparni brojevi.
Pretpostavimo da su

Tn-1

_ 3+\/ﬁn—1 3_\/1711—1
= \——) +l——) -

3+\/—1—7n 3_\/ﬁn
- ()

neparni brojevi. Dokazimo da je

3+\/1—7 n+l1 3—\/ﬁ n+1
CL‘n.H: ——5—'—* + —"2‘“—

neparan.

Sada se dokaz moZe dovrsiti na dva nacina:
a)
Tnpl = > + | ——

2

<3+\/ﬁ>2. <3+\/ﬁ>"“1+ (3—\/1_7>2. (3—¢ﬁ)"_1
2

2 2

o L ()

s ()

= 3z, 4+ 2xp-1

5 bodova

5 bodova

3—-17
) >

10 bodova

Kako su x,_1 1 z, neparni brojevi, 2x,.; je paran i 3z, neparan,

onda je z,4+1 neparan. 5 bodova

-
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74

4. Qg ’f_&,

327” = I ZIn

- () (e (5]
= (3 +2\/ﬁ)"+1 . (3—2¢1—7>"+1

+<3—\/ﬁ'3+\/1—7) <3+\/ﬁ)"_1

2 2 5

3+V17T 3-V1T 3—17 n-1
+ 5 . 5 .

- xn—}-l - 2:1:"_1

Tyl = 3Tp + 22p-.

15 bodova



