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Zadaci za 7. razred

. Rijedi jednadzbu |ja — 1| -6} =2 .

Zbroj dvaju prirodnih brojeva je 4923. DopiSemo li jednome od ta
dva broja s desne strane znamenku 7, a drugome obrisemo znamenku
jedinica, dobiveni ¢e brojevi biti jednaki. Odredi polazne brojeve.

Ivana je iza$la 1z kuée nekoliko minuta nakon 18 sati. U trenutku izlaska
pogledala je na svoj rucni sat i zapazila da kazaljke na njemu zatvaraju
kut od 110°. Kudéi se vratila nesto prije 19 sati istoga dana, iznenadivsi
se kad je na ulasku u kuéu vidjela da kazaljke na satu opet zatvaraju
kut od 110°. Koliko je minuta Ivana bila odsutna od kuce, ukoliko je
poznato da je njen sat toan?

. Stranice AC i BC trokuta ABC neki pravac p sije¢e redom u tockama

M 1 N, tako da osnosimetri¢na tocka C) vrha C' s obzirom na taj pravac
lezi na stranici AB 1 pri tome je |ACy| = |[AM| i |BC,| = |BN|. Koliki
je kut XACB 7

Dan je trokut ABC sa stranicama duljina |[AB| = 9, |BC| = 18 i
|AC| = 12. Na stranici AB odabrana je totka M. tako da okomica
tockom M una simetralu kuta $ BAC sijece stranicu AC u tocki 12,
okomica tockom M na simetralu kuta ¢ ABC sijece stranicu BC u
tocki @ 1 pri tome je |CQ| = 2|CP|. U kojem omjeru tocka A dijeli
stranicu ADB 7
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. Za realne brojeve z i y vrijede jednakosti z + y=181z*+y* = 170.

Koje vrijednosti moze poprimiti razlika z — y?

Dan je niz od nekoliko uzastopnil prirodnih brojeva. Broj prirodnih
brojeva u tom nizu za 2 je manji od dvostrukog najmanjeg od njil, a
njihova aritineticka sredina iznosi 12.5. Koji su to brojevi?

Dvije ravne ceste sijeku se u to¢ki O pod pravim kutom. Tim cestama
krecu se prema krizanju O dva biciklista, prvi brzinom od 30 km/h, a
drugi od 40 km/h. U jednom trenutku prvi Je biciklist na svojoj cesti
od krizanja O udaljen 10 km, a drugi biciklist na svojoj cesti 30 km. Za
koje ¢e vrijeme od tog trenutka biciklisti biti najmanje udaljeni jedan
od drugoga? Kolika je ta udaljenost?

Ako se dijagonale konveksnog ¢etverokuta sijeku pod kitom od 30°,
onda je povrdina tog cetverokuta jednaka jednoj Cetvrtini umnoska
duljina njegovih dijagonala. Dokazi!

Dan je pravokutni trokut ABC' s pravini kutom pri vrhu C'. tako da je
|AC| > |BC|. Neka je tocka D poloviste hipotenuze A3 tog trokuta. a
p pravac tockom D, okomit na pravac C'D. Pravac p sijece pravac BC
u tocki £, a duzinu AC u tocki F. Dokazi da okomica iz vrha C na
hipotenuzu AB sijece duzinu EF u njezinu polovistu.




RJESENJA ZADATAKA ZA 7. RAZRED
1. Prema definiciji apsolutne vrijednosti realnog broja razlikujemo dva slucaja:

(1) Ukoliko je |z — 1} — 6 > 0, jednadzba iz zadatka poprima oblik |z — 1| =6 = 2, tj. [z — 1] = 8.
Sada opet razlikujemo dva slucaja:

(a) Ako je z —1 > 0, jednadzba |z — 1| = 8 poprima oblik z — 1 = 8 pa je z = 9 prvo rjesenje
polazne jednadzbe.

(b) Ako je z — 1 < 0, jednadzba |z — 1| = 8 prelazi u z — 1 = —8 pa je x = —T7 drugo rjesenje
polazne jednadzbe.

(2) Ukoliko je |z~ 1] —6 < 0, polazna jednadzba popriina oblik |z —1} -6 = -2, odnosno |z~ 1| = 4.
I ovdje opet razlikujemo dva slucaja:

(a) Akoje z—1 >0, jednadzba | — 1| = 4 postaje z — 1 = 4 pa je = 5 trece rjeSenje polazne
jednadzbe.

(b) Ako je z —1 <0, jednadzba |z — 1| = 4 prelazi u  — 1 = —4 pa je z = —3 Cetvrto rjeSenje
polazne jednadzbe.

Prema tome, sva rjefenja zadane jednadzbe su 1 =9, 2y = =7, z3 =5 i34 = —3.
............................................................................ UKUPNOQO 10 BODOVA

2. Neka je z jedan od polaznih brojeva. Dopisemo li mu s desne strane znamenku 7, dobit ¢emo broj
10z + 7. Oznaéimo s y broj kojeg dobijemo nakon §to drugom polaznom broju izbriemo znamenku
jedinica, a tu izbrisanu znamenku oznacimo s n. Dakle, drugi polazni broj je 10y + n. Zbog prvog
uvjeta zadatka vrijedi jednakost z + 10y +n = 4923, dok je iz drugog uvjeta 10z + 7 = y. Pomnozimo
li drugu jednakost s 10 i dobiveno supstituiramo u prvu jednakost, slijedi z + 100z + 70 +n = 4923, ;.
101z + n = 4853. Buduéi da je n znamenka, tj. jedan od brojeva 0,1,2,...,9, lako zakljutujemo da
je z koli¢nik, a n ostatak pri dijeljenju broja 4853 sa 101. Dijeljenjem dobivamo 4853 = 101-48 + 5,
3to znati da je x = 48 in = 5. Zato je y = 10-48 + 7 = 487.

Prema tome, polazni su brojevi bili 48 i 4875.
............................................................................ UKUPNO 10 BODOVA

3. Velikoj kazaljci potreban je 1 sat, a maloj 12 sati za opisivanje punog kuta. Zato velika kazaljka
u 1 minuti opide kut od 360° : 60 = 6°, a mala od 360° : (12-60) = 0.5°. Neka je z u minutama
izrazeno vrijeme proteklo od 18 sati do trenutka kada je Ivana izasla iz kuce. Za to je vrijeme velika
kazaljka opisala kut od 6z stupnjeva, a mala od 0.5z stupnjeva. Buduéi da su u 18 sati velika i mala
kazaljka zatvarale kut od 180°, zakljuujemo da su u trenutku Ivaninog izlaska iz kuéc one zatvarale
kut od 180 — 6z + 0.5z stupnjeva. Zbog uvjeta zadatka zato je 180 — 6z + 0.5z = 110, a rjeSenjc ove
jednadzbe je z = 12%. To znaéi da je Ivana iz kuce izasla 12% minuta nakon 18 sati.

Oznaéimo s y u minutama izrazeno vrijeme proteklo od 18 sati do trenutka kada se Ivana vratila kudi.
Za to vrijeme velika je kazaljka opisala kut od 6y, a mala od 0.5y stupnjeva. Kut kojeg kazaljke na
satu zatvaraju u trenutku Ivaninog povratka kudéi dobit ¢emo tako da od kuta 6y stupnjeva oduzmemo
kut od 180° (kut kojeg kazaljke zatvaraju u 13 sati) i kut od 0.5y stupnjeva. Dakle, taj kut iznosi
Gy — (180 + 0.5y) stupnjeva. Prema uvjetu zadatka zato je 6y — (180 + 0.5y) = 110, a rjeScuje ove
jednadzbe je y = 5213—1. To znati da je od 18 sati do Ivaninog povratka kuéi proslo 52% minuta.
Prema toine, Ivana je od kuce bila odsutna 52% - 12% = 40 minuta.
............................................................................ UKUPNO 10 BODOVA
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Zbog osne simetrije je v = ¥ACB = XMC)N. Prema uvjetia zadatka, trokuti AC,M i BNC, su
Jjednakokracéni. Stoga je u AAC, M ocito XAC, M = YAMC), odakle je YAC, M = % -{180° — «v).
Takoder, u jednakokraénom trokutu BNC; vrijedi $BC)N = ¥BNC, = L - (180° - j).

Kako je XAC\M + YMC,N + <NC,B = 180°, zamjcnom dobivenih vr-ij(:dnosti za kutove slijedi
relacija LZ_Q + v+ w;—-—ﬁ = 180°, odnosno, sredivanjem, 2y —a — § = 0.

Zbrojimo i ovu jednakost s jeduakosti & + 8 + v = 180°, koja vrijedi u svakom trokutu, dobijemo
3y = 180°, tj. v = 60°.

Prema tome, <ACB = 60°.
............................................................................ UKUPNO 10 BODOVA
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Neka je tocka D presjek okomice M i simetrale kuta ¥ABC, a totka E presjek okomice MP
i simetrale kuta {BAC. Lako se pokaze da je ABDM = ABDQ. Naime, XMBD = XQBD
prema definiciji simetrale kuta, XBDM = ¥BDQ = 90°, a stranica BD je zajednicka. Iz dokazane
sukladnosti slijedi da je |BM| = |B@|.

Na sli¢an nain dokazemo i da je AAME = AAPE. Naime, YMAE = ¢PAEFE prema definiciji
simetrale kuta, YAEM = XAEP = 90°, a stranica AFE je zajedni¢ka. Iz dokazane sukladnosti slijedi
da je |AM| = |AP|.

Uvedimo oznake |[AM| = |AP| = m, |BM| = |BQ| = n i |CP| = z. Tada je |CQ| = 2z, a zbog
[AM| + |[MB| = |AB|, |BQ| + |QC| = |BC| i |AP| + |PC| = |AC| vrijede sljedeée jednakosti:
m+n =9 n+2xr=181m+z = 12. Zbrojimo li te tri jednakosti, dobivamo 2m + 2n + 3z = 39,
odnosno 2(m + n) + 3z = 39. Zbog m + n = 9 imamo 2 -9 + 3z = 39, odakle je z = 7. Dalje je
m=12-2=12-7=5ten=9-m=9-5=4.

Prema tome, trazeni je omjer |[AM|: |MB|=1m:n,tj. |[AM|:|MB|=5:4.
e UKUPNO 10 BODOVA
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RJESENJA ZA 8. RAZRED

1. Kvadriramo li jednakost x +y = 18, dobivamo 2 + 2xy + y* = 324. Kako je 22 + y? = 170, imamo
da je 2zy = 324 — 170 = 154. Oduzmemo li ovu jednakost od jednakosti £2 + y> = 170, dobivamo
x? = 2zy + y? = 170 — 154, odnosno (z — y)? = 16. Dakle, x —y =4 iliz — y = —4.

............................................................................ UKUPNO 10 BODOVA

2. Neka sun+1,n+2,...,n + m traZeni uzastopni prirodni brojevi. O¢ito je n + 1 najmanji broj
u tom nizu, a m broj ¢lanova toga niza. Prema uvjetu zadatka vrijedi jednakost m + 2 = 2(n + 1).
odakle je sredivanjem m + 2 = 2n + 2, tj. m = 2n.

- . . . . - N . . . . . . 1 . .
Prema Gaussovoj dosjetki. zbroj svih trazenih uzastopnih prirodnih brojeva iznosi LP—"’—H',"L—’”)'” tj.

——-—u"*’"yl) ™ Zato je aritmeticka sredina tih brojeva po definiciji jednaka 2Rt m "+";+1) n

2n+mn+41)-m
(_"f)”m—)"=12.5.

1 m, te je prema
uvjetu zadatka
Dalje imamo redom: 2n+m + 1 = 25, 2n+2n + 1 = 25, dn = 24, tj. n = 6. To znaéi da je prvi
traZeni prirodni brojn+1=641 =7, a zbog m = 2n slijedi da je m = 12.

Dakle, u trazenom nizu ima 12 uzastopnih prirodnih brojeva. Oni su redom: 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13,
14, 15, 16, 17, 18.

............................................................... “eveev....... UKUPNO 10 BODOVA
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Nela je t trazeno vrijeme, izrazeno u satima. Za t sati prvi ée biciklist od krizanja O biti udaljen
x = |10 — 30t| kilometara, a drugi y = |30 — 40t] kilometara.

Neka je d medusobna udaljenost biciklista. Prema uvjetu zacdatka, nakon # sati ona ¢ée biti najmanja
moguca. Primjenom Pitagorina pouéka imamo da je d* = 2% +y?, odnosno d? = (10—30t)2+(30—40t)2.
Kvadriranjem dobivamo d? = 100 — 600t + 900¢> + 900 — 2400t + 1600t2, §to moZemo zapisati u obliku
d* = 2500t? — 3000t + 900 + 100, odnosno kao ? = (50t — 30)2 + 100.

Kako je (50t — 30)% > 0, zakljuéujemo da ¢e desna strana jednakosti biti najmanja moguca ukoliko je

50t — 30 =0, odnosno t = %— sata. Tada je d* = 100, tj. d = 10 km.
3

Prema tome, biciklisti ¢e biti najmanje udaljeni jedan od drugoga nakon £ sata, odnosuo 36 minuta.
Tada ¢e biti udaljeni 10 km jedan od drugoga.

UKUPNO 10 BODOVA




Neka je u ¢etverokutu ABCD tocka S sjeciste dijagonala AC i BD i neka je ¥ BSC = ¥ ASD = 30°.
Oznacimo s vy duljinn visine DDy iz vrha D ua stranicu AC trokuta ACD, a s v duljinu visine BB iz
vrhia B na stranicu AC trokuta ABC. Bududi da j je trokut DS D, polovica jednakostranicnog trokuta.
imamo v, = 2I‘SD] Nadalje, kako je trokut BS B; takoder polovica jednakostraniénog trokuta, vrijedi
i vy = 1|BS|. Sada za povrsinu ¢etverokuta ABCD imamo redom:

|ACl w1 | |AC] v _ IACI

P(ABCD) = P(ACD) + P(ABC) 2 ) (v1 + va2)

_lAc) (1 1 1 B

== 2lDSl + 2IBSI = 4|ACI (|1BS|+|SD]) = 4|AC| |BD|
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Neka je ¥ BAC = o, $ ABC = 3, |AC| > |BC]|, i neka je totka M presjek okomice iz vrha C na
hipotenuzu AB i duzine EF. Kako je srediste opisane kruznice svakog pravokutnog trokuta poloviste
njegove hipotenuze, slijedi da je tocka D srediste opisane kruznice pravokutnog trokuta ABC. To znaéi
da je |DA| = |DC|. Dakle, trokut ADC je jednakokra¢an. pa je ¥ DCA = XCAD = ¥CAB = a.
Nadalje, ¥ CEM = <):C'ED ¥ DCA = a, jer su to siljasti kutovi s okomitim kracima. Na isti
jenadin i ¥ MCB = ¥ BAC = a, jer su to opet siljasti kutovi s okomitim kracima. Dakle, imamo
da je XCEM = ¥ MCB = XMCE = q, iz ¢ega slijedi da je trokut M EC jednakokracan, pa je
|IMC| = |ME]|.

Dalje je ¥ MCF = { MCA = X ABC = (3, jer su to opet §iljasti kutovi s okomitim kracima. Buduéi
da je ¥ CM F vanjski kut trokuta M EC, slijedi da je XCMF = 2.

Za trokut MCF vrijedi jednakost S MFC + ¥ MCF + ¢ CMF = 180°, tj. ¥ MFC + 3 +2a = 180°.
Zbog a 4+ # = 90° imamo da je ¥MFC + 90° + « = 180°. Odavde je XMFC = 90° — «, tj.
SMFC = 4.

Sada je jasno da je trokut MCF jednakokracan, a to znadi da je |[MC| = IMFI Iz toga slijedi da je
IMF| =|MC| = |ME]|, pa zaklju¢ujemo da je totka M poloviste duzine EF.
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