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1. U prazna polja kvadrata na slici upisi cijele brojeve tako da zbroj brojeva u svakom retku,
svakom stupcu i na obje dijagonale kvadrata bude jednak.

—16

-8 -3

2. Ucenicl Josip, Ivan i Marko posjetili su tvornicu olovaka. Na kraju posjete domaéini su
donijeli kutiju olovaka i rekli da svaki od ugenika uzme iz nje kao poklon olovaka koliko
zell. Prvo je Josip uzeo % olovaka iz kutije, ali se predomislio i 4 je olovke vratio natrag
u nju. Nakon njega Ivan je iz kutije uzeo 1 preostalil olovaka, no i on je 3 olovke vratio
natrag. Zadnji je Marko uzeo } preostalih olovaka iz kutije, ali je i on natrag vratio 2
olovke. Na kraju je u kutiji ostalo 17 olovaka. Koliko je olovaka u kutiji bilo na pocetku?

3. Odredi najvedi troznamenkasti broj s medusobno razliditim znamenkama, takav da je

zbroj svih troznamenkastih brojeva koji se mogu zapisati pomoéu sve tri znamenke toga
broja jednak 2220.

4. Konstruiraj trokut ABC ako je |AB| = 6 ecm, $CAB = 45° i 4 ABC = 60°, a zatim
konstruiraj pravac p koji sijete duzinu AB u totki D i duzinu BC u tocki E tako da je
|DB| = |DE| = |CE|. Konstrukeiju obrazlozi!

5. Zadan je trokut ABC s kutovima 4ABC = 15° i $JACB = 30°. Na stranici BC odabrana
Je tocka D tako da je pravac AD okomit na pravac AB. Dokazi da je |BD| = 2|AC|.
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RIESENJA ZADATAKA ZA 6. RAZRED
ZA SVAKI OD ZADATAKA OVDJE SU DANI NEKI OD MOGUCIH NACINA RIESAVANIA.

UKOLIKO JE UCENIK ZADATAK RIESAVAO NA DRUGACIII NACIN, CLAN POVJIERENSTVA
DUZAN JE ADEKVATNO BODOVATI I OCIJENITI NJEGOV RAD.

E_'_L[ Radi lakZeg snalaZenja, dijagonalu koja spaja gornje lijevo i donje desno polje kvadrata zvat éemo prva dijagonala,
a dijagonala koja spaja gornje desno i donje lijevo polje kvadrata bit ée druga dijagonala kvadrata pa slicl. Oznadimae

sa x broj koji se nalazi u sredisnjem polju kvadrata, tj. na presjeku dijagonala. 1 BOD
Zbroj brojeva na drugoj dijagonali tada iznosi —16+z + (—8) =z — 24, 1 BOD

-16 Bududi da taj zbroj mora biti jednak zbroju brojeva u trefem retku, zakljutujemo da u

prazno polje u trefem retku treba upisati broj x — 24 — [-8 4 (-3)] =z - 13. 1 BOD

T Analogno, i zbroj brojeva u tredem stupcu mora iznositi z — 24, te u prazno polie u

treéem stupeu treba upisati broj z — 24 — [-16 + (=3)]=z-5. 1 BOD

_8 _a Na isti natin, da bi i zbroj brojeva na prvoj dijagonali bio jednak z — 24, u gornjem
lijevom polju kvadrata mora pisati broj = — 24 — [z + (=3)] = —21. 1 BOD

Ostaje popuniti jo& dva polja kvadrata, peStujuéi isti princip. Tako u prazno polie u prvem retku treba upisati broj
a u preostalo prazno polje u prvom stupeu braj x — 24 — [~21 4 (—8)] = =+ 5, &ime je kvadrat popunjen. 1 BOD
On izgleda ovako (slika dolje lijevo):

=21 [z+13] ~16 Primijetimo da je zbroj brojeva u drugem retku (a2 i u drugom =2l L |16

stupeu) jednek r + S+ x4+ 3= 5= 3r. 1 BOD
s| = —s Kaka i on mora biti jednak = — 24, imamo 3z = = — 24, odakle =7 | =12 | =17
= * je2r =24 tj z=—12. 1 BOD
Seda konaéno moZemo ispuniti kvadrat (slika desno). 1 BOD —8 |05 | 3
& |[z-13] -3
............................................................................................ UKUPNGQ 10 BODOVA

1. nadin. Zadatak rjefavamo éitajuéi ga unatrag, tj. rekonstrukcijom akeija trojice véenika redom od posljednje
prema prvoj. Freme pretpostavei, nakon svih akeija (vadenja olovaka iz kutije i vradanja natrag) u kutiji je ostalo 17
olovaka. Posljednju akeiju izvrsio je Marko, koji je u kutiju vratio 2 olovke. To znaii da se prije toga u kutiji nalazil

17 — 2 = 15 olovaka. 1 BOD
Tolike ih je ostalo nakon Markove prethodne akeije, kada je iz kutije izvadio polovinu olovaka. Prema tome, prije
Marka u kutiji je bilo 2 - 15 = 30 olovaka. 1 BOD
U akeiji neposredno prije Markovih dviju Ivan je u kutiju vratio 3 olovke, te zakljutujemo da ih je orije toga u kutiji
bilo 30 — 3 = 27. 1L BOD
No, kako je Ivan prethodne iz kutije izvadio } olovaka, u njoj je ostalo 43': prethednog broja olovaka. 1 BOD
Dakle, 27 olovaka jednako je § prethodnog broja olovaka, pa se prije Ivanovih akcija u kutiji nalazilo § .27 = 36
olovaka, 2 BODA
Ostalo je jos rekonstruirati Josipove akeije. U svojoj zadnjoj akeiji on je u kutiju vratio 4 olovks, pa ih je prije toga
u njoj bile 36 —4 = 32, 1 BOD
koliko ih je ostalo naken sto je Josip iz kutije izvadio 1 pogetnog broja olovaka. Prema tome, % potetnog broja olovaka
u kutiji iznosi 32 1 BOD
Konagno, odavde slijedi da je u kutiji na poéetku bilo 3 - 32 = 48 olovaka. 2 BODA
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2. natin, Zadatak mo2emo rijesiti i Eitajuéi ga pravim redoslijedom akeija trojice uéenika, sto vodi na postavljanje
i rjeSavanje linearne jednadzbe s jednom nepoznanicom. OznaZimo sa r poéetni broj olovaka u beutiji. 1 BOD
Iz kutije je prvo Josip uzeo § olovala, 3to znafi da su u njoj ostale % podetnog broja olovaka, tj. §z. 1 BoD
No, kako je Josip nakon toga 4 olovke vratio natrag, u kutiji su posiije Josipa ostale 21 + 4 olovke, 1 BOD
Sljededi je Ivan uzeo § olovaka, tj. u kutiji je ostavio 2, odnasno 2 - (3z +4) = 1z + 3 olovke. 1 BOD
Buduti da je Ivan 3 olovke vratio natrag, nakon njega u kutiji je ostalo 1z +3+3 = 37 + 6 olovaka. 1 BOD
Zadnji je olovke uzimao Marko, i to polovinu preostalih u kutiji. Zato je u kutiji ostala palovina olovaka, odnosio
}- (32 +6) = 1z + 3 olovke. 1 BOD
1 Marko je 2 olovke vratio natrag, pa je na kraju u kutiji ostalo 1z +3+2= ‘:-I + 5 alovaka. 1 BOD
Prema uvjetima zadatka, taj je broj jednak 17, tj. vrijedi fz +5=17, 1 BOD
odakle je 1z =12, tj. z =48, . 2 BODA

Dakle, u kutiji je na pofetku bilo 48 clovaka.
......................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA



Neka su g, b,c € {0,1,2,...,9)} tri medusobno razli¢ite znamenke, takve da jea > b > ¢. S obzirom na znamenky
c, razlikujemno dva slugaja: ¢ 01 c=0. Razmotrimo ih redom.
{a) e 0. U ovom slucaju postoji 6 troznamenkastih brojeva koji s2 mogu zapisati pomodu sve tri znamenke a, bi ¢.

To su: abe, ach, bac, bea, cab i cha, a najveéi medu njima je abe 1 BOD

Kako bismo &to lakse izratunali zhroj ovih 6 brojeva, uofimo da se svaka od znamenaka a, b i ¢ u tofno dva broja

pojavljuje kao znamenka stotica, dva puta kao znamenka desetica i dva puta kao znamenka jedinica, tj. 1 BOD
abc + ach + bac + boa + cab + cha =2 100a 4+ 2- 1005+ 2-100c+ 2 - 10a + 2 - 10b 4 2- 10c 4 2a + 2b + 2

= 222a + 222b + 222c = 222{a + b+ c). 2 BODA

Prema pretpostavel, ovaj zbroj mora biti jednak 2220 = 22210, #to znadéi dajea + b+ e = 10. 1 BOD

Buduéi da trazimo najveéi broj abe (2 > b > ¢ > 0) za kojeg ovo vrijedi, uzmimo prvo najveéu moguéu znamenku a,
tj a=9. Tada je 9+ b+c=10, tj. b+e =1, to je nemogude postidi s b > ¢ > 0. Dakle, niti jedan broj oblika Bhc

(b > ¢ > 0) nema traZeno svojstvo. 1 BOD
Sada probamo s @ = 8. Ovdje je 8+ b+c=10, tj. b+ c= 2, 5o opet nije moguée ostvariti sa znamenkama b > ¢ > 0,
To znai da ne pestoji broj oblika Bbe (b > ¢ > 0) koji zadovoljava postavljeni uvjet. 1 BOD

Zato nastavljamosa=7. [2 T4+ b+ c=10slijedi daje b+ ¢ =3, §to uz b > ¢ > 0 mofemo postiéi jedinos b= 2|
c=1. Prema tome, 721 je najvedi broj, s medusobno razlicitim znamenkama, kojem niti jedna znamenka nije 01 kaji
zadovoljava pestavijeni uvjet, 1 BGD
Ostaje razmotriti drugi sluéaj.
(b) ¢ = 0. Jedini troznamenkasti brojevi koji se mogu napisati pomoéu sve tri znamenke a, bi 0 su: ab), alb, bal i
Wa, a najveéi medu njima je abl. 1 BOD
Zbroj tih brojeva je

ab0 + a0b + bal + Ba = 100a + 105+ 100a + b + 100b + 10a + 1006 + a = 211a + 2116 = 211(a + b)
Buduéi da 211 nije djelitelj broja 2220, ovaj sluZaj ne moZe nastupiti. 1 BOD
Iz svega zakljutujemo da je 721 najvedl broj s traZenim svojstvom.
............................................................................................ UKUFPNO 10 BODOVA
Napomena. Pronade li u¢enik toéno rjedenje, tj. broj 721, ali propusti analizirati sluéaj (b), za rjeSenje zadatka moze
dobiti najvise 8 bodova.

Zadatak éemo rijediti na dva razlifita nadina. RjeSenje se uoba sluaja sastoji ed Eetiri koraka: analize konstrukeije,
same konstrukeije, dokaza konstrukeije i rasprave.

1. naéin.

Analiza konstrukeije. Skica 1 BOD

Neka su trokut ABC, pravac p, te totke D i F kao u tekstu zadatka. Zbog

Jednakosti [DB]| = |DE|, trokut DBE je jednakokratan. 1 BOD

Zato je $DEB =¥ DBE =4 ABC = 60°, 1 BOD

odzkle je | $BDE = 180°~ +DEB- $DBE = 60°, 1 BOD

Dakle, trokut DBE je jednakostranican, te je |BE| = |DB| = [DE]. 1 BOD

1z pretpostavke da je |DE| = |CE] slijedi jednakost |BE| = |CE], te je totka

E poloviste duzine BC. 1 BOD i A S
Sada je jasno kako éemo izvesti konstrukeiju. /
Konstrukeija. Prve konstruiramo trokut 450, Njegova je konstrukcija jednostavna jer mu je zadana duljina jedne
stranice i velidine dva kuta uz tu stranicu. 2 BODA
Nakon toga konstruiramo tocku E kao poloviste duzine BC. tj. presjek duzine BT i njezine simetrale. 1 BOD
Konagne, totka D je presjek kruznice k(B, |BE|) i duzine AB, a p je pravac totkama D i E. 1 BOD

Dokaz konstrukcije. Prema konstrukeiji imamo |BE| = |CE| = |DB|, pa je trokut DBE jednakokra2an. No, kako
za kut medu njegovim krakovima BD i BE vrijedi $DBE =3 ABC = 60°, trokut DBE je jednakostrani¢an. Zato je
|DE| = |DB| = |CE)|, $to znati da su D i E trazene togke,

Rasprava. Prema pougku K - S — K o sukladnosti trokuta. trokut ABC je (do na sukladnost) jednoznaéno odreden
elementima danim u zadatku, a iz analize i dokaza konstrukceije jasno je da su totke D i E jedinstvene. '

........................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA
2. nadin y =L
Analiza konstrukcije. Skica ' 1 BOD
Pretpostavimo da su trokut ABC, pravac p, te totke D i E kao u tekstu zadatka Zbog jednakesti |DB| = |DE),
trokut DBE je jednakokraéan. 1 BOD
Zato je $DEB =3 DBE =3 ABC = 60°, 1 BOD
odakle dobivamo $EDB = 180°~ $DEB- $DBE = 60° i $DEC = 180°— £DEB = 120°. 1 BOD
No, i trokut DEC je jednakokrazan (|DE| = |CE]), te je $ DCE =3CDE = (180"~ $DEC) = 30°. 1 BOD
Odavde je $CDB =4CDE+ $EDB = %0°, pa je pravac CD okomit na pravac AB. To znaéi da je tocka 17 noidte
visine iz vrha € na stranicu AF trokuta AHC. 1 BOD

Sada je jasan tok konstrukeije.
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Konstrukcija. WNajprije pomofu zadanih elemenata konstruirameo

trokut ABC. Njegova je konstrukcija elementarna jer mu je zadana B/
duljina stranice | velidine dva kuta uz tu stranieu. 2 BODA A
Nakon toga konstruiramo okomicu iz vrha C na stranicu AB trokuta

ABC. Totka D je noZidte te okomice. 1 BOD

Totku £ sada lagano odredimo kao presjek kruznice k{D, | DB|) i stranice

BC. 1 BOD N

Dokaz konstrukeije. Po konstrukeiji je |2B| = |DE|, pa je trokut DEE jednakokraéan. Buduéi da je 4DBE = 60°,
slijedi da je i $BDE = 60°, odakle je $CDE =4CDB— $BDE = 30°. S druge strane, iz pravokutnog trokuta CDHE
imamo $0CE =¢DCB = 180°~ $CDB- $DBC = 30°, pa je trokut CDE jednakokrasan, s krakovima CF | DE.
Zato je |CE| = |DE| = |DB|, &ime smo dokazali da su konstruirane totke upravo one koje smo trasili

Rasprava. Trokut ABC do na sukladnost je jedinstven pa poutku K - S - K o sukladnosti trokuta, a totke D i E
jedinstvene su po analizi i dokazu konstrukeije. F
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Napomena. Od utenika se oéekuje i konstrukeija i cbjagnjenje postupka (analiza). Sama konstrukeija bez objasnjenja
nosi samo 4 beda. Dokaz konstrukeije i provodenje rasprave o broju rjeSenja od uéenika se ne ofekuju,

[5.] Skiea 1 BOD
Na stranici BC odaberimo totku E tako da je $EAB =X ABE =X ABC = 15°. 2 BODA
Trokut ABE tada je jednakokraan, tj. |AE| = |BE]. 1 BOD
Takoder, $AEC =4EAB+ $ABE = 30° jer je to vanjski kut kod vrha E trokuta ABE. 1 BOD
Sada je JAEC =4 ACB =4 ACE = 30°, pa zakljucujemo da je i trokut CAE jednakokragan, tj. da vrijedi jednakost
|AE| = |AC|. 1 BOD
Iskoristimo li &injenicu da je kut $DAB pravi, dobivamo $DAE =< DAB- +EAB = 75°, 1L BOD
Zato u trokuty DAF imamo $ADE = 180°- $DAE- YAED = 75°, 1 BOD
pa je i ta] trokut jednakokra¢an, odnosno vrijedi jednakost [DE| = |AE]. 1 BOD
Prema tome, dobili smo jednakosti |AC| = |AE| = |BE| = |DE]|, odakle je |BD| = |BE| + |DE| = 2JAC|, 3to je i

trebalo dokazati. 1 BOD
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