MINISTARSTVO PROSVJETE I SPORTA REPUBLIKE HRVATSKE

HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA

Zadaci za opcinsko-gradsko natjecanje ucenika
srednjih skola Republike Hrvatske

1. ozujka 2001.
Zoo2 .

I. razred

1. Neka su a, b i ¢ medusobno razliciti realni brojevi, od kojih nijedan nije jednak
nuli, i za koje je a + b+ ¢ = 0. Dokazite da vrijedi:

2 b2 02

—+—+—=23,

bc ca ab

a—b b-c c—-a c a b
b)( c + a t b )(a——b+b—c+c—a>—g'

2. Rijesite sistem jednadzbi

a.)a

|$ +y— 4I = 9,
lz =3 +]y—1] = 5.
3. Dane su Cetiri tocke A, B, C' i D u ravnini tako da je |AB| = |AC| i |AD| =

|BD|. Ako za kutove « i B oznalene na slici vrijedi o+ 8 = 200°, odredite kut
¢ =4 CBD.

B
o
a
4 c
p
- D

4. Ako je n neparan prirodan broj, dokazite da je broj n® + 3n? — n — 3 djeljiv s
48,



RjeSenja zadataka za I. razred.
Svaki to€no rijeden zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Pruvo rjesenje. a)

a+b+c=0 = c=—(a+b) =

a2 v _ a? N b? (a +b)?
bc  ca ab T —bla+b) —(a+bla ab
==+ (a+b)} (a+b)(—a® +ab~ b’ +a® + 2ab + b?)
- ab(a +b) B ab(a + b)
3ab
= b 3
10 bodova
b)
a—b+b—c+c—a>( c + a + b )__
c a b a—b b-c c—-a)
_ a—"b +b+a+b+—a—b—a) (—a—b+ a + b )
N —a-—b a b a—1b b+a+b -—-a-—-b-a

- +a+2b 2a+b)( a+b a b )

. ( a—25 _ +
at+b a b a~-b a+2b 2a+0b

a—-b —ab—2b%+2a2+ab a+b+2a2+ab—ab——2b2
a-+b ab a-b (a + 2b)(2a + b)

a—-b 2(a® - b?) a+b 2(a? — b?)
“a—-b " (a+2b)(2a +b)

B ab + 2(a + b)? 2(a — b)® — (a + 2b)(2a + b)
= (=) @ty (et (a + 2b)(2a + b)(a — b)
_ 2a? + 5ab + 2b% 202 — 4ab + 2b% — 2a? — ab — 4ab — 2b°
B ab 2a2 4+ 5ab + 2b?

—9ab
- Tab 9

15 bodova



Drugo rjesenje. a) Iz a + b + ¢ = 0 dobivamo:

=(b+c)? ¥ =(c+a)? =(a+b)

Zato je:
a2 ¥ 2
be ' ca ' ab
B2+c?4+2bc *+a’+2ca o+ b2+ 2ab
= + +
be ca ab
b ¢ c a a b
= 4424+ -2+ -+ —+2
c b a ¢ b a
_ 6_*_b-{-c_*_c-*-a+a+b
a b c
-b -c
= 6+—+—+—— = 3.
b c
10 bodova
b)

(a—b+b—c+c——a>( c + a + b )
c a b a—b b-c c—a
_ c (b—c+c—a)+ a (a—b+c—a)
N -b a b-c c b
a(c ~
2

¢c b —-bc+ac—a L ab—b + ¢ —ac

= 3
+a—b ab b—c be
b a? —ab+ be - ¢?
+ .
c—a ca
c (b—a)(b+a—c) a (c—b)c+b—a)
= 3+ .
a— ab b—-c be
+ b (a—c)(a+c—b)
c—a ca

+c(c—a—b)+a(a—b—-c)+b(b—a—-c).
ab be ca

Kako jec—a—b=2c, a—b~c=2a, b—a—c=2b, iz a) posljednji izraz je jednak

2 2 2
34+2(& +9—+b —=3+2.3=09.
b be

15 bodova



Treée rjedenjeb)

. a
Uvedimo oznake C =

C

1

Odavde slijedi C - D = 9.

(a—b)(a—c) 4 e—a)a—b)
ca ab

_(a=0)(b-c)(c-a)
abc '

—a—2>b a b
a-—2>b b—¢c c¢c—a

1 1 1 1
a(b—c_a—b)+b(c—a—a—b)
ala—2b+c) b2a—b-c)
b—@-b) " c-a)a-b)

—3ab + 3ab
(b—c)a—b) (c—a)(a—b)

—3ab(c—a—b+c)
(a —b)(b~c)c—a)

3 9abc
(a—b)(b—c)(c—a)

15 bodova

Napomena. Moguée je i djelomiéno bodovanje.



2. Prvo rjesenje. Dani sistem jednadibi se moze zapisati u obliku

|:I:+y—4| = Sa
lz-3|+ly-1 = 5,
lz+y -4 = |z2-3[+y-1|,

gdje,zbogx +y -4 =2 -3 +y— 1, morajuz —31iy—1 biti istog
predznaka.
Stoga sistem moZemo zapisati u obliku

Ix+y_4| = 5’
e =3 +ly-1] =
(z-3)ww-1) > 0.

Ovaj sistem se svodi na sljedeéa dva

[t+y—4 = 5, lt+y—4 =
lz-3|+ly-1 = 5, lz =3[ +ly-1] =
r—3 > 0, r—-3 <
y—1 2 0 y—-1 <
koja su ekvivalenta s
z+y = 9, r+y = -1,
x 2 3 r < 3,
y 2 1, y < 1
y
N /
“4(3,6)
/
Ve
//
y=-x-l A
\\ // s
- \/
D(2,l)/;\ PL:{CRY
\0 /// \\ x
, y=-=x+9
7/
//
RN
7/ N

U prvom slucaju zadovoljavaju tocke (z,9 — z) za z € (3, 8],
tj. dio pravca y = 9 — z unutar podruéjaz >3iy > 1.

U drugom slu¢aju zadovoljavaju tocke (z,—1 — z) za z € [-2, 3],
tj. dio pravca y = —1 — = unutar podrudjaz <3 iy <1.

OO oo

5 bodova

10 bodova

5 bodova

5 bodova



Drugo rjesenje. Izrazi pod apsolutnom vrijednosti mijenjaju predznak kada je
r+y—-4=0,,2-3 =0.odnosno y —1 = 0. Ta tri pravca dijele ravninu na Sest
podrucja (vidi sliku). Na svakom od njih rjesavamo sustav linearnih jednadzbi bez

apsolutnih vrijednosti.

3)
D(-2,1)
X
4
5 bodova
1) 2+y—-4=5 = r+y=09,
T—-3+y—-1=5 = r+y=09.
RjeSenje je dio pravca x + y = 9 unutar podrucja 1). tj. tocke
(r,9—-z)za3 <ax<8. 4 boda
2) v4+y—-4=5 = x+y=9 3,
—r+3+y—-1=5 = —-r+y=3 y=2=0
Tocka (3,6) veé je dobivena pod 1). 3 boda
3) —x—y+4=5 = r+y=-1 x= =2,
—24+34+y—1=5 = —r4+y=3 y=1
Rjesenje je tocka (—2,1). 3 boda
4) —xz—-y+4=5 = r+y=-1
—x+3-y+1=35 = r+y=-1
RjeSenje je dio pravca x + y = —1 unutar podrué¢ja 4). tj.
tocke (x, -1 -x)za -2 <2 <3. 4 boda
5) —x—y+4=5 = r4+y=-1 r=3,
r—3-y+1=35 = T-y=7 y= -4
Tocku (3. —4) veé smo dobili pod 4). 3 boda
6) r+y—4=95 = r+y=9 r =23,
r—-3-y+1=5 = rT—y=7 y=1
3 boda

Tocku (8,1) ve¢ smo dobili pod 1).



-1

3. Saslike se vidi da je ¢ BAC = 180° — o, a kako je trokut ABC jednakokracan
s bazom BC,

180°— 4 BAC ,
qACB:qCBAz-———Q;——-:g. 8 bodova
B
cP

a
A C
p
D
Kako je trokut ABD jednakokra¢an s bazom AB,
80° —
4 DBA=4BAD = —1—-—()-?—@ 8 bodova

Odavde slijedi,

180° -3  a+p3
_ 5 = —

¢ =4JCBD =4 CBA- 4 DBA = ~90° = 10°. 9 bodova

o9

4. Prvo rjesenje. Najprije ¢emo dani broj faktorizirati:

B +3n? —n-3 = n’(n+3)~m+ 3)

I

(n+3)(n?-1)

= (n—1)(n+1)(n+3).

10 bodova
Kako su brojevin — 1, n+ 11 n+ 3 parni, i jedan od brojeva n — 1 i
n+ 1 je djeljiv s 4, zakljuc¢ujemo da je dani broj djeljiv sa 16. 8 bodova
Ako je n djeljiv s 3, onda je i n + 3 djeljiv s 3. Ako n nije
djeljiv s 3, onda on pri dijeljenju s 3 daje ostatke 1 ili —1,
pa je jedan od brojevan —1in+ 1 djeljivs 3. 5 bodova
Odavde zakljuéujemo da je dani broj djeljiv sa 16 - 3 = 48. 2 boda



Drugo rjesenje. Broj n je neparan, pa ga mozemo napisati u
obliku n = 2k — 1. za neki prirodan broj k. 1 bod
Uvrstimo ovo u dani izraz:

(2k = 1) +3(2k = 1)2 — (2k - 1) - 3
= 8k =8k = Sk(k>—1) = 8k(k — 1)(k +1).

12 bodova
Jedan od faktora k — 1. k. k + 1 je djeljiv s 3, 5 bodova
1 bar jedan od k — 1. k je paran. 5 bodova
Stoga je produkt djeljivs 8-3-2 = 48. 2 bodova



MINISTARSTVO PROSVJETE I SPORTA REPUBLIKE HRVATSKE

HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA

Zadaci za opéinsko-gradsko natjecanje u¢enika
srednjih Skola Republike Hrvatske

1. ozujka 200%.
1007 -

II. razred

. Neka je I{ poloviste hipotenuze AB pravokutnog trokuta ABC i M tocka na
kateti BC, takva da je |IBM| = 2|MC|. Dokazite da je 4 MAB = IMKC.

- Ako su @ i b realni brojevi, razli¢iti od nule. nadite sva rjesenja jednadzbe

1+1+1 1
b a+b+a

. 1
. Ako je ax® = byd = ¢z3 i — + — + ~ = 1. dokazite jednakost

—
] o

€/(zx2+by2+cz2 =Va+ Vb+ Ve

. Neka su a, b, ¢, d cijeli brojevi. Dokazi da j je produkt razlika b—a, c~a, d —
c—b,d—b, c—d djeljiv s 12.



o

RjeSenja zadataka za II. razred.
Svaki to¢no rijesen zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Prvo rjesenje. Neka je M’ tocka na BC takva da je
|BM'| = |M'M| = |MC|. Uotimo da je AMKC = AM'K B, pa je

IJMKC =3 M'KB. 15 bodova

C A
S druge strane je M'K || M A jer je M'K srednjica trokuta BM A. 5 bodova
paje JM'KB =4 MADB. 5 bodova
1
(Moze se re¢i i AMAB ~ AM'K B s koeficijentom 5-)

Drugo rjesenje. Neka je A’ tocka na praveu AC takva da je
|A'C| = |AC|. Trokut A’AB je jednakokracan s vrhom B. Stoga je
BC njegova tezidnica i tocka M teziSte. Zato i tezisnica A’ prolazi

kroz M. 10 bodova
B
/
/
/
/
’
/
,
7/
7/ K
-/
/
/
’ M
7/ -~
s/ -
/ -
/ -
vrad
o X
A’ C A

CK je srednjica trokuta AA’B, pa je CK || A'B. te je stoga

JChKM =4 MA'B, 5 bodova
a taj je kut zbog simetrije u odnosu na pravac BC jednak 4 M 4B. 5 bodova
Stoga je JCKM = 4 MAB, §to je i trebalo dokazati. 5 bodova



. ) 1 .
Trece rjesenje. Uocimo najprije da je |CK| = ;!ABI = |BKY{,
tj. trokut CBK je jednakokracan, pa je B

4BCKR =<4 CBL, tj. 9KCM =<4 ABM. 10 bodova
B
K
M
c A
Nadalje,
|IMC| 1 |CK|
—— = = = e 5 bodov
|MB| ~ 2 [AB odora
Odavde slijedi da je ABM A ~ ACMK. 5 bodova
Zato je  BAM =q MKC. 5 bodova
2. Sredivanjem ove jednadzbe dobivamo
(a+d)x+ab 1
abx oat b+’
(@ + )zt + (a +b)’x 4+ (a+ b)ab = 0.
10 bodova
Ako je b = —a, zadovoljava svaki x # 0. 5 bodova

Zab# —aje
2?2+ (a+bz+ab = 0,
(x+a)z+b) = 0,

odakle je » € {—a.-b}. 10 bodova



3. Uz uvjete

ax’ = by’ = ez (1)
%+%+§=1 (2)
redom dobivamo
A = Valt+by?+c2 = \/ﬂ+bi3+&i
xr y R

1 1 1
= \;/(mu:‘ (f+~+—) = Vard=ax¥a

Ty =z
10 bodova
Zbog (1) jei A =yVb=:Yc, paje
A A A
\3/E=;-, Vb="=, Ye=1, 5 bodova
x Yy z
odakle je
. A A A
Va+Vb+Ye = —+=+2
xr oy oz
1 1 1
= A (— + -+ —>
rooy oz
= A4 = </(l.’l‘2 + by? + ¢22,
¢ime je dokaz zavrsen. 10 bodova

4. Bududi da je 12 =4 - 3, dovoljno je pokazati da je produkt

djeljivs 41s 3. 5 bodova
Ako ima vise od dva broja iste parnosti, onda su sve razlike

tih brojeva parne, a ima ih barem 3. Tada je produkt djeljiv s 8.

Ako su dva broja parna i dva neparna, onda su dvije njihove razlike

parne i produkt je djeljiv s 4. 10 bodova
Promatrajmo ostatke pri dijeljenju ¢etiri dana broja s 3. Sigurno

postoje dva koja imaju isti ostatak. Njihova razlika je djeljiva s 3. 10 bodova



MINISTARSTVO PROSVIJETE I SPORTA REPUBLIKE HRVATSKE

HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIIKA

Zadaci za opéinsko-gradsko natjecanje uéenika
srednjih skola Republike Hrvatske

1. ozujka 2001.

Z(/C) &

I1I. razred

1. Rijesite jednadzbu

logs

1 €T
— = log, log, ~.
Viogs x 089 1089 3

2. Dvije se kruznice dodiruju izvana u to¢ki 7. Jedna vanjska zajednicka tangenta
dodiruje te kruznice u tockama A i B. a BC je promjer kruZnice na kojoj lezi
tocka B. Dokazite da se to¢ka T' nalazi na duzini AG.

3. Ako je a+ B + v = 7. dokazite sljedeéi trigonometrijski identitct

. . . «
sma +sinp + siny = 4 cos 5 €08 5 cos

Z

o |2

4. Neka je H sjeciste visina Siljastokutnog trokuta ABC. Dokazite da je
|BC|-ctg SCAB = |AH|.



8]

opll el 2ood,

RjeSenja zadataka za III. razred.
Svaki to¢no rijesen zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Da bi jednadzba imala smisla mora biti

X
r >0 loggr >0, logg 3 >0 = r>0.0>1, >3

Tada je

loggz = -1 nezadovoljava.

2. Proo rjesenje. Buduéi da je BC promjer kruznice. trokut
BTC je pravokutan, tj. 4 BTC = 90°.
Dovoljno je pokazati da je § ATB = 90°.

Oznacimo s D sjeciste zajednicke tangente tih dviju kruznica
n tocki T'i duzine AB. Zbog |AD| = |DT| = |BD|, imamo

a =4 DAT =4 DTA i j3=4DBT =4 DTB.

a odavde je § ATB = a + f3.
Suma kutova u trokutu ATB je a + 3 + (a + ) = 180°.
tj. a+ 3 = 90°.

5 bodova

15 bodova

5 bodova

bodova

(2]

15 bodova

5 bodova



CF i, bee 200,

3
2w e
Drugo rjesenje. Trokuti AS\T i CS,T su jednakoracni. Kako je
J BAS| = 4 ABS; = 90°, slijedi
4 A5 S+ 451598 = 180°
(suma kutova u ¢etverokutu), 10 bodova
pa je
4CS,T =180°~ 4 BSyT = 4 AS|T.
Stoga su trokuti AS;T i CS,T sliéni, pa je i J ATS; = JCTSs. 10 bodova
Odavde slijedi da su tocke A, C i T kolinearne (jer su Sy, So i T
kolinearne). 5 bodova
3. Prvo rjesenge.
sina+sin B +siny = (sina + sin ) + sin(a + 3)
- 3
= .‘ZSina;ﬁcosa 5 b +2$ina;ﬂcosa;/

= 9 a+ p a—j3 a+f
= sSin 2 CcoSs 5 + cos 7

-~

!

2

a B
= 4co0S — cos — sin
2 92

&

a gy
= 4¢0S —COS — COS —.
2 2 2

25 bodova



4

g el 200t
Drugo rjesenje. 2. e

sina +sinf+siny = sinoa+sinf + sinfr ~ (a + B)]
= sina +sin g+ sin(a + 3)
= sina +sin g+ sina cos 3 + cos asin 3

= sina(l + cos 3) + sin 3(1 + cos a)

. 9 B3 . @
= 2sinacos? 5 + 2sin A cos? 5

&

2P yin® o £ o
S 2+4Slll2COS?COb

L@ «
= 4sin — cos — co
2 2

to| R

4c Ozcos b (s'na 0S b + cos CYsin ﬂ)
= 0S — — [ sin — cos = — -
599955 2 €3 9 %13

«
= 4cos —cos
2
@ g .
= 4c0s —cos —sin
2 2
25 bodova

= 4cos —cos 5 cos

Napomena. Mogu se dati i djelomiéni bodovi prema procjeni ocjenjivaca.



Cunbe 2o,

5 3. vyee]

4. Prvo rjesenje. Koristimo oznake kao na slici. Neka je BD
promjer trokutu ABC opisane kruznice. Prema Talesovom
poucku je ¢ BCD =4 BAD = 90°. Pravac CH je okomit na
stranicu AB (jer je H sjeciste visina trokuta ABC). Zato je
CH || DA. 1z istog razloga je AH || DC. Zakljuéujemo da je
cetverokut AHCD paralelogram, zbog ¢ega je |DC| = |4H|. 15 bodova

Nadalje je  CDB =4 C 4B = q, jer su to kutovi nad istim
lukom BC. Iz pravokutnog trokuta BC D imamo:

_|DC|  |AH| _h

ctga = IBC| - |BC| _ -
odakle je h = a - ctg a, 5to je i trebalo dokazati. 10 bodova
Drugo rjesenge.
|IBClctga = ’B_C_l_(_oj_ﬂ
S Q

sin aesin .3

|AC| cosa

sin 3

Posljednja jednakost vrijedi jer je § AHX = JCBA = 3, (kutovi s
okomitim kracima). 25 bodova



MINISTARSTVO PROSVJETE I SPORTA REPUBLIKE HRVATSKE

HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA

Zadaci za oplinsko-gradsko natjecanje ucenika
srednjih skola Republike Hrvatske

1. ozujka 206%.
2002

IV. razred

1. Nadite geometrijsko mjesto tocaka iz kojih se na elipsu b?2% + a2y? = 22
mogu povudi dvije uzajamno okomite tangente.

2. Na krakovima 3iljastog kuta « s vrhom A dane su totke D i E. tako da je
|AD| = m i |AE| = n. U totkama D i E povucene su okomice na krakove
kuta na kojima leze. Ako se te dvije okomice sijeku u tocki F' u unutrasnjosti
kuta, dokazite da je

\DF

|[EF|  m —ncosa’

n— 11 CosQ

3. Nadite sva realna rje3enja sistema jednadzbi

1+ To+ ...+ 2oy = 2002 .

:L"l1 + lrf, + .4+ .1:%002 = .1,':13 + nrg + ...+ .‘1,‘%002 .

4. Prvi ¢lan aritmetickog niza (u,) . kojem su svi ¢lanovi prirodni brojevi, je
a; = 1. Broj 4 = 2? jest, a 2 nije ¢lan tog niza.

a) Dokazite da postoji jedan i samo jedan takav niz. Napisite njegov opéi ¢lan.

b) Pokazite da je kvadrat svakog prirodnog broja. koji nije djeljiv s 3, ¢lan tog
niza.

¢) Provjerite da su brojevi 2002 i 20022 ¢lanovi tog niza. Odredite njihove
indekse.

d) Obrazlozite zakljucak: kvadrat svakog ¢lana niza je ¢lan tog niza. Vrijedi
li obrat, tj. ako je kvadrat nekog broja élan tog niza, je li i taj broj ¢lan niza.



2

7
ofCl ol ¢ o

RjeSenja zadataka za IV. razred.
Svaki tocno rijesen zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Prvo rjesenje. Pravac y = ka + [ je tangenta eclipse
b22? + a?y® = a?b? ako je k2a? 4+ b? = 2. Njezina je jednadzba

y = kx + Va2k? + b2 (1)
1 . S
Pravac y = it + [y je okomit na prethodni pravac i bit ¢e tangenta

1 : L :
na danu elipsu ako je ]\‘—.2(1.2 +0? = l%. Njezina jednadzba je

1
y = —%I+E\/a2+k?b2. (2)

RijeSimo li sistem jednadzbi (1) i (2), dobivamo

Va2 + k20 — kvVk2a? + b2 B VE2a? + b2 + kvVa? + k22
£ kT4 1 Y= [ '

Odavde kvadriranjem i zbrajanjem lijevih i desnih strana, dobivamo

2?4 y? =a? + 02

Dakle trazemo geometrijsko mjesto tocaka je kruZnica sa sredistem
u ishodi$tu polumjera r = Va2 + b2.

Drugo rjesenje. Neka je (x9,y0) totka iz koje se na danu elipsu
mogu povuci dvije medusobno okomite tangente. Jedna od njih
ncka ima jednadibu y = kx + 1. Vrijedi, yo = kag +1 tj. | = yo — kxo.
Zbog uvjeta tangencijalnosti imamo

kP40 =12t a®k? 4+ b = (yo — kzo)?.
Ovo je kvadratna jednadzba po k:

2

(a® — .’L‘g)]\'?' + 2xoyoh + B2 — yé = 0.

Drugo rjeSenje ove jednadibe je koeficijent smjera druge tangente iz
tocke (zg,y0) na elipsu, pa rjesenja k; i ky ove kvadratne jednadzbe
moraju zadovoljavati uvjet kjky = —1.

Prema Viéteovoj formuli je

b? —
}\711\‘.2 = ok
a —‘TO

I te ¢e tangente na elipsu povucenc iz to¢ke (g, yo) biti okomite ako je

V2 — i

R4

2 .2
a lO

tj. ako je xf + y2 = o + V2.
Totke s traZenim svojstvom su toc¢ke kruznice a7 + y2 = a2 + b2

5 bodova

5 bodova

8 bodova

7 bodova

5 bodova

5 bodova

8 bodova

7 bodova



3

("/—’C,( (4 oo 20 2

2. Prvo rjesenje. Neka su M 1 N nozista okomica iz E i D na
krakove kuta. Iz F spustimo okomice FFy 1 FFy na DN 1 EM.
Tada iz pravokutnih trokuta FFyD 1 EFF) zbog

JFDF, =4 FFEF;, =a 5 bodova

a
A
imamo

|[DF|sina = |[FFy| = |EN]|,

|[EF}sina = |FFy)| = |MD),
10 bodova

pa je

|DF| _|EN| |AE|-|AN|] n—-mcosa 10 bodova

|EF|  |MD|  |AD|—|AM|  m-—ncosa

é(A "ol "(‘4/
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3. Prvu jednadzbu mozemo zapisati u obliku: . iy red

(.”L‘]—1)+(l‘2—1)+...+(;l:2002-1):0., 3 bodova
a drugu:
;L‘?(.?Jl - 1)+ 173(1:2 -1)+... + ;173002(;52003 -1)=0. 5 bodova

Oduzimanjem posljednjih dviju slijedi:

(l? — 1)(7,1 - 1) -+ (”L; - 1)(1‘2 - 1) + ...+ (I%OO‘Z - 1)(.’17200-3 - 1) =90

.

(.7:1 - 1)2(:13% + 2z + 1) +...+ (172002 — 1)2(:12%002 + o002 + 1) =0. 5 bodova

Kako je za svaki realan broj x, 2% + 2 + 1 > 0, mora biti 7, = 1, za

1 < k <2002. Lako se provjeri da je ovo zaista rjesenje. 10 bodova
Napomena. Ucenik koji samo uo¢i da je rjedenje 7 = ... =z, = 1 dobija
5 bodova.

4. a) Svi ¢lanovi niza su prirodni brojevi, pa je i razlika d

prirodan broj, i to 1. 21ili 3 (ako jed >4 ondajeas =1+d > 5,

pa 4 ne bi bio ¢lan tog niza).

Za d =1 broj 2 bi bio ¢lan niza, a za d = 2 broj 4 ne bi bio ¢lan

niza. Ostaje samo moguénost d = 3. Opéi ¢lan niza je

ay =1+3(n—-1)=3n-2 5 bodova
b) Svaki prirodan broj koji nije djeljiv s 3 je oblika 3k + 1.

k € Ng. Za kvadrat tog broja vrijedi

(Bk£1)? =9k + 6k +1 =33k £ 2k+1) -2 = 3m — 2,

gdje je m = 3k? + 2k + 1 ocito prirodan broj. Zato je (3k £1)2 m-ti
¢lan niza. 7 bodova
c) Iz 3n — 2 = 2002 = 3 - 668 — 2 slijedi ages = 2002. a iz

3n—-2= 20022 =3-1336002 —2 je 1336002 = 20022. 5 bodova
d) Svaki se ¢lan niza moZe napisati u obliku
aGpn=3n-2=3n-1)+1=3k+1, k=n-1, k € Ny.
U b) je dokazano da je kvadrat svakog broja oblika 3k + 1 ¢lan
niza. To znaci da je i broj o ¢lan niza. 6 bodova

Obrat ne vrijedi, jer kvadrati prirodnih brojeva koji su ¢lanovi

niza su oblika (3k +1)?, a ¢lanovi niza su (samo)

an = 3n — 2 =3k + 1. dok brojevi oblika 3%k — 1 nisu ¢lanovi niza.

Tako, na primjer, broj 25 = 5% = 3.9 — 2 jest (deveti) ¢lan niza,

a broj 5 nije ¢lan niza. 2 boda
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Drugo rjesenje. Cetverokut ADFE je tetivan, jer je G, oov e
JADF =4 AEF = 90°, pri ¢emu je d = |AF| duljina promjera pripadne
kruznice. Bududi da je ta kruznica ujedno i kruznica opisana trokutu

ADE, to je. prema poucku o sinusima. e = |[DE| = dsin a. 5 bodova
Dalje je:
2 2 2 .
. . . e . m* +n° — 2mncosa Y
IDF? = d&®-m? = —— —m? = — —m-
sin” sin® cv

N , .
m?*(1 — sin? @) + n? — 2mncos a

sin a

2 2 ;
m?cos’a + n? - 2mncosa

sin? «
(n — mcos a)? N — M COS &
= ————— = |DF|=|—F"7"|.
sin® a sin «
10 bodova
Ako je G noziste okomice iz tocke D na drugi krak kuta. Tada je
[AG| < |AE|, ili mcosa < n. Isto tako je sina > 0. Zbog svega toga je
n — Mcos o
|DF| = ————.
sin «
Potpuno istim racunom se dobije
m — nCcos«
|EF| = ————. 8 bodova

sin o
Konac¢no je

[DF|  n—mcosa 9 bod
= ) 2 bodova
|[EF| m—ncosa




