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7. razred

I\ Jedne je godine na drZavnim natjecanjima za ucenike osnovnih skola

@

B

w

sudjelovalo 86 uzenika na matematitkom natjecanju, 40 uéenika na nat-

jecanju iz fzike, te 36 ugenika na informatickom natjecanju. Pri tome

su neki ufenici sudjelovali samo na jednom od tri navedena natjecanja,
neki na toéno dva, a neki na sva tri dravna natjecanja. Broj ucenika
koji su sudjelovali na tofno dva natjecanja bio je dva puta manji od
broja utenika koji su sudjelovali samo na jednom natjecanju, a broj
su sudjelovali na sva tri natjecanja tri puta je manji od
broja utenika koji su sudjelovali samo na jednom natjecanju.

Koliko je uéenika sudjelovalo na samo jednom natjecanju, koliko na
dva, a koliko na sva tri natjecanja?

Dan je trokut AABC u kojemu je ¥ BAC = 70°. Na stranici AB
odabrana je tocka [, & na stranici AC tocka E, tako da je $BDC =<
YBEC i EBC :¢DCB = 1: 3. Pravei BE | U'D sijeku se u tocki M,
pri gemu je $BMD = 84°, Koliki su kutovi trokuta AABC i trokukzx
DNADC?

. Na brojevnom praveu istaknute su totke A i B s koordinatama A(—2)

i B(13). Odredi koordinatu totke M na tom praveu, ako je |AM] :
IMB] =31 14,

. Koliko ima peteroznamenkastik brojeva kojima je barem jedna zna-

menka jednaka 5 i barem jedna znamenka jednaka 17

. Dan je konveksni éetverokut ABCD i paralelogram DBC'M. DokaZi

da je povréina trokuta AACM jednaka povrdini éetverokuta ABCD.
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1. Neka je @ broj ugenika koji su sudjelovali nas samo jednom od tri navedena natjeeanja. Tada je § broj
nienika koji su sudjelovali na dva natjecanja, a % je broj uéenika koji su sudjelovali na sva tri natjecanj
Viijedi jednadzba: :

2535 = 86+40+ 56,
Odatle dobivamo da je & = 54. Dakle, na samo jednom natjecanju je sudjelovalo 54 ucenika, na dva
natjecanja je sudjelovalo 27 udenika, a na sva tri natjecanja 18 utenika.
2, Skica.

C

Uvedimo oznake: ¥ BDC = £ BEC = ¢, X EBC = 1, £ DCB = ¥ ACD = 75, X ABE = f.
Tada vrijedi ¥ EBC : $DCB=1:3, fr:y = L: 3, % =351

§ BMD je vanjski kut ABMC pa imamo B, +y = 84, F; + 30, = 84°, df, = 84°, f; = 21° i
71 = 63"

Viijedi & BMC = 96°. & BMC je vanjski kut trokuta ABMO pa je e +72 = §6°. ¥ BDC je vanjski
kit HADC pa je £= T0° + 7. Sada slijedi:

70" + 2 + vz = 96"

§ BMC je vanjski kut trokuta ABMD pa je £ + 32 = 96°, 83 + ff; = 96°, #y = 13°.
Sada imamo:
B=fh+Hh Y=yt
A=21" + 18y =63+ 13
= 34 = 76°
1 na kraju: $ADC = 180° — 83°, tj. $ ADC = 97",
3. § ohzirem na polozaj totke M prema totkama A i B razlikujemo ove shicajeve:

. Neka je tocka M izmedu totaka A i B na brojevnom pravew: Uvodenjem parametra k, pri cemu je
% faktor proporcionalnosti, mozemo pisati |AM] = 3k i [MB| = 14k, Iz ofite jednakosti |AM]| +
|MB| = |AB|, a zhog |AB| = | — 2| + |15] ili |AB] = 2 + 15, tj. |AB| = 17, vrijede ove jednakosti:
Bk o+ 14k = 17 ili 17k = 17, ti. k= 1. To znadi da je |[AM] =3 -1, tj. |AM| = 3. Zato je koordinata
totke M jednaka 1, ti. M(1).

e

. Neka je totka M lijevo od totke 4 na brojevnom praveu: Iz jednakosti |[AM|+|AB| = | M B] skijede
redom ove jednakesti: 3k + 17 = 14k, 17 = ilk, k= -i—z
5
Zato je |AM] = 3. % il |AM| = % Sad mozemo odrediti koordinatu tocke M. Naime, apsoluliia
5
vrijednost koordinate tocke M jednaka je zbroju apsolutnils vrijednosti %l =2y B 2=

£ = I = 6. Bududi je tocka M lijevo od totke A, to je koordinata totke M negativia, tj.
% oduosno M(~67%).






[image: image3.jpg]3. Slueaj da se Locka M nalazi desno od totke B nije mogué. Naime iz razmjera |AM|: |MB|=3:14
o [AM] s . -
slijed 2 v Bl s
slijedi B = =, tj. |[AM| = 4{MB} pa zbog 7 1 vidimo da je |AM| < |M B}, a to nije

mogude.

4. Oznaino s P skup svih y kastih brojeva kojima niti jedna znamenka nije jednaka 5,s J
skup svih peteroznamenkastih brojeva kojima niti jedna znamenka nije jednaka 1.

Peteroznamenkasti broj koji ima bar jednu znamenka 5 se ne nalazi u P, Peteroznamenkasti broj koji
ima bar jeduu znamenka 1 se ne nalazi u J. Peteroznamenkasti broj koji ima bar jednu znamenku 5 i
bar jednu znamenku 1 se ne nalazi ni u P niti u J.

Trazenih peteroznamenkastih brojeva ima koliko svih peteroznamenkastih brojeva bez onih koji se
nalaze u skupu P ili skupu J.

Neka je = trazeni broj.

Broj svih peteroznamenkastih brojeva je n = §- 101010 10 = §0000. Broj svih brojeva v P je
m==8-9-9.9-9.

Broj svih brojeva u J jepz =8-9-9-9-9.

Broj svih brojeva koji se nalaze i w skupu P i u skupu J istovremeno je p3 =78 &-8-8& Neka je
P = p1-+parp3 broj brojeva koji se nalaze u skupu P ili u skupu J. Sada imamo da je p = 2-8- 978t =
76304.

Slijedi da je trazent broj jednak

z =n~p= 90000 — 76304 = 13696.

M

A B
Nela je totka B noziste visine iz vrha A na stranicu CM trokuta ACM i neka jo totka F presjek
visine AE i dijagonale BD tetverokuta ABCD. Otito je PIABCD) = P(ABD)+P(BCD) i PIACM) =
HoeMml-|AE|.
2
Buduéi da je P(ABD) = §|Bl)t |AF}, » P(BCD) = §|BDj . |FE|, jer je trokut BCD polovina
paralelograma DBOM, kome je EF visina, to vrijede redom ove jednakosti:

P(ABCD) = 4| BD}- |AF| + 3|BD| - |FE|,
P{ABCD) = }|BD|- (JAF| + |FE]),

a 2hog |AF| + |FE| = |AB| i |BD| = [CM] dobivamo da je P(ABCD) = [CM) - |AE|, & to znadi da je
P(ABCD) = PIACM).
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8. razred

. lzratunaj sljedeéu razliku umnoZaka mjeSovitih brojeva:

23 2 23 a3
: o, 1B,
VIS8 - Wiy = 18000 - 183y

. Na jednom natjecanju iz matematike bilo je postavijeno 5 zadataka, a

nagrade su dobili oni uéenici koji su totno rijesili barem dva zadatka.
Na natjecanju su sudjelovala 32 ucenika, a nagrade ih je dobilo 25%.
Dokazi da medu zadanih 5 zadataka postoji barem jedan zadatak koji
je toéno rijesilo najvise 12 ucenika.

. Rijesi sustav jednadzbi

" = by —14
y2 = —4w+ 1

. Zadan je paralelogram ABC'D. Na stranici B(/ odabrana je totke

tako da je {BM| : [MC| = 3 : 4, a na produzetku stranice AD preko
vrha [ odabrana je totka N, tako da je |AD| : |DN| = 2: 3. Kolika je
povriina cetverokuta ABM N, ako je povriina paralelograma ABCD
jednaka 287

. Kruznici sa sreditem u tocki § upisan je éetverckut ABC'D sa okomitim

dijagonalama. Dokazi da je ndaljenost totke § od stranice AB jednaka

polovini duljine stranice (/1).
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1. Oznadimo a = 175555
Tada je dani izraz jednak

afa—1)—(a+1)-(a~2)=c*~a~(* ~Za+a-2) =0’ —a—a’+2a~a+2=2

............................................................................. UKUPNO 10 BODOVA
2. Kako je 26% od 32 jednako 8, znagi da je 8 ucenika dobilo nagrade. Tih & uéenika toéno je rijesilo
barem dva zadatka. Ostali uéenici su, njih 24 toéno rijesili najvise jedan zadatak.

Najvedi mogudi broj foéno rijesenih zadataka jest 8 - 5 + 24 = 64 u slufaju da su svi nagradeni uéenici
tocno rijesili svih pet zadataka, a preostala 24 totno po jedan zadatak.

Mi trebamo pokazati da postoji zadatak kojeg je tocnoe rijesilo najviSe 12 uéenika. Pretpostavimo suprotno
tj. da je svaki zadatak tofno ri o barem 13 uéenika. Tada bi broj toéno rijesenih zadataka bio barem
135 = 65, a Jjer je najveéi moguéi broj toéno rijeSenih zadataka jednak 64.

Dakle, postoj e toéno rijedilo najvise 12 udenika,

.......... UKUPNO 10 BODOVA
3. Zbrojimo h zadane dv.Je Jed.nadﬂ)e dobivamo jednadzbu 2 + 6y — 4w — 13. Prebacivanjem na
lijevu stranu jednak kost x?+y* — by +4+13 = 0. odnosno 22 +4a+y2 —by+13 = 0
Dol)xvenu Jednakost sada mozemo pisati u obliku 11+:L-r+4+y2 By+8 == 0. Kako je w2 +dz+d = (2+2)?

iy? —6y+9=(y—3)? dobivamo da je (z +2)*+(y—3)%> = 0. No, Lhro) kvadrata dvaju realnih hmjevn
je jednak 0 samo ako su oba broja jednaka 0 pa mora bitia+2=0iy—3=0,1j. -Ziy

Jos nismo gotovi! Trebamo provjeriti da z = —2 i y = 3 zadovoljavaju ]ednadﬂ)e sustava, Sto ]agano
provieravamo: 4= (-2)*=6-3-14=18 —14=4i9=3= 4. (-2) + 1 =&+ 1=9.
Dakle, rieSenje sustava je v = -2ip=14.

.. UKUPNO 10 BODOVA

A B
Lako se pokaze da je |[BM| = £|BC|, a zbog |BC| = |AD| vrijedi |BM| = 2|AD|. Analogno je
£|AN|, odiiosno [AN| = 3{AD|.
ke je v duljina visine paralolograma ABCD na stranicu AD. Iz zadane povréine paralelograma veijedi
jednakost JAD] v = 28 il v = 8,

Cetverakut ABMN je trapes kojemu su BM i AN vsnovice, Zato je njegova povisina P = §(|AN| +
IBM) - v, ili dalje redom

28
mm 3[AD|

1,6 41
P_E(giwu |ADY) - 'ADQ(— -)=1‘1AH:41A

< UKUPNO 10 BODOVA






[image: image6.jpg]Neka je togka M presjek dijagonala AC i BD , pri cemu je AC L BD prema uvjetu zadatka. Neka je
toéka [ presjck pravea AS i kruznice opisane detverokutu ABCD.

Tada je prema Talesovom poutku L ABE = 90“. Osim toga je X AEB = § ACB, jer su to obodni kutovi
nad tetivom AB.

Pravokutni trokuti ABE | BMC imaju dva para jednakih kutova, tj. ¥ ABE = 4 BMC = 90"

i X AEB = ¥ ACB = $ MCB. Zato ti trokuti imaju jednak i tre¢i par kutova tj. ¥ BAB = $CBM =
YCBD.

Kako su to dva ohodna kuta s pridruzenim tetivama BE, odnosno CD, to prema obratu poutka o
ohodnom kutu slijedi da je |BE| = |CD}.

Povucimo sada tockom § pravac p || BE. Neka je tocka N presjek tog pravea i stranice AB pravokutnog
trokuta ABE. Tada je SN srednjica trokuta ABE, pa je [SN| = 3IBE|, gdje je |[SN| udaljenost tocke
§ od stranice AB etverokuta ABCD.

Kako je [BE| = [CD] slijedi da je }|BE| = }|CDI, pa zamjenowm u jednakost |SN| = 1| BE| dobivamo
da je [SN| = L|CD), $to smo i trebali dokazati.

.............................................................................. UKUPNO 16 BODOVA
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