ZAVOD ZA SKOLSTVO MINISTARSTVA PROSVJETE I SPORTA
REPUBLIKE HRVATSKE

HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA

Zadaci za Drzavno natjecanje uéenika
srednjih §kola Republike Hrvatske

Pula, 7. - 10. svibnja 2003. godine

I. razred

1. Dokazite da trokut ¢ije su duljine stranica prosti brojevi ne moze imati cjelo-
brojnu povrsinu.

2. Produkt pozitivnih realnih brojeva z, y i z jednak je 1. Ako je

1 1 1
—+ 4>z tytz,
r Yy oz

dokazite da je

P 1 1 ko ok Lk
F+U—k+;2$ +y +z,

za svaki prirodan broj k.

3. U jednakokra¢nom trokutu duljina osnovice je a, duljina kraka b, duljina visine
a
na osnovicu v, pri ¢emu vrijedi: 2 + v > bV/2. Odredite kutove trokuta. Kolika

je povrsina trokuta ako je b = 8y/27

4. Koliko ima djelitelja broja 30%°93 koji nisu djelitelji broja 2020007



Rjedenja za 1. razred
Svaki zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Povrdina trokuta sa stranicama a, b, ¢ dana je, prema Heronovoj formuli, s
.. b+c
P? =s(s —a)(s —b)(s —¢), gdje je s = erote

5 . Uz oznaku o = a + b + ¢, ovo
moZemo zapisati sa

16P? = o(0 — 2a)(0 — 2b)(0 — 2¢).

Desna strana mora biti parna, pa o, takoder, mora biti paran. Mogude su dvije
moguénosti:

1° Svi a, b, ¢ su parni;

2° jedna stranica je parna a druge dvije neparne.

223
- . ’ . . . - . 4 .
2° Bez smanjenja opéenitosti mozemo uzeti da je a = 2, a b i ¢ su neparni. Kad

bi bilo b # ¢, mozemo uzeti b < ¢, pajec—b>2,tj. c>b+2=0>b+a, stojeu
suprotnosti s nejednakos$éu trokuta. Dakle, b = ¢. Kako je 0 = 2 + 2b imamo:

1° Kako su a, b, ¢ parnii prosti, morabitia =b=c=2,tj. P =

16P? = o(o—4)(o—2b)?
16P? = (2+42b)(2b—2) -4,
cdakle je
V-P=1 tj. (b-P)b+P)=1,

§to, zbog b+ P > 2, nije moguce.

2. Sredivanjem, koristeéi uvjete zadatka, dobivamo

(z-Dy-1)(z-1) = zyz—sy—-yz—zx+z+y+z-1

Za svaki prirodan broj k je zF > 1 ako i samo ako je > 11 2% < 1 ako i samo ako
je z < 1. Isto vrijedi za y* i 2. Dakle,

(z—1Dy-1)z-1) < 0 ==
(zF —1)(F -1 -1) < 0 =
ahykzk — ghyk _ ykok _ pkgk gk Lok ok 1 < —
1 1 1
k k k
r+y +2z8 < F+y_k+:—k

=V3¢N.

™~



3. Neka je promatrani trokut ABC kao na slici.

4

B a a c
2 2
Iz
2
a 2 2
— =b *
(3) + ()
primjenom K > A nejednakosti slijedi
2 a 2
I > (3 +v)
4 2

tj.
2
2% > <% + v> .
Uz zadanu nejednakost iz toga slijedi g +v=b0/2,tj v=>bV2— g—. Odavde slijedi
( ‘ b)2—0 . b=2v2
7 =0, tj b= :

2

Odavde slijedi da je ¢ ABC = 4 BCA = 45°, tj. trokut ABC je jednakokratan
pravokutan kojemu je BC hipotenuza.

Tada je P = %b"‘ = %(8\/5)2 = 64.

4. Prvo rjeSenje. Rastavimo trazene brojeve na proste faktore:

302003 — 22003 . 32003 . 52003, 202000 —_ 24000 . 52000.

Djelitelja broja 302903 ima 20043. Od tog broja treba oduzeti broj djelitelja broja
M (302003 202000y — 92003 . 52000 5 on iznosi 2004 - 2001.

Trazeni broj, dakle, iznosi 2004% — 2004 - 2001.

Drugo rjesenje. Brojevi koji su djelitelji broja 302093, a nisu djelitelji broja
20799 sy oblika:
a)y2k.3L.5m  km=0,1,2,...,2003, [=1,2,...,2003;
b)2k.5™, k£ =0,1,2,...,2003, m = 2001,2002,2003.
Brojeva pod a) ima 20042 -2003, a brojeva pod b) 2004-3. Ukupno je takvih brojeva

20047 - 2003 4 2004 - 3 = 2004 — 2004 - 2001.
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II. razred

1. Nadite sve parove realnih brojeva (z,y) za koje vrijedi

1
(2x+1)2+y2+(y—2m)2=§.

2 Tocka M je unutar kvadrata ABCD. Oznadimo s Ay, By, C1, Dy druge tocke
presjeka pravaca AM, BM, CM, DM, tim redom, s kruZznicom opisanom
kvadratu ABCD. Dokazite da je

|A1B1| - |C1D1| = |A1 Dy - |B1Ch] -

3. Za pozitivne brojeve a1, a9, ..., Gn, n > 2 oznalimo a; + a2+ ... +a, = S.
Dokazite nejednakost

a1 as [42% n
+...+

s—a; §—as s—an n—1"

4. Koliko najmanje brojeva moze imati skup A prirodnih brojeva od kojih je
najmanji jednak 1, najveéi 100, i ima svojstvo da je svaki broj iz A, osim 1,
jednak zbroju dva (jednaka ili razli¢ita) broja iz A?



Rjesenja za II. razred
Svaki zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Nakon sredivanja danu jednadzbu moZemo zapisati u obliku

3y* —6zy + (122 + 62 +1) =0. (1)

Ovu jednadzbu promatramo kao kvadratnu jednadzbu po y, pa mora biti D > 0, tj.
0 < D =36z%—12(122% + 6z + 1) = —12(92% + 6z + 1) = —12(3z + 1)?,

1
odakle je 3z +1=0,tj. z = -3 Uvrstavanjem u (1) dobiva se
9 1
3y° + 2y + 3= 0.

1
Rjesavanjem ove kvadratne jednadzbe dobiva se y = —~. Dakle, postoji samo jedan
1 1
par trazenih brojeva, (z,y) = (—g, —§>
2. Kako je AABM ~ AB1A\M, ABCM ~ ANC1ByM, ACDM ~ AND1C1 M,
ADAM ~ NAy DM, dobivamo

|AB| B |BM| |BC| . |BM|
|A1Bi|  |AiM| |B1C1|  [C1M)
|CD| _ [DM| |DA| B |DM]|
|Cy Dy |C1M|’ | Dy A | A1 M| '

Odavde slijedi

|AB| . |ICD|  |BM| |DM|  |BC| [DA]
|[AiB| |CiDy  |AIM| [CiM] |BiCh| (DAY

odakle Slljedl |AlBll . |CID1| = |A1D1| . |B101|, jer je |AB| = |BC| = ICDl = lDAl

LA



3. Uvedemo li oznaku b = s — a;, dobivamo

zn:bkz(s—a1)+(s—a2)+...+(s—an)=(n—1)s.

k=1
Sada je
T n n
ag ag ak ar + b S _ 1
Zs—a :Z—=Z<B—+1>— :Z p —-n = ———n—sz-b———n
k=1 ko k=17 k=1 \k k=1 'k k=1 "k k=1"%

Buduéije by +by+ ...+ by >2nby-by- ... by,

J1 1 1 1
—-—....._Zn. .
by by b by +by+...+b,
Odavde je
Z": n n? o n
sn - =5 ————n= ,
= -—ak_ by +by+ ...+ by (n—1)s n—1
t.

n n
2 >~

k:ls_ak -

[y

4. Neka je 1l = k) < ko < ... < ky, = 100. I uvjeta je k;31 < 2k; za svaki ¢.
Odavde je

100 = ky, < 2y < 2%k, 0 <...< 2"l =21,

Prema tome, n > 8. PokaZimo da ne moze biti n = 8.

Zaista, ako je kg = 100, onda iz k7 + kg < 64+ 32 < 100, slijedi kg = 2k7, tj. k7 = 50.
Sada iz k¢ + k5 < 32 4 16 < 50, slijedi kg = 25. No sada je ks + kg <1648 < 25,1
2ks # 25, pa se kg ne moze dobiti kao zbroj dva broja iz A.

Za n = 9 ima viSe mogudih izbora skupova s trazenim svojstvima, npr.
{1,2,3,5,10,20,25,50,100} i {1,2,4,8,16,32,36,64,100}.

Stoga skup A moZe imati najmanje 9 brojeva.
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III. razred

1. U trokutu ABC je a = |BC|, b = |CA|, ¢ = |AB|, « = S CAB, § = 4 ABC,
v= <4 BCA. A

a) Ako je a = 383, dokazite da je (a® — b?)(a — b) = bc?.

b) Da li vrijedi obrat? Obrazlozite!

2. Dokazite jednakost

[n(n + 1)} _ tn + 1J
an-21 | 4 |’
za svaki prirodan broj n > 2.

3. Svi bridni kutovi pri vrthu D tetraedra ABCD jednaki su «, a kutovi izmedu
dviju strana tetraedra kojima je jedan vrh D jednaki su ¢. DokazZite da postoji
to¢no jedan kut o za koji je ¢ = 2a.

4. Imamo 8 kockica duljine brida 1 ¢ije su 24 strane obojene plavo, a preostalih
24 crveno. Dokazite da se od tih kockica moze sloziti kocka (2 x 2 x 2) na €ijem
oplogju ¢e biti jednak broj plavih i crvenih kvadrata (1 x 1).



Rjesenja za III. razred
Svaki zadatak vrijedi 25 bodova.

1. a) Kutovi trokuta su 3, a = 38 i v = 180° — 4. Prema poucku o sinusima
imamo

sin(38) _ sinB _ sin(180° —48) 1 ke R+
- - - "];1 )

a b c

odnosno
a=ksin(38), b=ksinB,  c=ksin(4p)
Dovoljno je provjeriti jednakost
(sin*(38) — sin® B)(sin(35) — sin B) = sin Bsin®(48),
tj.
(sin(38) + sin B)(sin(3f) —sin #)* = sin Bsin’*(40),
2sin(2f) cos B -4cos?(28)sin? B = sin - 4sin?(286) cos?(28),

Sto se lako provjeri.

b) Obrat ne vrijedi. Dovoljno je pokazati da postoji neki trokut za koji vrijedi
jednakost (a? — b%)(a — b) = bc?, ali ne vrijedi o = 38. Mozemo uzeti o, 81 (npr.
a =15% B = 125° i v = 40°), takve da je o = 38 — 360°, a da je sinc = sin(34).
Vrijedi (a® — b%)(c — b) = bc?.

2. Iz
n(n+1) n+1 n+1 n+1l 1
= < - 2, 1
in -2 i Tion-n <4 tp®n” )
slijedi
n+1<n(n+1) . [n+1JS{n(n+1)J. @)
4 4n — 2 4 dn — 2
Dokazimo jo$
n(n+1)<[n+1J+1 3)
in — 2 4
Promotrimo ove slucajeve.
a)Zan=4k+r, r=0,1,2je
n+1 n+1 1
l=k4+1> ——+-
[ J+ + D
pa nejednakost slijedi zbog (1).
b) Za n =4k + 3 je
[n+411 1 n+1 1
1:k 2 k 1 —- = —
| J+ +2> k414 Tt

pa nejednakost vrijedi zbog (1). U oba slucaja vrijedi (3).

x



Iz (2) i (3) slijedi trazena jednakost.

3. Neka su na bridovima DA i DC totke E i F, takve da je |DE| = |DF| = 1.
NoZista okomica iz tocaka F i F na pravac BD je totka G. Prema definiciji kuta
izmedu dviju ravnina je ¢ = 4 EGF.

D

Al

L.

Y

B

Oznat¢imo li |GE| = |GF| =z, |EF| =y, tada je siha =z, sin% = g, Sin% =5
x

Odavde je

simg 1

%
Sin — = — =
2 sin v 2c0s5

Kako je ¢ = 2q, to je ZSinacos% = 1, odakle se dobije

4sin S cos? % =1, 4sin3(1—sin23>=1, 4sin S —4sin s 41 =0.
PR D) 5 2 2

Stavimo li ¢ = sin % posljednja jednadzba prelazi u 4¢3 — 4t + 1 = 0. (1)

2
Bududida je 0 < o < 7, to je 0 < % < g, o<t l/Z—_— Zbog toga je dovoljno
pokazati da jednadzba (1) ima to¢no jedno rjeSenje u intervalu | 0, - |-

Promatrajmo sada funkciju f(t) = 4t — 4t + 1.

2
Vrijedi: f(0)=1>0if(§> =V2-2v2+1=1-V2<0.
Kako je f(t) polinom na skupu realnih brojeva, iz f(0) > 0 i f 5 < 0, za-
kljuCujemo da f ima (barem) jednu nultocku na intervalu [ 0, - )

Treba jo§ pokazati da je to i jedina nultot¢ka na tom intervalu.

Iz f(-2) = =324+8+1 = -23 <01 f(0) > 0, vidimo da je druga nultocka
promatrane funkcije u intervalu (—2,0).

2
Isto tako, zbog f (%) <01 f(1) > 0, treca nultocka te funkcije je u intervalu

(%)



Budu¢i da polinom treéeg stupnja moze imati jednu ili tri realne nultocke, slijedi da

2 . ..
jednadzba (1) ima tofno jedno rjeSenje u intervalu (lé:, 1). To znaci da postoji

samo jedan kut o za koji je ¢ = 2a.

4. Slozimo proizvoljnu 2 x 2 x 2 kocku i neka na njezinom oplosju ima m plavih
1 n bijelih kvadrata (m > n). Ako je m = n onda smo gotovi, a u protivnom
oznatimo s d = m —n > 0. Pritom je d paran broj jer je m +n = 24 pa je
d=m+n—-2n=24—-2n=2(12 - n).
Promotrimo sljedece poteze.

Rotacijom kockice oko jedne njezine osi za 90°, totno jedna strana postane nevidlji-
va, a time neka druga postane vidljiva. Pritom d ostane jednak ili se promijeni za
2.

Koristeci tri ovakve rotacije mozemo kockicu okrenuti tako da sve tri vidljive strane
postanu nevidljive i obratno. Ako ovo napravimo sa svim kockicama, vidljive ée
postati sve nevidljive strane, a to je n plavih i m crvenih. Dakle, novid' =n—m =
—d.

Prema tome, kako se uzastopnim rotacijama d mijenja za 2 ili 0, a kako smo postigli
da d promijeni predznak, i uz to je d paran, to znagi da u jednom trenutku d sigurno
mora biti jednak nuli, $to smo i trebali dokazati.
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IV. razred

1. Neka je I tocka na simetrali kuta ¢ BAC trokuta ABC, a M i N redom tocke
na stranicama AB i AC, takve da je J ABI = JNIC i 4 ACI =3 MIB.

Dokazite da je I srediste upisane kruznice trokuta ABC ako i samo ako su
tocke M, N 11 kolinearne.

2. Niz realnih brojeva (a,)n>0 ima svojstvo da za sve m > n > 0 vrijedi

1
Am+n +am_pn = §(a2m =+ a?n) .

Odredite aggp3 ako je a; = 1.

3. Prirodni brojevi od 1 do 2003 poredani su u niz. Na nizu vrimo ovu operaciju:
ako je prvi broj u nizu jednak k, okrenemo poredak prvih k brojeva. Dokazati
da se nakon konac¢no uzastopnih primjena ove operacije broj 1 pojavi na prvom
mjestu, nezavisno od pocetnog rasporeda.

4. Dokazite da je

()12

djeljivo s p, za svaki prost broj p i svaki prirodan broj n > p.

\\



Rjesenja za IV. razred
Svaki zadatak vrijedi po 25 bodova.

1. Neka je I srediSte upisane kruznice. Tada je

<)NIC=<1ABI:§ i <)MIB=§(ACI=%,

te 4 BIC = 180° — (g + g—) , odakle odmah slijedi

IMIN =3 MIB+ JBIC + 3 CIN = 180°

tj. totke M, N i I su kolinearne.

Pretpostavimo sada da su tocke M, N i I kolinearne. Neka je

JABI =4 NIC=p, 4CBI=p =5~}

JACI=4MIB=7v, 4BCI=y=v—m.

Neka je A; tocka u kojoj simetrala Al kuta ¢ BAC sijece stranicu BC. Vrijedi
§BIA; = ABI+ S BAI =0 + 5.
Sliéno je S CTA; =y + %, paje 4 BIC = a+ f1 + 71- Stoga je

IMIN =y +(a+fi+m)+ b =a+20 +27 .

Kako je
IMIN =180° =a+B+v=a+ (B +6)+(n+7),

o 1 N .
slijedi 1 + 1 = B2 + 72 = 5(6 + 7). Konaéno je

\T



<)BIC=a+ﬁ1+71:a+—ﬁ%z:%+90°.

Jedine dvije totke T na simetrali kuta 4 BAC za koje vrijedi 4 BTC = % + 90°

su sredista upisane i srediste pripisane kruznice. Kako se samo prva od njih nalazi
unutar trokuta, slijedi da je I srediste upisane kruznice. (I je unutar trokuta jer su
M i N na stranicama trokuta ABC.)

2. Uvrstimo li m = n, dobivamo a9, + ag = %(qu + agm), tj- ap=0.
Zan=0je am+am= —;—(an + ag), tj. asm = 4am. (1)
Ako je m = n + 2, onda je

agn42 + a2 = ;:(a2n+4 + azn)- (2)
Iz (1) slijedi agn42 = @y(nq1) = 4an41 1 a2 = 4a; =4, pa je
Aonyo + a2 = 4ant1 + 4a; = 4(ans1 +1). (3)
S druge strane, iz (2) i (1) imamo
agnto + a2 = %(4an+2 +4ay) = 2ap42 + 2a5,. (4)

Iz (3) i (4) dobijemo rekurzivnu relaciju

Gn42 = 2ap41 — Gn + 2, ag =0, a;=1.

Mozemo rijesiti ovu diferencijsku jednadzbu, ali i naslutiti rjeSenje jer je ag = 4, ag =
9, ag = 16, ... Pretpostavljamo da je a, = n?. Ovo ¢emo dokazati matematickom
indukcijom. '

1° Zan = 0in =1 tvrdnja vrijedi.

2° Pretpostavimo da je an, = n? i any1 = (n +1)% za neko n > 0. Tada je

tnpz =2 +12 —n?+2=n+4n4+4=(n+2)".

Time je dokaz zavr3en.
Dakle, a92003 — 20032.



3. Dokaz éemo provesti indukcijom za svaki n.
1° Za n =1 tvrdnja je ispunjena.
2° Neka je n > 1 i tvrdnja vrijedi za n — 1. Moguéa su dva slucaja.

a) n je na zadnjem mjestu. Tada se n ne moze pomaknuti jer jedini nacin da se
neki broj pomakne sa zadnjeg mjesta je da n bude na prvom mjestu. Stoga mozemo
primijeniti pretpostavku indukcije za n — 1, i time je tvrdnja dokazana u ovom
slu¢aju.

b) n nije na zadnjem mjestu. U ovom slucaju, ako tokom provodenja operacije n
dode na zadnje mjesto onda opet primijenimo a). To ¢e se dogoditi jedino ako potez
prije toga n bude na prvom mjestu. Pokazimo da se ne moze dogoditi slu¢aj kada
je n izmedu drugog i (n — 1). mjesta i uvijek tamo ostaje. Pretpostavimo suprotno,
tj. da je nakon svakog poteza broj n izmedu drugog i (n — 1). mjesta. To znaéi da
se s brojem na onom mjestu gdje je bio n nikad nije vrdila dana operacija. U tom
slu¢aju mozemo pretpostaviti da smo n zamijenili s brojem koji je na pocetku bio
na zadnjem mjestu. I sada ponovo prema pretpostavci indukcije dobijemo broj 1 na
prvom mjestu, §to je u suprotnosti s pretpostavkom. Dakle, uvijek se 1 pojavi na
prvom mjestu.

4. Oznaimo s N onaj od brojevan, n—1, ..., n—p+1 koji je djeljiv s p.
Tada jei | -] = —, pa imamo
P P

<n>~{nJ nn-1)...(N+)NN-1)...(n—-p+1) N

p p p! p
N !
= —ﬁ(n(n—1)...(N+1)(N—1)...(n—p+1)—(p—1).). ()
Ostaci pri dijeljenju brojevan, n—1, ... N+1, N—1, ..., n—p+1s psu brojevi

od 1 do p — 1 (svaki se javlja po jedanput) pa je umnozak
nn—1)...(N+1D)(N-1)...(n—p+1) oblikka C-p+(p—1)!

za neki prirodan broj C, a to znaci da je izraz u zagradi u (x) djeljiv s p, a onda je
to 1 broj

nn—1)...(N+1)N(N-=1)...(n—p+1) N(p—l)!.

A= -
D p
- - s 3 In 1 n n 1
Kako je p relativno prost s (p—1)! (jer je p prost), tada je i ( ) - [—J = ( )i - A,
P p p—1)

koji je djeljiv s p.

hYAN



