MINISTARSTVO ZNANOSTI, OBRAZOVANJA I SPORTA REPUBLIKE HRVATSKE

HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVOQ

MATEMATIKA

Zadaci za opéinsko-gradsko natjecanje ucenika
srednjih §kola Republike Hrvatske

5. ozujka 2004.

I. razred

1. Dana je funkcija f : Z — Q, za koju vrijedi:

1+ f(2)
1- f(z)’

Ako je f(1) = 2, odredite f(2004).

flz+1)= za svaki z € Z.

2. U pravokutnom trokutu ABC to€ka D je noZiste visine iz vrha C na hipotenuzu
AB. Na kateti BC odabrana je tocka E tako da je [CE| = -;—[BDI, a na duZini
AE totka F tako da je |EF| = |CE|. Dokazite da je |AF| = |AD|

3. Dokazite da je

\‘71 — 27/26 4 9V/262 + /26

cijeli broj i odredite ga.

4. Odredite sva realna rjeSenja sustava jednadzbi:

T1+Zo+ ...+ x2004 = 2004,

Titad+.. +aloos = o +23 .+ 20



Rjesenja zadataka za I. razred.

Svaki to¢no rijesen zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Prvo rjesenje. Koristeéi svojstvo funkcije,

f(x+1)=1—%i—;, zaz € Z,
i poCetni uvjet
f) =2,
dobivamo
1+
1+ f(2) 1
f@ = =70 ~ 3
o 1+fB) _ 1
o) = 148 —2 = 1),
14 f(5) _ 14+f(Q) _ _
_ 1+f(6)_1+f(2)__-l__
_ 1+f(7)_1+f(3)__1__
Odavde slijedi f(n +4) = f(n) zan € N.
Konaéno je
£(2004) = £(2000) = £(1996) = ... = f(4)=%.

Drugo rjesenje. Za prirodan broj n i danu funkciju f vrijedi:

fin+1)

f(n+2)

fn+4)

1+ f(n)
T (n)’
1+ f(n)
1+ fn+1) T T i) 1

- fa+D) [ _ L+ i)’

1

 f(n+2)

1-f(n)

= f(n).

(1)

(2)

15 bodova

10 bodova



Dakle, funkcija f ima svojstvo f(n +4) = f(n). 15 bodova
1
Sada je £(2004) = £(2000) = f(1996) = ... = f(4) = 5 - 10 bodova
2.

A q D P B

Oznagimo li |[BD| =pi|AD| =g, tadajep+g¢=|AB|=c
Prema Euklidovom poucku je [CA| = b = ,/cq. 5 bodova

Primijenimo li Pitagorin poutak na pravokutan trokut AEC dobit éemo:

2
|AE|> = |CAP* +|CE® ili (JAF|+|EF|)?® =0+ (;i) i 5 bodova

Odavde je

p\>_ . P
(IAF|+§) —2+ L, |AFI(AF +p) =g, b

|AF|(|AF| +p) = q(g +p) - 10 bodova’
Iz posljednje jednakosti zaklju¢ujemo da je |AF| = g, tj. |AF|=]AD|. 5 bodova

3. Prvo rjedenje. Stavimo a = \7 1 — 27Y26 + 9vV/262 + ¥/26. Imamo

J1- 0192+ 9¥262 = a— V26, .

1 - 27926 +9v262 = (a— ¥/26)3

(a3 — 26) - 3a2¥/26 + 30262 .

Il

10 bodova
Odavde slijedi

a3 —-26=1, -3a®=-27, 3a=9.

Ovaj sustav jednadzbi je zadovoljen samo za a = 3. Prema tome, dani
broj je jednak 3. 15 bodova



Drugo rjesenje. Mozemo transformirati izraz pod korijenom:

\“ﬂ — 27926 + 9V/262 + V/26

= /3 2736 + 99267 — V263 + Y26
= Y(B- Y263+ Y26 = 3-V26+ V26 = 3.

25 bodova
4. Iz prve i druge jednadzbe sredivanjem dobivamo
(z1-1)+(x2-1)+... + (2004 —1) = 0
= 23z — 1)+ 23(z2 — 1)+ ... + 3004 (22004 ~ 1) ,
odnosno,
(23 —1)(z1 — 1) + ... + (z3p04 — 1)(T2004 = 1) = 0,
(z1 — 1)2(2? + 21 +1) + ... + (z2004 — 1)*(23g0s + T2004 +1) = 0.
Kako je 2 + z; +1 = (x,-+ %)2+% >0zai=1,2,...,2004,
dobivamo jedino mogude rjeSenje £ = 3 = ... = Ta004 = L. 25 bodova

Za pogodeno rjeSenje, bez dokaza da je to jedino rjeSenje, 5 bodova.
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II. razred

1. Ako su duljine dviju visina trokuta 10 i 6, dokazite da je duljina treée manja
od 15. ,

2. Dokazite da su za svaki prirodan broj n rjeienja kvadratne jednadzbe

onz? —2(n? + 1)z —n? -1=0,
iracionalni brojevi.
3. Odredite sva rjesenja jednadibe z* — z% — 10z + 2z +4 =0.

4. Trokut ABC je jednakokratan (JAB| = |AC]) a totka D je na onom luku BC
trokutu opisane kruznice koji ne sadrzi vrh A. Nadalje, totka E je sjeciste
pravca CD i okomice iz vrha A na taj pravac. DokazZite da vrijedi:

|BD| + |DC| = 2| DE].



Rjesenja zadataka za II. razred.
Svaki to¢no rijesen zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Neka su a, b i ¢ duljine stranica trokuta, a hq, hy i ke njegove
visine. Tada je

2P = ah, = bhy = ch, . (1) 5 bodova
Mozemo uzeti hy = 10 i by = 6. Treba dokazati da je h, < 15.
h 5
Iz (1) dobivamo b = aha = 30 5 bodova
b

Iz nejednakosti trokuta slijedi

b—a < g
2 a < ¢
3 b
e .3
c 2
5 bodova
a he ..., he 3
Iz - = Ei slijedi T(CS <3 odnosno h. < 15. 10 bodova
2. Diskriminanta kvadratne jednadzbe je
D = 4(n?+1)2+8n(n®+1)
= 4024+ 1)(n*+2n+1)
= 4(n+1)?}n2+1)>0,
§to znai da su njezina rjesenja realna. 5 bodova

Tvrdimo da v/D nije racionalan broj. Pretpostavimo suprotno,
tj. da je VD racionalan broj. Tada je v'n? + 1 racionalan,
odnosno (zbog n € N) v/n? + 1 mora biti prirodan broj. 5 bodova

Neka, je v/n? + 1 =t prirodan broj. Tada je

nP+1 = t*,
2—-n? = 1,
(t—n)t+n) = 1.

Ovo je moguée jedino ako jet —n=11i t+n=1. No tada je
n = 0. Kako 0 nije prirodan broj, doli smo do kontradikcije. 10 bodova

Dakle, v/D nije racionalan broj, a kako su rjeSenja jednadzbe
realna, ona su iracionalna. 5 bodova



3. Kako 0 nije rjesenje jednadzbe, dijeljenjem s 22 dobije se

4

2
2 —z-10+=+ = =0.
X T

. o e 2 . 4 .
Uvedemo li supstituciju t = z — o tada je t? = 22 — 4 + ot tj.
4
2+ =t +4
z
Jednadzba sada poprima oblik

24+4-t-10=0 tj. t2—t-6=0.

Rjesenja ove jednadzbe su t) = 3, {3 = —2.
2
Zat=3jex—— =3, tj. 22 — 3z — 2 = 0 i rjeSenja su
x
3+ V17
T2 = —p

2

Zat=-2jex—— =—2,tj. 22+ 2z — 2 = 0 i rjeSenja
T

Su Ir3q4 = —1:]:\/5.

4. Neka su ispunjeni uvjeti zadatka i F € DC, |CF| = |BD|,
|DF| > |DC|. Oznatimo joi 4 DBA=¢. "

Tada je S DCA = 180° — ¢, pa je S FCA = ¢.

Stoga su trokuti ABD i ACF sukladni (dvije stranice i kut medu

njima), pa je |AD| = |AF|, tj. trokut ADF je jednakokraCan.
Zbog AE 1 DF vrijedi: |DE| = |EF| = |EC| + |CF].

Sada je

|DB| +|DC| = |CF|+|DC|

|CF|+ (|DE| +|EC])
|DE| + ([EC| + |CF))
|DE| + |DE| = 2|DE]

ll

tj. |DB| + |DC| = 2|DE], 5to je i trebalo dokazati.

5 bodova

5 bodova
5 bodova

5 bodova

5 bodova

5 bodova

10 bodova

10 bodova
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II1. razred

1. Rijesite jednadzbu

1
logs (5% + 125) = logg 6 + 1 + =

2. Dva susjedna vrha kvadrata nalaze se na kruZnici polumjera 1. Kolika je maksi-
malna udaljenost sredista kruznice od jednog od preostala dva vrha kvadrata?

3. Rijesite jednadibu

tg2(:v+y)+ctg2(:c+y) =1-2z—z%.

4. Ako su «, B i v kutovi trokuta s duljinama stranicama a, b i ¢, dokaZite

nejednakost

2 b2 2
% ——+%Z4(sm 2+sm §+Sln21\



Rjesenja zadataka za III. razred.
Svaki to¢no rijeSen zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Jednadzbu transformiramo u pogodniji oblik:

log5(5i' +125) = logs6 + logs 5l4e:

il

logs(5= + 125) logs(6 - 51+2)
1 14
554125 = 6.5l
1 1
584125 = 6-5-5%,

5% —30-52 4125 = 0.

5 bodova
Supstitucijom ¢ = 53¢, jednadzba prelazi u t2 — 30t 4 125 = 0.
Njezina rjeSenja su t; = 5, ty = 25. 10 bodova
1 1
1°t=5 = 5w=5 = —=1 = z=r:;
2x 2
1
2°1=95 = 5m=2 = —=2 = r=.
2x 4
. 1 1
RjeSenja jednadzbe su z; = 5 2= 10 bodova

2. Neka su totke A i B na kruznici, vrhovi kvadrata. Dovoljno
je promatrati slu¢aj kada su sredidte O kruznice
i tocke C, D s razliitih strana pravca AB.

Koristeéi Pitagorin pou¢ak dobivamo:
|0D? = |0Q[? + |QDJ* = (|OP| +|PQI)* + QDI = (|OP| + 2|AP|)* + |AP|* .
5 bodova

Ako je ¢ =3 AOP, koristeéi |OP| = |OA|cos¢p =cos¢ i
|AP| = |OA|sin ¢ = sin ¢, dobivamo



|OD|?> = (cos¢ + 2sin¢)? +sin ¢

i
v

= cos2¢+sin2¢>+4sin2¢+2-2sin¢cos¢ 5 bodova.

= 1+ 2sin? ¢+ 2cos? ¢ — 2cos? ¢ + 2sin? ¢ + 2sin 2¢

= 3+ 2sin2¢ — 2cos2¢ ' 5 bodova
= 3+2V2sin <2¢ - % 5 bodova

. . T T . . .
Maksimum se postize za 2¢ — 7 = 5 1oniznosi

maks [OD| = \/3+2v2= /(1 + V22 =1+V2. 5 bodova

3. Vrijedi:
tg?(z+y) +ctg’z+y) = (tglz+y) - ctg(z +19))? + 2tg(z + y)ctg(z + v)
= (tg(z+y)-ctglz+y))*+2.

Odavde zaklju€ujemo da je tg(z + y) + ctg®(z +y) > 2. 5 bodova
Desna strana se moze pisati u obliku

1-2z~22=2-(1+2z4+2}) =2-(1+z)?2<2. 5 bodova
Odavde zakljutujemo da ée zadana jednadzba imati rjesenje samo
za vrijednosti x za koje je

tg?(z+y)+ctgd(z+y)=2 i 1-20—-22=2. 5 bodova
Prva jednadzba je zadovoljena za tg(z + y) = ctg(z + ) , tj.

A
zatg(x+y)::t1,ilia:+y=7zr+—27r-, keZ. 5 bodova
Druga je zadovoljena ako je (x +1)2 =0, odakle je £ = —1 . 5 bodova

k
Dakle, rjesenja jednadzbe su z = —1, y = Z—+ 14 7” keZ.

4. Kosinusov poudak zapig§imo u obliku
2

2bccosa+a® =b% 4+ ili 2cosa+Z—=E+-Z-. 5 bodova
C

Kako je g + g > 2, dobivamo

2

a o

— >2(1 — cosa) = 4sin® =

e 2 (1 = cosa) in® >,

1 na sliGan nacin

2 2

3 B c 27

——>4sxn2-—, — > 4sin” — .
- 2 ab — 2

Zbrajanjem ove tri nejednakosti dobivamo nejednakost koju je
trebalo dokazati. : 20 bodova
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IV. razred

1. Ako je z rjeSenje jednazbe z? — z + 1 = 0 izra€unajte zbroj

2004 1
zZ7 52004

- 2. Ako su n i k prirodni brojevi, k < n, dokazite nejednakosti

nt_ (n) _nt

kk = \k) ~ k'~

3. Kut izmedu dva susjedna pobo¢na brida pravilne Sesterostrane piramide jednak
je kutu izmedu poboénog brida i baze. Odredite taj kut.

4. Za koje realne brojeve a postoji kompleksan broj z sa svojstvima:

lz4+v2|=va2-3a+2 1 |z+iV2|<a?



Rjesenja zadataka za IV. razred.
Svaki to¢no rijesen zadatak vrijedi 25 bodova.

1. MnoZenjem jednadZzbe sa z + 1 dobivamo

241=0 tj. 2 =-1. 15 bodova

Tada je 28 = 11 22004 = (26)331 = 1, pa je traZena suma jednaka 2. 10 bodova

Napomena 1. Na bilo koji naéin (npr. rjeSavanjem kvadratne
jednadzbe i potenciranjem ili koriStenjem Moivreove formule)
izvesti zakljucak 23 = —1 ili 28 = 1, donosi 15 bodova.

2. Promatrat éemo najprije lijevu, a zatim desnu nejednakost.
k k _ —
e r <(n) - T <n(n 1)...(n—k+1)

kF = \k = k(k-1)...2-1
.. . .n _n-—1
Dovoljno je pokazati dajezgﬁ, 0<!<k-1. Nakon

sredivanja dobije se ekvivalentna nejednakost k < n, koja je istinita. 15 bodova

n nk nn—=1)...(n—k+1) _nF
° < — = < —.
2 (k)‘k! k! ~ k!

Ova nejednakost je ekvivalentna sa sljedeCom

nn-1)(n-2)...(n-k+1)<n-n-n-...-n,
koja je oito istinita. 10 bodova
3. Prema oznakama na slici je

a . fa 2 2 N
7= cosf tj. <3> =cos” . (1) ‘5 bodova

o




Po kosinusovom poucku je

o2 = 2% —2b%cosa [ :b?

a\?
(3) = 2-—2cosc. (2)
5 bodova
Iz (1) i (2) dobijemo: cos? f =2 —2cosa. 5 bodova
Kako je f = a, dobijemo kvadratnu jednadzbu
cosfa+2cosa—2=0,
&ija su rjeSenja (cosa)ip = —1% V3. 5 bodova
Zadovoljava samo rjeSenje cos o = V3—-1,tj. a= arccos(v/3 — 1)
ili o & 42.94°. 5 bodova
Napomena 2. Za tocno rjedenje dovoljno je staviti cosa = V3 -1.
4. Da bi jednadZba imala smisla moraju biti zadovoljena

ova dva uvjeta:
1° a2 ~3a+2>0 = a€(-00,1U[2,00),
2° a>0.
Oba uvjeta su zadovoljena za a € (0,1} U [2,00) . : 5 bodova
Definirajmo:

A = {ze€C:|z+V2|=Va?-3a+2}

= rub ki ((-v2,0),Va* —3a +2),
B = {z€C:|z+iV/2|<a}
= unutrasnjost k2 ((0, —v/2),a) .
5 bodova

%z "




Trazeni broj a ée postojati ako i samo ako je udaljenost sredista

S 1 Sy kruznica k; i kg, a ona iznosi d(Si, S2) = 2, manja

od zbroja njihovih polumjera, ry = Va2 -3a+2 i 12 =a,

i da polumjer r; kruZnice nije tako velik da kruznica S; u potpunosti

sadrzi kruznicu Sptj. mp+712>2 1 1 <2+ 72. 10 bodova
Slijedi,

a?-3a+2>2—-a. (1)

Zaa>2je2—a<0i(l) je zadovoljeno .

Za a < 2 imamo

Va2 —3a+2>2-a>0 = a®—3a+2>4—4a+ad’

odakle je a > 2, §to je kontradikcija. U tom slu¢aju ne postoji
traZeni a.

Drugi uvjet je zadovoljen ako i samo ako je

Va2 —-3a+2<2+a tj. 0<2+7a,

a, kako je a > 0, ovaj uvjet je zadovoljen.

Zakljuéujemo da mora biti a > 2. 5 bodova



