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7. razred

1. Odredi troznamenkasti broj abc, tako da je dvoznamenkasti broj @c jednak 12%
broja abc.

2. Sok od narance odredene koncentacije dobije se razrijedivanjem naranéinog sirupa
vodom. U jednoj boci nalazi se sok koncentracije 20%, a u drugoj koncentracije

1
50%. Kad bismo - soka iz prve boce prelili u drugu bocu, sok u drugoj boci

bio bi koncentracije 42.5%. Kad bismo soku iz prve boce dodali sav sok iz druge
boce i jos 3 litre vode, dobili bismo sok koncentracije 22.5%. Koliko je soka u
kojoj boci?

3. Koliko ima uredenih parova cijelih brojeva (m, n) takvih da je

Im| + |n| < 20057

4. Konstruiraj trokut ABC ako je v, = 3.5 cm, b = 4 cm i polumjer opisane kruznice
T =3 cm.

5. Dan je siljastokutan jednakokracan trokut ABC. Simetrala kuta /ABC sijece
krak AC u tocki D. Okomica toskom D na simetralu BD sijeCe pravac AB u
tocki F. Paralela totkom D s osnovicom AB sijece krak BC u tocki E, a visinu
iz vrha C na osnovicu AB u tocki M. Dokazi da je

L
|DM]| = £|FB|



RJESENJA ZA 7. RAZRED

1. Kako je 12% = & = -2-33, to zbog uvjeta zadatka vrijedi jednakost ac = %ﬁ, tj. 25(10a +¢) =
3(100a + 10b + ¢), odnosno 50a + 306 = 22c.

Iz zadnje jednakosti slijedi da je broj 22¢ djeljiv sa 10 jer su oba pribrojnika djeljiva sa 10, a to znagdi
da je ¢ = 5, zato jer je oéito ¢ # 0.

Stoga je 50a + 30b = 110, odnosno 5a + 3b = 11. Kako je ba < 11, slijedidajea=1ili a = 2.

Za a = 1 dobivamo da je b = 2, pa je abc = 125. Za a = 2 zadatak nema rjeSenja.
............................................................................ UKUPNO 10 BODOVA
2. Neka su z i y redom koli¢ine soka u prvoj i drugoj boci (u litrama). Buduéi da je koncentracija
soka u prvoj boci 20%, u prvoj boci je ém litara sirupa. Sli¢no, u drugoj boci je %y litara sirupa.
Nakon prelijevanja % sokla, tj. (l—iz litiara soka iz prve boce u drugu, u drugoj boci bi se nalazilo %z +y

litara soka, odnosno § - 3z + }y = &z + Ly litara sirupa. Koncentracija je tada 42.5%, odnosno

1 1 1
— =y = 0.425(= .
3%+ 3Y 5(gz +y) (1)
Kad bismo soku iz prve boce dodali sok iz druge boce i 3 litre vode, u boci bi bilo = + y + 3 litre soka,
tj. £ + 3y litara sirupa. Koncentracija je tada 22.5%, odnosno

>

%x + %y =0.225(z + y + 3). (2)
(1) i (2) daje sustav jednadzbi z — 2y = 0, z — 11y + 27 = 0. Rjesenje sustava je r = 6, y = 3.
Dakle, u prvoj posudi su 6 litara, a u drugoj 3 litre soka.
............................................................................ UKUPNO 10 BODOVA
3. Pogledajmo ponajprije koliko ima uredenih parova (m,n) gdje su m i n prirodni brojevi koji
zadovoljavaju uvjete zadatka. Ako je m = 1, onda n moZe poprimiti vrijednosti 1,2,3,...,2003;
ako je m = 2 onda n moze poprimiti vrijednosti 1,2,3,...,2002;...; ako je m = 2003 onda n moze
poprimiti samo vrijednost 1. Dakle, uredenih parova (m,n) gdje su m i n prirodni brojevi ima

2 - 2004
1+2+3+.‘.+2()03=M:ZOWOOG.

Pogledajmo sada koliko ukupno ima uredenih parova (m, n) koji zadovoljavaju uvjet zadatka, gdje
sum in cijeli brojevi razli¢iti od nule. Iz uvjeta |m| + |n| < 2005 slijedi da svakom uredenom paru
(m,n) prirodnih brojeva koji zadovoljavaju zadani uvjet mozemo pridruziti uredene parove (—m,n),
(m, =n) i (~m,—n) cijelih brojeva koji zadovoljavaju uvjete zadatka. Prema tome, broj uredenih
parova cijelih brojeva (m, n) koji su razli¢iti od nule ima ukupno

4 - 2007006 = 8028024.

Konagno, preostaje prebrojati uredene parove kojima je barem jedna koordinata jednaka nuli. Ako
Je m = 0, onda uvjet |m| + |n| < 2005 prelazi u |n| < 2005, a cijelih brojeva n koji zadovoljavaju
taj uvjet ima 2 - 2004 + 1 = 4009. Dakle, uredenih parova kojima je prva koordinata jednaka nuli, a
zadovoljavaju uvjet zadatka, ima 4009. Analogno, uredenih parova kojima je druga koordinata jednaka
nuli, a zadovoljavaju uvjet zadatka ima takoder 4009. Ukupno, uredenih parova cijelih brojeva kojima
Jje barem jedna koordinata jednaka nuli ima 4009 + 4009 — 1 = 8017 jer smo uredeni par (0,0) raéunali
dva puta.

Konacno, traZeni broj je jednak

8028024 + 8017 = 8036041.
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4. ANALIZA: U pravokutnom trokutu
ANC poznate su duljine dviju stra-
nica v,i b pa njega moZemo konstru-
irati.  Kako je sredifte S opisane
kruznice sjeciSte simetrala stranica
trokuta ABC, to¢ka S se mora nalaziti
na simetrali stranice AC.

KONSTRUKCIJA

1. Konstruirati AANC.
2. Konstruirati simetralu stranice AC.
3. Konstruirati totku S kao presjek kruznice sa sredistem A i polumjerom r i simetrale stranice
AC.
4. Konstruirati vrh B kao presjek kruznice sa sredistem S i polumjerom r i pravca NC.
Zadatak ima dva rjeSenja: AAB,C, AAB,C.
............................................................................ UKUPNO 10 BODOVA
5. Neka je tocka N presjek pravaca FD i BC. Trokuti BDF i BDN
c su sukladni, pa je |[FD| = |[DN|. Buduéi da je DE paralelno s
BF i DE prolazi polovistem duzine FN, slijedi da je DE srednjica
N trokuta FBN. Iz toga slijedi da je |[DE| = 1|FB.
Pravac DE paralelan je s AB pa je trokut CDE jednakokracan s
visinom CM. Dakle, |[DM| = 1|DE|.
D M \E Sad je |DM| = 1|DE| = |FB|.
......................................... UKUPNO 10 BODOVA
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8. razred

22

1. Odredi sve troznamenkaste brojeve abc koji imaju svojstvo da je —_—
a?+b2+c?

prirodan broj.

2. Nad stranicama pravokutnog trokuta konstruirani su izvana jednakostrani¢ni
trokuti. Za njih vrijedi da je zbroj povrsina trokuta nad hipotenuzom i trokuta
nad kraéom katetom jednak zbroju povrsina trokuta nad duljom katetom i pra-
vokutnog trokuta. Izratunaj omjer duljina hipotenuze i kraée katete.

3. Nadi sve prirodne brojeve n za koje su ispravne toéno dvije od sljedeée tri tvrdnje:
1) Broj n je kvadrat prirodnog broja.

2) Posljednja znamenka broja n je 3.

3) Broj n + 15 je kvadrat prirodnog broja.

4. Ako za realni broj z, £ > 1, vrijedi jednakost

1
T—==+z+

Z

1

7

Bl

1
koliko je z + =7
xz

5. Neka je dana kruznica k sredista S i promjera AB. U nju je upisana kruznica
k, tako da dira promjer AB u sredistu S i kruznicu k. Kruznica k, dira obje
kruZnice k i k; te promjer AB (slika). Dokazi da su sredista tih triju kruznica
vrhovi jednakokrac¢nog trokuta.
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1. Dani ¢e razlomak biti prirodan broj ako je nazivnik djelitelj od 22, tj. ako je a2 + b% + c? jednako
1,2,11 ili 22. Razmatranjem tih &etiriju sluéajeva dobivaju se ovi troznamenkasti brojevi: 100, 101,

110, 113, 131, 311, 233, 323, 332.
............................................................................ UKUPNO 10 BODOVA

2. ~ . Neka su oznake kao naslici i neka je a > b. P(AGB)+ P(ACF) =
P(CBE) + P(ABC), %é + gj@ = %ﬁ + 2. Uvrstavanjem
G c*=a?+b?isredivanjem dobivamo a = b\/3.
Uvrstavanjem te relacije u ¢? = a2 + b% dobivamo da je ¢ = 2b.
Trazeni omjer duljina hipotenuze i kraée katete je 2:1.

............................................................................ UKUPNO 10 BODOVA
3. Tvrdnje 1. i 2. ne mogu istovremeno biti ispravne, jer nijedan kvadrat prirodnog broja nema
posljednju znamenku jednaku 3. Isto tako, tvrdnje 2. i 3. ne mogu biti obje ispravne, jer bi to znagilo
da je broj s posljednjom znamenkom 8 jednak kvadratu nekog prirodnog broja, a to Je nemoguce.
Dakle, ispravne su 1. i 3. tvrdnja.

Neka je n = 2% i n+ 15 = y%. Oduzimanjem prve jednakosti od druge dobivamo: y? — 22 = 15, tj.
(y—z)(y+=z) = 15. Odavde dobivamo sustave jednadzbi: (y—z = 1,y+z = 15)i (y—z = 3,y+z = 5).
Rjesenje prvog sustava je (z,y) = (7,8), a drugog (z,y) = (1,4), paje n =1 ili n = 49.

UKUPNO 10 BODOVA

4. Uvedimo zamjenu: /z = a. Tada je a > 1iuvjet glasi: >~ 5 =a+1,tj. (a—L)(a+1)=a+1.
Ovu jednakost mozemo podijeliti s a + 1 jer taj izraz nije 0 za brojeve a veée od 1. Dakle, a — ;1; =1.
Kvadriranjem zadnje relacije dobivamo a® + 5 =3, tj. z + 1 = 3.

UKUPNO 10 BODOVA

Neka je srediste kruznice k; tocka S1, a polumjer R, a srediste kruznice k, totka Sy i polumjer r.
Tada je polumjer kruznice k jednak 2R. Iz sredista S, povucimo okomicu So N na polumjer SS;. Time
je trokut §5,5; podijeljen na dva pravokutna trokuta, a primjena Pitagorina poucka na te trokute
daje: |[NS2|? = (2R—7)2—72%, |[NS2|? = (R+7)?— (R—-7)2. Izjednatavanjem tih jednakosti dobivamo
R =2r. Tada je |S1S2) = R+ 1 =3ri|SS2] = 2R — r = 3r, pa je trokut S5;5, jednakokraéan.
UKUPNO 10 BODOVA



