MINISTARSTVO ZNANOSTI, OBRAZOVANJA I SPORTA REPUBLIKE HRVATSKE
ZAVOD ZA SKOLSTVO

HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA

Zadaci za Zupanijsko natjecanje ucenika
srednjih §kola Republike Hrvatske

8. travnja 2005.

I. razred
1. Odredite sve trojke realnih brojeva z, y, 2 za koje vrijedi

doyz — ot — gyt — 24 = 1.

2. Na stranicama AB i AD paralelograma ABCD odabrane su redom
tocke E i F takveda je EF || BD. Dokazite da trokuti BCE i CDF
imaju jednake povrsine.

3. Ako su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi takvi da je
1 + 1 + 1
a b ¢

dokazite nejednakost

(a—1)(b—-1)(c—1) > 8.

4. Dokazite da je

\/1+1+1+\/1+1+1+ +\/1+ Lo 1 o005
12 22 22 ' 32 20042 ' 20052 2005

Svaki zadatak vrijedi 25 bodova.
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RjeSenja zadataka za I. razred.
Svaki toc¢no rijesen zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Prvo rjesenje. Transformirajmo jednadzbu u pogodniji oblik:
dzyz = (1+z*)+ (y1+2%)
dryz = (1—2%)? +222 + (v — 22)2 4 2¢%22
0 = (1-2%)2+ (3> — 22)% + 2(2? - 2zy2z + y222)

0 = (1-2) 4 (y% - 22+ 2(z — y2)°.
Napomena. I sli¢no svedeno na oblik ”suma kvadrata = 0. 15 bodova
Odavde dobivamo: 22 =1, 3% =2? z=yz, 5 bodova
odakle je (z,y,2) € {(1,1,1),(1,-1,-1),(-1,~1,1),(~1,1,-1)}. 5 bodova

Drugo rjesenje. Koristimo nejednakost izmedu aritmeticke i
geometrijske sredine:

oyt 2t 41 =~

TYz = 1 Vat-yt- 241 = |zyz| > o2
10 bodova,
Jednakost vrijedi ako i samo ako je z? = y* = 24 =1 5 bodova
1 zyz >0, 5 bodova
odakle se dobivaju rjesenja:
(z,9,2) € {(1,1,1),(1,-1,~1),(~1,-1,1),(-1,1, -1)}. 5 bodova
Nanomena. Aka néenik camn pogndi riedenin » — 0 — ~ =1

onda je to 0 bodova. Ake pogodi sva Getiri rjesenja, onda
dobiva 5 bodova.
2. Prvo rjesenje. Primijetimo najprije da trokuti CDF i
BDF imaju zajednicku osnovicu DF i jednake duljine visina na nju
(jer je DF' || BC). pa je P(CDF) = P(BDF). 8 bodova

Zatim, trokuti BDF i BDE imaju zajednicku osnovicu BD i

jednake duljine visina na nju (jer je BD || EF), pa je

P(BDF)= P(BDE). 9 bodova
Konacno, trokuti BDE i BCE imaju zajednicku osnovicu BE i

Jednaku visinu na nju (jer je BE || CD), pa je

P(BDE) = P(BCE). 8 bodova
Odavde je P(BCE) = P(CDF).



Drugo rjesenje. Kako je P(ABC) = P(ACD), dovoljno je

pokazati da je P(AEC) = P(AFC).

5 bodova

Neka je P sjeciste pravaca AC i EF. Tocka P je poloviste

duzine E'F,

5 bodova

pa su trokuti EMP i FNP sukladni (jednaki kutovi i jedna

stranica). Dakle, |[EM| = |FN|.

10 bodova

No, trokuti AEC i ACF imaju zajednicku osnovicu AC i

duljine visina EM i FN, pa su im povrdine jednake.

5 bodova

3. Prvo rjesenje. MnoZenjem dane jednakosti s abc dobivamo

ab + bc + ca = abe.
Sada imamo

(%) 3 boda

(@=1}b—1)(c~1) = abc—(ab+bc+ca)+a+b+c—1

= a+b+c—-1 (zbog(¥)).

Nadalje,

(n+h+r4~)(£+£+£\ —

\e b ¢/ o

> 34242+42=09,

= a+b+c > 9, tj

(@a—=1)b—1)(c-1) =

a+b+c—12>8.

7 bodova
@ by (b ey, e, o
a) \c¢ b)) \a' ¢/
10 bodova
5 bodova

Druga ideja. Alternativno rjesenje pomoéu nejednakosti izmedu

harmonijske i aritmeticke sredine:

3 a+b+c
<
1 1 1 — 3
a b ¢

i nadalje prema prvom rjeSenju.

= a+b+c>9,



4. Uocimo da je

gl L K42 43R 42k 41 k2+k+1>2
k2 (k+1)2 k2(k +1)? O\ k(k+1)
10 bodova
Zato je
p L, 1 K +k+1
B (k+1)2  Tk(k+1)
S P S 142 !
- k(k+1) k k+1
5 bodova

Konaéno imamo

1 1 1 1 1 1
-+ = —+=+... 1
\/1+12+22+\/1+22+32+ +\/+20042+20052

—1+11+1+11++1+1 L
- 1 2 2 3 2004 2005

1 1 1 1 1 1
= A T3 F oo0d 200
= 2004 +1 ! = 2005 1
- 2005 2005

10 bodova



MINISTARSTVO ZNANOSTI, OBRAZOVANJA I SPORTA REPUBLIKE HRVATSKE
ZAVOD ZA SKOLSTVO

HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA

Zadaci za Zupanijsko natjecanje ucenika
srednjih Skola Republike Hrvatske

8. travnja 2005.

II. razred

1. Trokutu ABC upisana je kruznica polumjera r sa sredistem u tocki S.
Pravac kroz tocku S sijece stranice BC i CA redom u totkama D i E.
Dokazite da za povrsinu P trokuta CED vrijedi P > 2r2. Kada vrijedi
jednakost?

2. Nadite sve parove cijelih brojeva a i b za koje vrijedi

Ta + 14b = 5a* + 5ab + 5b%.
3. Neka je P polinom s cjelobrojnim koeficijentima takav da je P(5) = 2005.
Moze li broj P(2005) biti potpun kvadrat (kvadrat prirodnog broja)?

4. Dano je 99 (ne nuzno razliitih) prirodnih brojeva manijih od 100. Ako
zbroj nikoja dva, tri ili viSe od tih brojeva nije djeljiv sa 100. dokasite da
SU SVl onl medusobno jednaki.

Svaki zadatak vrijedi 25 bodova.



RjeSenja zadataka za II. razred.
Svaki tocno rijeden zadatak vrijedi 25 hodova.

1. Za povrsinu P trokuta CED vrijedi:

_ leel+icp|

1
P = P(CES)+ P(CSD) = Z|CE|-r + %|CD| r 5

5 bodova,

Zbog A-G nejednakosti imamo

OBl +(0D]

paje P> /|CE|-|CD|-r.

Umnozak duljina dviju stranica trokuta nije manji od dvostruke
povrsine trokuta. U naSem slucaju je |CE|- |CD| > 2P, pri ¢emu

ICE|-|CD],

vrijedi jednakost ako i samo ako je kut v u vrhu C pravi. 10 bodova

Zato je P> \/ICE[-ICDI-7> /2P .7 pa diiedi P2 > 9Py?

odnosno P > 272, &to ie i trebalo dokazati, 5 bodova

Jednakost u dokazanoj nejednakosti vrijedi ako je |CE| = |C D]

1y =90°. 5 bodova

2. Jednadzbu napisimo kao kvadratnu jednadzbu po b:

50% + (5a — 14)b + 5a% — Ta = 0,
Cija su rjeSenja

5 14 — 5a £ 1/(5a — 14)2 — 20(5a2 — 7a) 14 — 5a £ /196 — 75a2
1,2 = , = .

10 10
5 bodova
Da bi rjeSenja bila realna, mora biti 196 — 75a® > 0 tj.
196 14 14
a? < —. Dakle. ——= < a < ——. 5 bodova
75 5v3 5v/3

Budu¢i da a mora biti cijeli broj, moze biti samo a € {—1,0, 1}. 5 bodova
UvrStavanjem tih vrijednosti u izraz za b1 2 dobivamo:

1° a=-1 = b1=3,b2¢Z;

2° a=0 = b€¢Z, b=0;

3 a=1 = b=2 b¢7Z.
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Rjesenja dane jednadzbe su {(a,b) € {(-1,3),(0,0),(1,2)}. 10 bodova

Napomena. Danu jednadzbu moZzemo promatrati i kao kvadratnu
jednadzbu po a:

5a® + (5b — T)a + 5b% — 14b = 0.

U ovom sluéaju rjeSenja su

7 — 5b £ /49 + 210b — 7502
10 )

Iz uvjeta 49 +210b — 756> > 0 slijedi b € {0,1,2,3}. Uvrstavajem
se vidi da su rjeSenja (a,b) € {(-1,3),(0,0),(1,2)}.

Q12 =

3. Neka je P(z)=a,"+an_12" '+ ... 4 a1 + ap promatrani
polinom s cjelobrojnim koeficijentima n-tog stupnja. Tada imamo:

P(S) = an.5n+an_1.5n—l+“-+a1.5+a0,

P(2005) = a,-2005" + a,_; - 20051 + ... 4 a; - 2005 + aq.

Oduzimanjem dobivamo
P(2005) — P(5)

= an(2005™ — 5") + @,_1(2005" 7} — 5" 1) 4 ... 4 a;(2005 — 5) + @p,  (*)
5 bodova

2005 — 5% = 2000(2005"~" + 2005*72 . 5 4 .. 4+ 2005 - 5572 4 5E-1)

Izrazi u zagradama u (*) djeljivi su s 2000, 5 bodova

pa je P(2005) — P(5) = 20004, za neki cijeli broj A.

Dakle, P(2005) = 2000A + 2005. 5 bodova

Broj P(2005) zavrsava znamenkama 05, pa ne moze

biti kvadrat prirodnog broja. 10 bodova
4. Neka su ny,n,,... ,ng dani brojevi s navedenim svojstvom.

Pretpostavimo suprotno, tj. da medu njima postoje dva razliéita
broja, npr. n, # n,. '

Promatrajmo sljedeéih 100 brojeva:

81 =Ny, 82 ="N9, S3=N1+Ng, ..., Sigg =Ny +N2+ ...+ ngg. 5 bodova

Po pretpostavci niti jedan od brojeva s;, 1 = 1,2, ..., 100 nije

djeljiv sa 100. Po Dirichletovom principu, zaljuéujemo da

bar dva od tih brojeva imaju isti ostatak pri dijeljenju sa 100.

Neka su to brojevi s i s;, k > 1. O¢ito to nisu s; i s5. 10 bodova
Kako s i1 s; daju isti ostatak pri dijeljenju sa 100, njihova razlika

sk — s; djeljiva je sa 100, tj.



100 | (mt+ne+...+ne)— (ng+ng+ ...+ ny), t].

100 I (nl+1 +...+ nk):

Sto Je u suprotnosti s pretpostavkom da, zbroj bilo kojih od danih
brojeva nije djeljiv sa 100. Zato su svi oni medusobno jednaki. 10 bodova



MINISTARSTVO ZNANOSTI, OBRAZOVANJA I SPORTA REPUBLIKE HRVATSKE

ZAVOD ZA SKOLSTVO

HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA

Zadaci za Zupanijsko natjecanje ucenika,
srednjih skola Republike Hrvatske

8. travnja 2005.

II1. razred

1. Odredite sve prirodne brojeve n za koje je broj
2 + 27 4 2n
potpun kvadrat.

2. U trokutu s kutovima «, 8 i v vrijedi jednakost
sin’ a 4 sin? # = sin .
Ako je poznato da su kutovi a i A siljasti, dokazite da je kut vy pravi.
3. Neka je T tocka unutar trostrane piramide ABCD i neka su tocke Ay,

B;, Cy, D, presjecista pravaca AT, BT, CT, DT s nasuprotnim stranama
piramide, redom. Ako je

AT} BT jeT|  |DT]
LA T8 |TC|  |TDy|

koje sve vrijednosti moZe A poprimiti? ObrazloZite odgovor!

4. Trokut ABC je siljastokutan. Za bilo koju tocku T iz unutradnjosti ili s
ruba, trolgt_a ﬂBC_,_toéke T,, Ty, T, su redom nozista okomica iz T na
stranice BC, CA, AB. Ako je

£(T) = |AT,| + |BT,| + |CTs|
ITT.| + |TT| + |TT|’

dokazite da f(T') ne ovisi o izboru totke T ako i samo ako je trokut ABC

jednakostranican.

Svaki zadatak vrijedi 25 bodova.
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RjeSenja zadataka za III. razred.
Svaki toéno rijesen zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Buduéi da je 2* 4+ 27 = 144 = 122, ako stavimo
144 + 2" = m?,
za, prirodni broj m, onda je

2" =m® - 144 = (m — 12)(m + 12). . 3boda

Svaki od faktora na desnoj strani mora biti potencija broja 2.
Neka je

m+412 = 2P,
m-—12 = 29,
pri Cemu je p,g € Ng, p+qg=nip>q. 7 bodova
Oduzimanjem gornjih jednadzbi dobiva se
29(2P79 —1) = 2%.3. 5 bodova

Bududi da je faktor 27~7 — 1 neparan, a 29 potencija od 2, ova
jednadzba ima samo jedno rjesenje i to g =31 p— g = 2. Dakle,
P=951¢=23, odnosno
n=p+qg=38

Je jedini prirodni broj za koji je zadani izraz potpuni kvadrat: 10 bodova.
Napomena. Zadatak je moguée rijesiti i izlu¢ivanjem 2* uz
pretpostavku da je n > 3. Tada ée zbog

28 +27 + 2" = 2%(1 4+ 84 277,

polazni izraz biti potpuni kvadrat ako i samo ako je9+2nt
potpuni kvadrat. Od ovog mjesta zadatak se rjesava kao u
gornjem rjeSenju i u skladu s time boduje.

Medutim, u ovom nacinu rjesavanja mora se provjeriti da promatrani
1zraz nije potpuni kvadrat za n = 1,2, 3. Izravnom provjerom

se dobije 2* + 27 + 2" = 146,148,152, a to nisu potpuni kvadrati.
Ucenik koji zaboravi to provjeriti, a rijesi zadatak na ovaj nadin

gubi 3 boda.

2. Bududi da je zbroj kutova u trokutu jednak =, koristeéi
adicijski teorem, zadana jednakost se moze zapisati u obliku
sina +sin® 8 = sin(7 — (o + B))
= sin(a + B)
= sinacosf + cosasin S.
3 boda

Prebacivanjem ¢lanova sa sin & na lijevu, a onih sa sin 8 na
desnu stranu jednakosti dobiva se

sin a(sin a — cos 8) = sin B(cos o — sin ). (1)



Koriste¢i formulu cos ¢ = sin ( 5" ¢>) i formulu za razliku sinusa,

izrazi u zagradi se zapiSu kao umnosci:

sina —cosff = sina — sin (% - ﬂ)
a-3+f a+I-3
= 2g 2 2
sin 5 cos 5
. 2a+4+20—7 20 — 20+ 7
= 2sin cos
4
. . (T .
cosa—sinfl = sin (5 —a) —sinf
s—a—-f T—a+f
= 9gi 2 2
sin 5 cos 5
. 20420 -7 20 -2a+7
= -—2sin COs
4
Na taj nagin jednakost (1) postaje
. . 2a+28—7 20 —20+m
2 sin arsin cos
4
2 206 — 20— 2
= —2sin fsin a+4,8 T cos b 4a+7r. (2)

7 bodova
Ideja dokaza da je kut +y pravi jest usporedba predznaka lijeve i
desne strane jednakosti (2). 3 boda

Napomena: Ugeniku koji koristi ovu ideju, ak iako ne rijesi zadatak
dat] O 2 Codn .

Najprije, otito je da su sina i sin 8 pozitivni (Jersuaif

kutovi trokuta). Nadalje, buduéi da su o i A siljasti vrijede

(stroge) nejednakosti

T T
___.< — —
5 <a ﬁ<2,

T T
—-§<[3—a<§,
pa je
2a — 2
0 1o ﬂ+7r<i’
4 2
28-2a+7 w
0< ——m < —.
4 2

Stoga su i faktori s kosinusom na obje strane jednakosti (2)

e . . . . . 204+20—7
pozitivni. Na kraju, buduéi da je preostali faktor sin ——ﬂ~—

zajednicki na obje strane u (2) zakljuéujemo da ée strane te
jednakosti imati jednake predznake jedino ako vrijedi

L 2a+20 -7
smT—zO

7 bodova
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Kutovi o i /3 su siljasti pa je 0 < a + 8 < 7 odnosno
T 20420-71 w
<

OV — < R
4 4 4
Stoga je gornji sinus jednak nuli jedino ako vrijedi
9 —
a+28 -7 —0
4
.. . s ™
odakle slijedi o + 8 = 2 odnosno y = 5 5 bodova
3. Prvi korak u rjesenju ovog zadatka je zapisati zadani omjer
koriste¢i volumene odredenih piramida. Toénije dokazimo da vrijedi
|AA,| V(ABCD)
|TA:|  V(TBCD)

(3) 3 boda

A

Neka je tocka A; noziste visine iz vrha A piramide ABCD, a
toctka Az noziste visine iz vrha T piramide TBCD kao na slici.
Te dvije visine su paralelne, a tocke A;, A, i A; leZe na istom
pravcu (ortogonalnoj projekciji pravca AA; na ravninu baze

|[AA| _ |A4y| _ 3|AAlP(BCD) V(ABCD)
\TAl  |TAs|  l|TA;|P(BCD)  V(TBCD)’

1 time smo dokazali (3). 7 bodova
Buduéi da je [AA,| = |[AT| + |TA|i X = ||_71;4Z—I|’ iz (3) slijedi
1
V(ABCD)
Adl= o —2
= v(TBCcDYy’

odnosno,
V(T'BCD) 1
= . 4 5 bod
V(ABCD)  +1 ocdova
Na isti nacin se dokazu jednakosti analogne (4) za preostala tri vrha
piramide:

V(TACD) _ V(TABD) V(TABC) 1
V(ABCD) V(ABCD) V(ABCD) A+1
Zbrajanjem tih Cetiriju jednadzbi i koristeéi ¢injenicu
V(ABCD) = V(TBCD) + V(TACD) + V(TABD) + V(TABC), 5 bodova




dobiva se

4
1= ——-. 3 boda
A+1
Ova jednadzba ima jedinstveno rjesenje A = 3, pa je to jedina
vrijednost koju A moze poprimiti. 2 boda

4. Neka je trokut jednakostranican. Dokazimo da tada f(T)
ne ovisi o odabiru tocke T, tj. da je f konstanta.
Za proizvoljnu tocku T jednakostrani¢nog trokuta stranice a neka
su A; i A, tocke na BC, B, i B, totke na CA i C; i C, totke na AB
takve da su A, B,, B1C; i C) A, pravci kroz toéku T, paralelni
sa stranicama AB, BC, C A redom.

A ¢ 1 g B

Trokuti T A, A,, TB1B, i TC,C; su jednakostranicni, i njihove
visine su TT,, TTy i TT, redom. Zato vrijedi

3 3 3

ITTQI+|TT1,]+‘TTC| = |AA1|-\/T_+|TBII-§+ICQTI-~\§:
V3 V3

= (IAA1|+|T31|+|02T|)"2—=a'7

3 boda
|AT,| + |BT,| +|CTy| = (JACi|+|CiT.|) + (|IBAy| + | A T))
+(|CBII - IBlTbl)

= <|TB1| + %ICQTO + (IBAll + %IA1A21>
" (|A2T| ¥ %lTBd)

3 3

3 boda
Dakle, za proizvoljnu totku T jednakostrani¢énog trokuta ABC vrijedi

3 3
f(T) = °¢ . i =3,
2 2
pa f(T) ne ovisi o odabiru to¢ke T. Time je dokazan jedan smjer. 1 bod

Dokazimo drugi smjer. Pretpostavimo da f(T') ne ovisi o odabiru
tocke T i dokazimo da tada trokut mora biti jednakostrani¢an.
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Izratunajmo vrijednost f(T) za vrhove trokuta A, B i C. Zbog
pretpostavke da f(T) ne ovisi o T mora biti

f(A) = f(B) = f(C). 3 boda

Napomena. Ako ucenik umjesto vrhova odabere neke druge tri tocke,
zadatak se boduje analogno.

A=T=T=T, ¢ B

ZaT = A, totke Ty, i T, se podudaraju s tockom A, a T, je noziste
visine iz vrha A. Ako ozna¢imo stranice nasuprot vrhova A, BiC s
a, bic, te kutove trokuta uz vrhove 4, Bi Cs a, i -y, imamo:

[TT| = |TT.| =0, |TT.|=csing,

|AT.| =0, |BT,|=ccosf, |CTy|=b.
ccosfB+b

Sada lako dobivamo f(A) = eond 3 boda

Odavde moZemo nastaviti na vie naéina.
Prvi naéin:

Koristeci kosinusov poucak (ako s P ozna¢imo povriinu
trokuta ABC) dobivamo

2accos B4 2ab bttt B Q2 B b 2b(a - )
f(4) = - = = S ,
ST 2acsin 4P 4P
3 boda
Na isti nain za preostala dva vrha vrijedi:
a?+ b2+ c? 4 2c(b—c
£(B) = b9
4P
2 b2 2 2 _
foy= 2T H2hene) 2 boda

Po pretpostavci f(T') ne ovisi o odabiru tocke T pa gornja tri
1zraza za f(A), f(B) i f(C) moraju biti jednaka. Stoga,

bla—b)=clb—c)=a(c—a)=1z. (5) 2 boda

Bududi da su stranice trokuta a, b, ¢ # 0,
zbrajanjem jednakosti

T
a—b=—, b—c=—, c—a=

dobivamo



Izraz u zagradi je razli¢it od nule pa je £ = 0. Sada iz (5), slijedi

a=b=c,
$to smo 1 trebali dokazati. 5 bodova
b
Drugi nac¢in: Imamo f(A) = Sﬂ_*——, i analogno:
csin B
b
f(B)=22TTE L poy=2eBete 2 boda
asin -y bsin o

Po pretpostavci f(T') ne ovisi o odabiru to¢ke T pa gornja tri
izraza za f(A), f(B)i f(C) moraju biti jednaka. Stoga,

ccosf+b acosy+c becosa+a

= 2 boda
csin g asin vy bsin o
. . b bc + e 1
Iz jednakosti ccos'ﬂ ML os.a ¢ slijedi redom
csin 3 bsin o
bccosf sina+b2sina = becosa sinf+acsinf
besin(a— ) +b?sina = acsinf = 2P
besinfa—f) = besina—blsina
csinfa—f) = (c—b)sina
odnosno, zbog poucka o sinusima
sin vy sin(a — ) = (siny — sin ) sin a. 3 boda
Analogno je
sin a sin(f — ) = (sin @ — sin ) sin B
sin 0 sin(y — &) = (sin § — sin @) sin~y (6)

Mnozenjem ove tri jednakosti, nakon skraéivanja sa
sin asin Bsiny # 0 dobiva, se:

sin(a — B)sin(B — v) sin(y — @) = (siny — sin B)(sin & — sin 7)(sin 8 — sin ).

Dalje zbog sin(x~y)=2sinx;ycosx_y i
. . . I — z+ .
sinz — siny = 2sin 2ycos 2y 1mamo:
sina_ﬁ cosa_ﬁ-sinﬁ-’y cosﬁ_’y-sinfy-acosfy_a—
2 2 2 2 2 2
:sinv_ﬁcos7+ﬂ‘sina_7cosa+7-sinﬂ_acosﬁ+a
2 2 2 2 2 2’
odnosno
sina_ﬁsinﬂ—’y sinfy_a-
2 2 2
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Kako su o, B, v siljasti kutovi u trokutu, izraz u zagradi je
pozitivan, pa mora bitl

sin sin sin = 0.

L S
Neka je sin b
Y = a, tj. trokut je jednakostrani¢an, $to smo i trebali dokazati.
1 1

= 0. Tada mora biti o = f pa iz (6) slijedi

Napomena. Sli¢no se dobiva i ako zapisemo f(A) =

tgf  sinvy

5 bodova,
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IV. razred

1. Pokazite da za sve n € N, n > 2 vrijedi

n

3y (log%(k3 +1) — logs (k° — 1)) <1.

k=2

2. Neka je S tocka na stranici AB danog siljastokutnog trokuta ABC i neka
su P i @ sredista kruznica opisanih trokutima ASC i BSC. Odredite
polozaj totke S (na stranici AB) tako da trokut PQS ima najmanju
mogucu povrsinu.

3. Niz (a,)nen zadan je rekurzivno:
ay = 1,
4n — 2

Ay = An_1, nN>2.
n

DokaZite da su svi ¢lanovi tog niza prirodni brojevi.

4. Prirodni brojevi a, b i ¢ zadovoljavaju jednakost
clac+ 1)% = (5¢ + 2b)(2¢ + b).

a) Ako je c neparan, dokazite da je on potpun kvadrat.
b) Moze li ¢ biti paran?

Svaki zadatak vrijedi 25 bodova.
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RjeSenja zadataka za IV. razred.
Svaki toc¢no rijesen zadatak vrijedi 25 bodova.

1.

n

kE+1)(k2—k+1)
E-1)(k2+k+1)

i
N(I;S;‘
-

3 H ] 5 bodova

k41l e kP—k+1
. 2 bod
5(k k-1 k:2k2+k+1) oda

I"Ik+1_§ 45 n-1 n n+l1 nn+1)
s k—=1"1 23 n—-3 n—2 n-1 1-2
5 bedova
i
kP —k+1
ol
3 7 13 n=1)2-mn-1)+1 n?—n+1
S 7132177 (n-124(m-1)+1 n4+n+1
3
n2+n+1’ (+)
jerje (k-1 +(k—-1D)+1=k*—k+1. 8 bodova

Napomena: Ukoliko ucenik dobije rezultat (*) ali ne
obrazlozi (xx), dobiva samo 5 bodova.

Konaéno imamo



n

(log%(k3 +1) — logy (* - 1))

k:2

("k+& n H—k+1)
= log%

1 2 1 I
k=2k 1 k:2k+k+1

n(n + 1) 3
= logs .
2 1-2 n?24n+1

3 2 3
= log%< &) <log%§:1.

2 n?4n+1
5 bodova
2. Prvo rjesenje.
Neka je w = 4 ASC. Kako su [SP| i [SQ| polumjeri kruZnica
opisanih trokutima SAC i SBC, vrijedi
|AC| |BC|
SP|= —— SQ| = ——.
ISP 2sinw 5@ 2sinw
5 bodova
Takoder, zbog poucka o obodnom i sredidnjem kutu imamo
JPSQ = JPSC+3QSC
— (90° — %g SPC) + (90° — %q SQC)
= (90° —a)+(90° - ) =180°—a — B = 1.
5 bodova
Povriina trokuta SPQ iznosi
1 . _|AC|-|BC| -sinvy
P = §[SP|-|SQ|-sm<)PSQ— SonZ o
_ P(ABC)
© 4sin?w
10 bodova

Minimum se ocito postize kad je sin’* w = 1, tj. za w = 90°.
Tada je tocka S noziste visine iz vrha C. 5 bodova,



Drugo rjesenje. Spojnica sredista P i Q sijece zajednicku
tetivu dviju kruznica C'S u polovistu, razovimo ga Sg, i to
pod pravim kutem. Zato je povrSina trokuta PQS jednaka
31 PQ| - 1SS0l 5 bodova,

Neka su Py i Qo nozista okomica iz P, Q na AB. Totka P je
poloviste duzine AS (jer je AS tetiva kruZnice sa sredistem P),
a tocka Q, je poloviste od BS.

C

4 Coj’o s N B

Zato je
1 1
P(PQS) = 3 |PQ| - |SSo| > 3 [PoQol - |5 Sol
1 1 1 1
—_ e — . —_ > - .
5 51AB| - 5(CS| 2 £ - |AB| - |CC
1
gdje je s Cp oznaceno noziste visine iz C. 10 bodova

U prvoj nejednakosti jednakost je ispunjena samo ako je

PQ || AB, a u drugoj samo ako je CS L AB. No, to je zapravo

isti uvjet pa zaklju¢ujemo da tocka S mora biti noZiste visine

iz vrha C. 10 bodova

Trece rjesenje. Zbog poucka o obodnom i sredisnjem kutu vrijedi

JSPQ = %4 SPC = 4 SAC = 4 BAC,

a analogno jei 4 SQP = 4 ABC.
Zato su trokuti PQS i ABC sliéni. 10 bodova

Ako je k = |PS|/|AC| koeficijent sli¢nosti, onda vrijedi
P(PQS) = k?P(ABC). Kako je AC tetiva kruZnice polumjera
|PS]|, vrijedi |AC| < 2|PS]|, odnosno k > 1.
10 bodova
Jednakost se postize ako i samo ako je AC promjer te
kruznice, a tada je po Talesovom poucku 4 ASC = 90°,
tj. CS L AB. Time je dokazano da je povrsina trokuta PQS
minimalna kad je S noziste visine iz C. 5 bodova



3. Za svaki n > 2 vrijedi

2(2n -1 22(2n —1)(2n — 3
ol en-n)  Fn-nn-3)
n n(n — 1)

_ 2720 -1)(2n-3)-...-5-3

- n(n—1)-...-3-2 -
10 bodova,

PomnoZimo brojnik i nazivnik s (n — 1)! 5 bodova
te iskoristimo

2" l.n-=02n-2)2n—4)-...-4-2.
Dobivamo

. - (2n—1)! (271—1)
"oal-(n—1) n

pa je tvrdnja dokazana jer su binomni koeficijenti prirodni
brojevi. 10 bodova

4. S M(a,b) oznatavamo najvecu zajednicku mjeru brojeva a i b.
a) Neka je d = M(b,¢) 1 b = dby, ¢ = dco. Pritom je M(by, cp) = 1.
Dana jednakost postaje

Co(adCQ + 1)2 = d(SCO + 2b0)(2€0 + bo)
Uocimo da je M(cg, 2¢co + bp) = 1, jer su by i ¢ relativno
prosti, i M(co,5¢co 4 2bg) = M(cg, 2bg) = 1, jer je ¢y (kao i c)
neparan broj. Stoga ¢ | d.
Nadalje je M(d, (adco + 1)?) = 1, odakle slijedi d | co.
Stoga mora biti ¢y = d pa je ¢ = dcy = d?, ¢ime je tvrdnja
dokazana. 10 bodova
b) Pretpostavimo da je ¢ paran, tj. ¢ = 2¢;.
Iz pocetne jednakosti dobivamo

ci(2acy + 1) = (5¢1 + b)(4c¢; +b).
Stavimo d = M(b, 1) i b = dbg, ¢; = dcg. Pritom je M(by, cp) = 1.
Jednakost prelazi u

Co(2adC() + 1)2 = d(SCQ + bo)(4C0 + bo)

Kako je M(co,5¢co + bg) = M(co,4co +bo) =1 i
M(d, (2adcp + 1)*) =1, mora bitid = ¢ i

(2adco + 1) = (5¢o + bg)(4co + bo).

5 bodova
Napomena. Ukoliko ucenik dode do ovog rezultata, a

nije rijesio dio a), ovo se vrednuje s 10 bodova.



Zbog M(5¢cy + by, 4co + bo) = M(CQ, 4cp + bo) = M(Cg, bo) =1
zaklju¢ujemo da mora biti 5¢p + by = m? i 4¢y + by = n?,
za neke m, n € N. 3 boda

Pritom je m > nim—n > 1. Viijedi d = ¢y = m? — n?,

te 2ad? + 1 = 2adcy + 1 = mn pa imamo

mn = 1+ 2ad’
= 1+ 2a(m?—n?)? =1+ 2a(m —n)?(m + n)?
> 1+ 2a(m+n)?
> 14+8amn > 1+ 8mn.

No sada smo dobili kontradikciju mn > 1 + 8mn,
tj. 7mn < —1. Dakle, ¢ ne mozZe biti paran. 7 bodova



