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MATEMATIKA., opcinsko-gradsko natjecanje
Zadaci za I1. razred srednje 3kole, A varijanta
' 13. veljace 2006.

1. Odredi sve kompleksne brojeve z takve da vrijedi:
Rez=5-Imz i |z — (a+1b)| = 5,
gdje sua i b (a > b) rjefenja kvadratne jednadzbe
(z=14+3(z-1)-4=0.

2. U drugim razredima neke skole ima izmedu 100 i 300 uéenika. Za vrijeme jedne
priredbe ravnatelj ih je namjeravao postaviti u redove. Ako bi ih stavio u 8 redova,
jedan bi ucenik bio viska. Ako bi ih stavio u 7 redova, dva bi utenika bila viska.
Ako bi ih stavio u 6 redova, preostalo bi 5 u¢enika. Koliko ima ukupno uéenika u
drugim razredima te Skole?

3. Ako je

ar' =t =¢2* i

pokazi da je

Yar? + by + ez = Ya+ Vb+ Ve

4. U ovisnosti o pozitivnom realnom parametru p rijedi nejednadzbu

o
.
3 F

5. Stranica BC trokuta ABC dira njegovu upisanu kruznicu u toéki D, a tom trokutu
pripisana kruznica uz stranicu BC dira tu stranieu u totki E. DokaZi da su totke
D i E simetriéne u odnosu na poloviste stranice BC.

(Trokutu pripisana kruznica je kruznica koja dodiruje jednu stranicu trokuta i
produgetke drugih dviju stranica, )



Opéinsko natjecanje 2006., Il. razred, A varijanta — rjeSenja zadataka
Svaki to€no rijefen zadatak vrijedi 20 bodova.

1. Odredi sve kompleksne brojeve z takve da vrijedi:
Rez=5-lm:z i |z = {a +ib)] = &,
gdje su a i b (a > b) rjesenja kvadratne jednadibe

(z=1P+3(x—1)—4=0.

Hjesenge.
Jednadzba je ve¢ napisana kao kvadratna jednadiba po (z — 1).
Dobivase (z —1h 2= ,_3; 5, th &y =-3, &2 =2 (5 bodova)

Napomena: Sredivanjem se dobiva jednadiba ¥? 4 1~ 6 = 0 koja se takoder lagano rjesava.

Trazimo kompleksan broj z = = 4 iy.
lz prvog uvjeta je x = 5y
Drugi uvjet moze se zapisati u obliku |z + yi — 2 + 31| = 5.

(5 bodova)
Odavde redom dobivamo:
ISy + yi — 2+ 3i] = 5,
(5y —2)% + (y+ 3)* = 25,
133,'2 -Ty—6=0. (5 bodova)
Rjefenja ove kvadratne jednadzbesu gy =1 1 yo = -%.
Zatim dobivamo z; = 5 1 :r~;=-§-ﬂ.
13
Time smo dobili dva kompleksna broja 2, =5+1 i 23 = —1—32 - % i (5 bodova)

. U drugim razredima neke fkole ima izmedu 100 i 300 uéenika. Za vrijeme jedne priredbe
ravnatelj ih je namjeravac postaviti u redove. Ako bi ih stavio u 8 redova, jedan bi ufenik
bip viska. Ako bi ih stavio u 7 redova, dva bi uéenika bila vidgka. Ako bi ih stavio u 6
redova, preostalo bi 5 utenika. Koliko ima ukupno uc¢enika u drugim razredima te skole?

Prve rjesenge.

Oznaéimo li broj uéenika s r tada postoje prirodni brojevi &, [ | m takvi da vrijedi
r = B8k+1,
r = TI+2
r = Bm+5

(4 boda)



Iz prva dva uvjeta dobivamo:

Bk=Tl+1 = 8k-1)=T7({l-1) = k=Te+1il=8+1,acN
Iz druga dva uvjeta imamo:

MN=6m+3 = T-3)=6m-3) = 1l=64+3 im=7b+3, beN.

Odavde dobivamo

Ba+1 = 6b+ 3,
Ba = 6b+2 /.2
4la—1) = 3(b-1).

Zato postoji pozitivan cijeli broj ptakavda jea—1=3p, tj. a=3p+ 1.
Slijedi,

z=8k+1=8-Ta+1]+1=8-[T-(3p+1)+1]+1=168p+65.
Uvjet 100 < z < 300 zadovoljava jedino p = 1, odnosno, = = 233.

Drugo ryedenje.
Buduéi da je x = Bk + 1, moguéi su ovi brojevi:

(4 boda)

(4 boda)

(4 boda)

(2 boda)

(2 boda)

r = 105,113, 121, 129, 137, 145, 153, 161, 169, 177, 185, 193, 201,

209, 217, 225, 233, 241, 249. 257, 265, 273, 281, 289. 297.

Od evih brojeva uviet z = Tl + 2 zadovoljavaju
=121, 177, 233, 289.
Od ovih brojeva uvjet z = fm + § zadovoljava samo
=233
Dakle, u drugim razredima ima ukupno 233 ufenika.

. Ako je
1
ar’ = by’ = ¢2® i l+—-+-£——-1.
T 2
pokazi da je
Vart + P 4 ex? = Fa+ Vb JE
Rjefenje.

Uvjeti zadatka su:
ax’ = by* = ¢2*,

LR
L

(10 bodova)

(5 bodova)

(5 bodova)

(+)
(==)



Sada imamo

53
A = Jar? +by?+c? = i/ﬁ+ﬁ+—

o #MS(E..FE._;_E) 2 Y = z¥a.
Ty %

a
-

(10 bodova)

Zbog (*) jei A =yVb=2yc paje

a4 A 3»_:'."‘.

\-f{;' r!« h"'yr \/;'"" Z‘ {51]0&9?3]
odakle je

Efﬁ-*r%+%=A(%+i+i)glﬁ=-i"/a.:rzi—byzi-ez*.

tj.

Vaz? + by? + ¢z2 = Ya+ Vo + ¥ (5 bodova)

- U ovisnosti o pozitivnom realnom parametru p rijedi nejednadzbu

S W
2

P

Rijedenge.
Da bi operacije bile definirane, mora biti # # 0. Sada treba promatrati dva slutaja:
172 >0 i 2° £ < 0. Nejednadibu napidimo u obliku
22— op°
pr

< 2. {#}

17 & = @ Iz (#) sredivanjem dobivamo

12 - 0% < pr,
(x-pf* < 3,
1I = pi < P\ﬁ.
- € {(p—pV3.p+pV3).
Zbog = > 0 zadovoljava samo x € (0, p(1 + /3)). (9 bodova)
2° £ < 0. Sada iz (+) imamo

2* - 2% > 9px,
(x-p > 3%,
fr—p > pVa.
=L P = pvrf,
r < p(l—+3),
tj. £ € {—oe, (1 — +/3)p). (9 bodava)

Dakle, zadovoljava unija ova dva skupa, tj,
7 € (=20, (1 = V3)p) U {0, (1 + V3)p). (2 boda)



5. Stranica BC trokuta ABC dira njegovu upisanu kruznicwu totki D, a tom trokutu prip-
isana kruZnica uz stranicu BC dira tu stranicu u totki E. Dokagi da su totke D | E
simetricne u odnosu na poloviste stranice BC.

{Trokutu pripisana kruZnica je kruznica koja dodiruje jednu stranicu trokuta i produzetke
drugih dviju stranica.)

Rjesenge,
Uz oznake na slici dovoljno je pokazati da je |[CD| = |BE|. (3 boda)

Koristimo poznatu ¢injenicu: Ako se iz neke totke izvan kruinice povuku tangente na
kruznicu, tada su udaljenosti te totke od diralifta tih tangenata medusobno jednake.
(2 boda)

Vrijedi |AK| = |AL|, |AF| = |AG), odakle je |AK| - |AG] = |AL| - |AF),
ti. |GK| = |FL|. (5 bodova)

Sada redom imamo:

IGB| + |BK| = |FC|+ |CL|
|BD| + |BE| = |CD|+|CE]|
|BE| + |ED| +|BE| = |CD|+|CD|+ |DE|
IBE| = |CDI.

(10 bodava)



