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MATEMATIKA, opéinsko-gradsko natjecanje
Zadaci za IV. razred srednje skole, A varijanta
13. veljage 2006.

1. Odredi sve kompleksne brojeve z za koje vrijedi
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Dokazi da za svaki prirodni broj n vrijedi nejednakost

1 1 1 1
+

o > 1.
n+1+n+2+n+3 +3n 3n+1

3. Ako tocka P opisuje elipsu &iji su fokusi F) i F3, koju krivulju opisuje teziste trokuta
FEP?

4. Ako su duljine stranica trokuta tri uzastopna ¢lana aritmetickog niza, dokaZzi da
su tada kotangensi poloviénih kutova tog trokuta takoder uzastopni &lanovi nekog
aritmetic¢kog niza.

5. Stanovnici nekog grada igrali su igru Salji dalje. Na samom poéetku je jedan
gradanin poslao po jedno pismo sedmorici svojih sugradana. Zatim su neki od
gradana koji su dobili pismo odustali od igre, a neki su poslali po jedne pismo sed-
morici sugradana koji jos nisu sudjelovali u igri. Taj proces se ponavljao vise puta i
to tako da je svaki gradanin koji je dobio pismo ili odustao od igre ili poslao pisma
sedmorici novih ljudi. Nakon nekog vremena igra je prestala Jer viSe nitko u gradu
nije slao pisma. DokaZi da broj gradana koji su odustali od igre ne mosze biti jednak
2006.



Opéinsko natjecanje 2006., IV. razred, A varijanta — rjeSenja -zadataka

Svaki to€no rijeSen zadatak vrijedi 20 bodova.

1. Odredi sve kompleksne brojeve 2 za koje vrijedi

z—12} 3 z—4]
28| 3 z—-8|
Hjesenje.
Dane uvjete moZemo zapisati: 3|z — 12| =5z — 8i| i jz — 4] = |2 — 8}, (2 bodova)

odnosno uz z = r + iy
9 ((z - 12)2 + yz) =925 (:1:2 + (y — 8)2) ,

(-4 +4° = (z - 8)* +¢".

(5 bodova)
RijeSimo taj sustav.
Najprije zakljuujemo x — 4 = £(z — 8), a jedina je moguénost = = 6.
(4 boda)
Sada iz prve jednadzbe dobivamo 9 (36 + y*) = 25 (36 + (v — 8)?),
odnosno nakon sredivanja: y? — 25y + 136 = 0.
Rjedenja ove kvadratne jednadzbesu y; = 17132 = 8. (7 bodova)
TraZeni kompleksni brojevi su zy =6+ 171 | 2o = 6 -+ Bi. (2 boda)
. Dokazi da za svaki prirodni broj n vrijedi nejednakost
R S O B R
n+l n+2 n+3 dn dIn+1
Rjesenje.
Tvrdnju femo dokazati matematickom indukcijom po n € N.
Baza indukeije, tj. nejednakost za n = 1, je naprosto % + % + % = i— > 1.
(5 bodova)
Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi ;}I_—i- + n_lﬂ 4+t ﬁ > 1. Vrijedi
1 +oot ! =
(n+1)y+1 n+1)+1
_ 1 + 1 R 1 + 1 + 1 + 1 1
T A\n+1 n+2 dn+1 dn+2 dn+3 In+4d n+l
{8 bodova)

pa je za zavrSetak koraka indukcije dovoljno pokazati da vrijedi

1 1 1 1
+ > — ,
In+2 3n+4d4d " nt+l 3n+3

1



t.
6n -+ 6 > 2
(Bn+2)3n+4) = 3n+3'

Sto nakon mnoZenja postaje
18n® + 36n + 18 > 18n” + 36n + 16,

a to otigledno vrijedi. {7 bodova)

Alternativno rjesenje.
Na 2n2 + 1 razlomaka iz zadatka primijenimo aritmeti¢ko-harmonijsku nejednakost:

1 1 1
md t ot 2n +1
Zn+1 m+1)+{n-+2)+ -+ (Brn+1)

1 1

Nejednakost je stroga jer brojevi e R, T

,#{_—1 nisu svi medusobno jednaki.
(15 bodova)

Zbroj u nazivniku ¢emo izratunati koristenjem formule za zbroj uzastopnih élanova arit-

metickog niza. Dakle vrijedi:

1 1 1 (2n + 1)°
+ et >
n+l n+2 3n+1 m+D+{n+2)+ -+ (3n+ 1)

(2n +1)?

=1,
(2n + 1) - dnte

(5 bedova)
Nopomena.
Zadalak se moZe rijesiti i grupiranjem po dva élana (prvi i zadnji. drugi i predzadnji,. . .,
a srednji ostaje sam), koristedi
1 + 1 _ in + 2 N 2
n+l+k Snd+l-k @n+1)2—(n—k2 "~ 2m+1

- Ako totka P opisuje elipsu ¢iji su fokusi F} i Fy, koju krivulju opisuje teziste trokuta
R ERP?

Rjesenje.
Pretpostavimo da elipsa u koordinatnom sustavu ima jednadzbu %; + %; =1 (za neke
a,b > 0), a fokusi imaju koordinate Fi(—e.0), Fa(e, D).

(5 bodova)

s




Neka je P(xp,yp) bilo koja tocka na elipsi, tj.

2 2
IP Ye
+ =5 i =1.
Teziste trokuta Fy Fy P ima koordinate T° (w m), tj. T(SE, 22).
{5 bodova)
Iz zapisa
=) ()

g =
ANOF

moZemo procitati da tocka T oplsu_pe elipsu sa sredistem u ishodistu te poluosima u smjeru

koordinatnih osi, duljina 3 (Druglm rijeéima, T opisuje ehpsu koja se dobiva iz polazne

elipse homotetijom sa sredlstem u ishodistu i koeficijentom 1 3-)

' (10 bodova)

. Ako su duljine stranica trokuta tri uzastopna &lana aritmetickog niza, dokazi da su tada
kotangensi poloviénih kutova tog trokuta takoder uzastopni Zlanovi nekog aritmetickog
niza.

Rjefenje.

Oznagimo standardno duljine stranica i kutove trokuta te neka je s njegov poluopseg i r
polumjer njemu upisane kruznice. Nadalje, neka su D, E i F njena diralista sa stranicama
trokuta (kao na slici) te stavimo = = |AE| = [AF|, y = |BD| = |BF}, z = |CD| = |CE].

Rjesavanjem sustava jednadzbi

y+z=a0n
z+zx =10
Tty=r¢c
dobivamo
Lbreme . o gottesb_ o, edb-c
2 2 2

(5 bodova)

Bez smanjenja opcemtostl prepostavimo da je a + ¢ = 2b. Dokazat éemo da tada vrijedi
ctg § - ctg 7 2(:1:g2



Iz trokuta AFU mozemo ofitati formulu

g2 _T_S5—8
B =y T
a analogno se izvode formule
B s-b T _s—¢
cto-é—— — ctgg—« - {10 bodova)
Sada ra¢unamo: _
fa ¥ B_M(s-a)+(s—c)—2(s—b)__2b—a——c_
ctg§+ctg§-—2ct¢,§_ - = - =0

(5 bodova)

. Stanovnici nekog grada igrali su igru Sakji dalje. Na samom pogetku je jedan gradanin
poslao po jedno pismo sedmorici svojih sugradana. Zatim su neki od gradana koji su dobili
pismo odustali od igre, a neki su poslali po jedno pismo sedmorici sugradana koji jos nisu
sudjelovali u igri. Taj proces se ponavljao vise puta i to tako da je svaki gradanin koji
je dobio pismo ili odustao od igre ili poslao pisma sedmorici novih ljudi. Nakon nekog
vremena igra je prestala jer vise nitko u gradu nije slao pisma. Dokazi da broj gradana
koji su odustali od igre ne moze biti jednak 2006.

Rjesenje.
Primijetimo da se pri svakoj “posiljci” broj gradana koji su primili pismo, ali (jo8) nisu
poslali pisma povedava za 6. (Naime, umanjuje se za jednog posiljatelia i povecava za
sedmoricu primatelja.)

(10 bodova)
Zato je u svakom trenutku broj takvih gradana oblika 6k + 1 za k pritodan. (Na pocetku
Je taj broj jednak 1, a moze se povecdati samo za visekratnik od 6.) Naken zavrsetka igre
to je upravo broj gradana koji su odustali od igre, a s druge strane, broj 2006 nije oblika
6i + 1, '

(10 bodova)



