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MATEMATIKA, opéinsko-gradsko natjecanje
Zadaci za 1. razred srednje Skole, A varijanta
13. veljate 2006.

1. Koja se znamenka nalazi na 2006. mjestu iza decimalne toéke u decimalnom zapisu
469
o

1998 °

broja

2. Tri oteva koraka duga su kao pet sinovih, ali dok otac uéini 6 koraka njegov sin uéini
7 koraka. Sin je ve¢ napravio 30 koraka kada otac krene za njim. Nakon koliko ée
koraka otac sustici sina?

3. Akosu a, bicrealni brojeviza kojejea+b0# 0, b+c# 0ia+c# 0, dokazi da

izraz:
(1+ c )(1+ a )(1+ b )_ a + b+ 3
a+b b+c a+c {a+b)(b+c){a+c)

ne ovisi o vrijedndstima brojeva a, b i c.

4. DokaZi da iz jednakosti
A+l =+ +lt=a+btre=1

slijedi abc = 0.

5. Nad stranicama kvadrata duljine 1, prema van su konstruirani jednakokraéni trapezi
tako da su vrhovi svih trapeza ujedno vrhovi pravilnog dvanaesterokuta. Koliki je
opseg tog dvanaesterokuta?



Opcinsko natjecanje 2006., 1. razred, A varijanta = rjeSenja zadataka

Svaki tocéno rijeSen zadatak vrijed: 20 bodova.

1. Koja se znamenka nalazi na 2006. mjestu iza decimalne totke u decimalnom zapisu broja

469 ’

1908

Rjeienje.
469 469 : 1998 = 0.2347347 (8 bodova)
1998 ’ o e

Napomena. Upotreba kalkulatora nije dozvoljena!

Uoéavamao da se (nakon znamenke 2 na prvom decimalnom mjestu) ponavlja period od tri
znamenke 347. {2 boda)

On se ponavlja 668 puta, jer je

2005 = 668-3+ 1. ) . {5 bodova)

Na 2006. mjestu nalazi se prva znamenka perioda, broj 3. (5 bodova)

2. Tri ofeva koraka duga su kao pet sinovih, ali dok otac uéini 6 koraka njegov sin uéini 7
koraka. Sin je veé napravio 30 koraka kada otac krene za njim. Nakon koliko e koraka
otac sustici sina?

Hjedenje.
Neka otac utini r koraka do susreta sa sinom.
T
Tada njegov sin za isto vrijeme uéini ik koraka. {3 boda)
7
To znaéi da je sin uéinio ukupno 30 + 5 koraka. {2 boda)
5
Duljina koraka sina je H duljine oéevog koraka (3 boda)
pa je:
3fa 7
5 (30 + EI) =z (%)
(7 bodova)
Dakle, otac ée sustiéi sina nakon z = 60 koraka. (5 bodova)

Napomena. Ako uéenik dobije jednadzbu (*) na bile koji naéin, za to treba dobiti ukupno
15 bodova, a za njenc toéno rjeSenje joi 5 bodova.

3. Ako su a, b i ¢ realni brojevi za koje jea+b# 0, b+c# 01 a+ ¢ #0, dokazi da izraz:

(1+aib) (1+bj~c) (”aic)‘ (a+§$i~3$(c:+c)

ne ovisi o vrijednostima brojeva a, b i c.




Rjesenje. Dani izraz redom je jednak

a+b+c atbtc atbtc ad+ b+ _
a-+b b+c a+c (a+b)(b+c){a+c)

fatbtd - (@ + 8+ )

T {a+b(b+e)(a+c)

[(a+b—!—c)3—a3] — (B* + )
{a+b)(b+c){a+c)

(5 bodova)

(b+c) [(a+b+c)2+a(a+b+c)+a2] —(b+c) (b7 — be+ 2)
= @+ ) (b+o)(axtc) (5 bodova)

(b+c) (a® + b2+ c -+ 2ab -+ 2bc + 2ac + o + ab + ac + a® — 0% + be— )
{a+b)(b+c)(a+tc)
_ 3(a®+ab+bct+ac)  3(ala+b)+cla+b)) 3(a+b)(atc)

fa+b){a+c) - (a+8){a+c) T {a+b(atc)

Promatrani izraz o€ito ne ovisio a, biec. (10 bodova)

. Dokazi da iz jednakosti
A+ +E =+t =at+b+c=1
slijedi abc =0.
Rjesenje.
Iz jednakosti a + b + ¢ = 1 kvadriranjem dobivamo:
a® + b + ¢* + 2ab + 2bc + 2ac = 1.
Kako je a® + 8% + ¢? = 1, slijedi 2ab + 2bc + 2ac = 0, odnosno

ab -+ be+ac=0. (9 bodova)

Mnozenjem jednakosti a®? + 6>+ c¢®> =1ia+ b+ c =1 dobivamo:
(®+ 0% +c?)(a+b+c) =1,
a® + 8+ ¢ 4+ a®b 4 aPe+ ab® + BPe -k act + b’ = 1.
Kako je a® + b% + ¢% = 1 shijedi
0?b + a%c + ab® + bPc + ac® + bc® = 0. (7 bodova)
Mnozenjem jednakosti ab + be + ae = 0 i jednakosti a + b + ¢ = 1 dobivamo:
{ab-+be+ac){a+b+c) =0,

3abe + a®b+ alc+ ab? + bPc+al + b =0
Kako vrijedi a®b + ac + ab® -+ b*c + ac? + bc® = 0, slijedi 3abc = 0, odnosno

abc = 0. {8 bodova)



9. Nad stranicama kvadrata duljine 1, prema van su konstruirani Jjednakokrani trapezi tako
da su vrhovi svih trapeza ujedno vrhovi pravilnog dvanaesterokuta. Koliki je opseg tog
dvanaesterokuta?

Ryesenje.
Unutarnji kut pravilnog dvanaesterckuta je 150°, (2 boda)
X
X 19
i o a
I
pa vrijedi :
20 4 90° = 150°, o = 30°. (3 boda)
Izdvojimo jedan trapesz:
F E
/{-'
A G R

Ako su duljine |AF| = |FE| = |EB| =z i |[AB| = 1, tada je

l1-1r

[AG} = (3 boda)
Trokut AGF je pola jednakostraniénog trokuta stranice duljine z,
pa njegova visina |AG| iznosi 3:;/3- (3 boda)
Zato je
- 1;1—:;215, (4 boda)
odnosno z (1 + v3) = 1, te konaéno
-~ 1
! v3 ; {3 boda)

I = =
1+/3 2
Zato je opseg dvanaesterokuta O = 121 = 6(+/3 — 1). (2 boda)

Napomena. Dijelovi ovog zadatka mogu se rijesiti na razli¢ite nacine. U svakom sluaju,
odredivanje kuta izmedu stranice kvadrata i dvanaesterokuta boduje se s 5 bodova, po-
stavljanje jednadzbe éije je rieenje stranica dvanaesterokuta s 10 bodova, a rjeSenje te
Jednadzbe i konacan rezultat s jog 5 bodova.

a3



