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1. Odredi sve z, y za koje vrijedi
7(log, = +log, y) = 50,

Ty = 256.

2

a} Rijesi jednadzbu
1+sin2r —~sinr —cosx = 0.

b) Za koje vrijednosti realnog parametra a jednadzba
l+sin2r —sinz ~cosz=a

ima realna rjefenja 7

3. Nastranici BC trokuta ABC odabrana je bilo koja totka D, a na stranici A5 tocka
E, tako da je DE paralelnos CA. Neka su P, P, i P, redom povrsine trokuta ABC,
EBD i ABD, dokazi da je tada P, = v/ PPF,.

4. Ako za kutove trokuta o i g vrijedi relacija

sin® (%) . cos® (g) = sin’ (g) - cos® (%) .

dokazi da je a = .

9. U zadanu polukuglu polumjera R upisane su tri kugle jednakih polumjera koje se
medusobno dodiruju i koje diraju zadanu polukuglu. Izracunaj polumjer upisanih
kugli.



Opéinsko natjecanje 2006., II1. razred, A varijanta — rjeSenja zadataka

Svaki toéno rijeSen zadatak vrijedi 20 bodova.

1. Odredi sve z, y za koje vrijedi
7(log, = -+ log, y) = 50,
zy = 256.
Rjesenge.
Da bi log, z i log, v bili definirani mora biti z >0,y > 0, = £1liy#1.

Oznatimo z = log, r. Pritom je z # 0 jer je z # 1.

Iz
log, z-log, y =1 (5 bodova)

1
slijedi da je — = log,, y.
z

Tako prva jednadiba sustava postaje

1
7 (3 + :) = a0, (3 boda)
¢ija su rjeienja
Z] = % i =T (2 boda)
U prvom shu€aju dobivamo sustav jednadzbi
y=a’
Ty = 256. (3 boda)
a u drugom slu¢aju sustav jednadzbi
7
L=y
zy = 256. (3 boda)
RjeSenja su:
. 1 =2, 1y =128 (2 boda)
T =128, y3=2. (2 boda)

2. a) Rijesi jednadzbu
1+sin2z —sinz —cosz = 0.

b) Za koje vrijednosti realnog parametra a jednadzba
14sin2z ~sinz —cosz=a

ima realna rjesenja ?



Rjesenge.
a) Polaznu jednadzbu transformiramo na sljeded¢i naéin:

sin®z + cos?z + 2sinz cosz — {sinz + cosz) =0

(sint + cosz)* — (sinz + cos T) =0,

Uz oznaku ¢ = sinz + cosz, kvadratna jednadzba t* — t = 0 ima dva rjeSenja: t; = Qi
ia=1. (2 boda)

Osim toga je
m
i=s8nz+cosc =sinz + sin (5 - :.c) =

T T
=2cos——-cos(:c——).
4 4

7w
=2. ~F 5
V2 cos (I f4) i (2 boda)
Imamo dvije moguénosti:
1)
2-cos (I - —) =
m
COos (I o :1') =
T
I~Im§+k7r, kelZ
3
I’—‘—4—+k'ﬂ', keZ. (3 boda)
2)

T _ V2
cos (-~ 2) = X2

2

T by
e Dt ok ke
T p i4+ k. €7

ng+2kn, keZ i z=%r kexZ (3 boda)
Napomena_: U slutaju ispustanja neke familije rjesenja umjesto 3 boda dati 1 bod. (To
vazi | za prvi sluéaj, npr. za rjefenje T = JTT +2km. keZ)

b} Uz oznaku ¢ = sinz + cos z dobivamo
t2—t—a=0.

Kvadratna jednadiba ima realna rjeSenja kada je diskriminanta D = 1 + 4q >0, tj. za
o> 3 ‘ (2 boda)

1£1+4 T
tl,Ez—:!:‘T_'-“a—:\/E'COS(I“%)n

odnosno
1
cos(z—g—) _ 1+ 1 +4da

2v/2



Da jednadzba ima realna rjeSenja mora biti

1+ vT+da _
Y
-2v2< 14 VT +4a<2v2
~2V2<1-VI+da<1+VIFda<2v2
odnosno, moraju biti zadovoljene sljedeée dvije nejednadzbe:
-2v2<1-v1+4a
1+vVI+4a<2V2
Prva nejednadzba zadovoljena je za a < 2 + V2, a druga za a < 2 — /9.
Odatle slijedi a < 2 — /2. (3 boda)

Konatno, realna rjefenja imamo za a € [—— 2- ﬂ (2 boda)

-1< (3 boda)

. Na stranici BC trokuta ABC odabrana Je bilo koja totka D, a na stranici AB toéka E,
tako da je DE paralelnos CA. Neka su P, P; i P redom povriine trokuta ABC, EBD i
ABD, dokazite da je tada Py = /PP,.

Rjesenje.
Zbog slitnosti trokuta BDE i BCA vrijedi |BD| = k|BC|i|BE| = k|BA|, k€ (0,1).
(2 boda)
A
A
A N\
8 D C
Neka je # kut pri vrhu B.
Za povrsine promatranih trokuta vrijedi
1
P=3|BA|-|BC] sinB, (2 boda)
1
P = 5 |BE|-|BD| sin g, (2 boda)
1
=3 |BA| - |BDj sin . (2 boda)
Odavde je
1
PP, = i sin? 8- |BA| - |BC|-|BE| - |BD| (5 bodova)
- é sin? - |BA| - |BC| - k|BA| - k|BC|
1 2
= (E sin 3 - IBA[-kIBC{) = P},
pa slijedi P, = /PP, {7 bodova)



4. Ako za kutove trokuta o i 8 vrijedi relacija

sin? (%) . cos® (g) = gin? (-g) - cos® (%) .

dokaZi da je o = f.

Rjesenje.
S obzirom da su o 1 4 kutovi trokuta, slijedi da su kutovi % i —g izmedu 0° i 90°.
(2 boda)

Na tom intervalu —funkcija sin raste, a funkcija cos pada.
(3 boda)

Zato o < 3 povlaéi

=)+ =()=()

a onda i

pa je

()53

S druge strane, a > 3 povlaéi

0
el )
) :

a onda i 3
.2 o 5
( )> (5 (5)@05 ( )
pa je
i e
2 3 a2 f 2 3fo
sin ( )cos ( ) > sin (g)cos (2)
(10 bodova)
Zato je jednakost u zadatku moguéa samo za o = 8. (5 bodova)

9. U zadanu polukuglu polumjera R upisane su tri kugle jednakih polumjera koje se medusobno
dodiruju i koje diraju zadanu polukuglu. Izragunaj polumjer upisanih kugli.

Rjesenje.
Oznatimo s R polumjer polukugle s 7 polumjer malih kugli, te s d udaljenost sredista
polukugle od diralita male kugle s ravnom stranom pohikugle.




Trebamo odrediti vezu izmedu polumjera R i . Uotimo da su srediite polukugle, srediste
jedne manje kugle i pripadno diraliSte vrhovi pravokutnog trokuta s katetama r, d i
hipotenuzom R —r.

(5 bodova)

5

Vidimo da tri diraliSta malih kugli 5 ravnom plohom &ine trokut sukladan trokutu kojeg
tvore sredista tih kruznica, a to je jednakostraniéni trokut stranice 2r. Zato je

(2r)v3 _ 2V3
2~ T3 "

2
d=3-

(5 bodova)

Zato iz
Rer=+r24d?

uvritavanjem dobivenog izraza za d dobivamo redom

4q
R—Tx\f7'2+§T2,

7
Rmr(l—%\/;),

__RV3 _R(V21-3)
TRV 4 '

{10 bodova)



