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ZAVOD ZA SKOLSTVO REPUBLIKE HRVATSKE
HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA, opéinsko-gradsko natjecanje
Zadaci za I1. razred srednje skole, B varijanta
13. veljate 2006.

1. Odredi sve kompleksne brojeve z takve da vrijedi:
Rez=5-Im 2 i |z — {a +1b)| =5,
gdiesuaib (a > b) riedenja kvadratne jednadzbe

(x— 12 +3r—-1)-4=0.

2. U drugim razredima neke skole ima izmedu 100 i 300 uéenika. Za vrijeme jedne
priredbe ravnatelj ih je namjeravao postaviti u redove. Ako bi ih stavio u 8 redova,
jedan bi uenik bio viska. Ako bi ih stavio u 7 redova, dva bi uéenika bila viska.
Ako bi ih stavio u 6 redova, preostalo bi 5 uéenika. Koliko ima ukupno uéenika u
drugim razredima te skole?

3. Promatrajmo skup polinoma drugog stupnja oblika
fm(z) =224+ Zm 4+ Dz +m? -1,
gdje je m realni parametar.
a) Koji skup tvore tjemena svih parabola y = f,,(z) ?

b) Koja od parabola y = f,{z) ima tjeme na osi apscisa, a kojoj je tjeme na osi
ordinata?

c) Za koje m polinom- f,, ima pozitivne vrijednosti za sve realne z 7

4. U polukrug su upisana dva kvadrata kao na slici.

Ako je povrSina manjeg kvadrata 18, kolika i
je povrsina veceg? ObrazloZi svoj zakljugak! \

5. Opseg paralelograma iznosi 144. Duljine njegovih visina odnose se kao 5 : 7, a mjere
unutarnjih kutova kao 1: 2. Izra¢unaj povriinu paralelograma.



- ‘Opéinske-natjecanje2006. 1. razred - B varijanta —rjeSenja zadataka - - - - e

Svald toéno rijeSen zadatak vrijedi 20 bodova.

1. QOdredi sve kompleksne brojeve 2 takve da vrijedi:
Rez=58-Imz i |z — (a+ib)] =5,
gdjesu aib (a > b) rjedenja kvadratne jednadzbe

(r—1)24+3(x~-1)-4=0.

Rjesenje.
Jednadzba je veé napisana kao kvadratna jednadzba po (xr — 1).
—34+5
Dobivase (x — 1)y10 = JHoo = =3, =2, (5 bodova)

Napomena: Sredivanjem se dobiva jednadiba r? + z—6 = 0 koja se takoder lagano rjesava.

Trazimo kompleksan broj z = x + 1y.
Iz prvog uvjeta je z = Sy.

Drugi uvjet moze se zapisati u obliku |z + yi — 2 + 3i| = 5.

{5 bodova)
Odavde redom dobivamo:
oy + vi — 2 + 3i| = 5,
(B — ) 4+ (y + 3)? = 25.
13y — Ty — 6 = 0. (5 bodova)
RjeSenja ove kvadratne jednadzbesuy; =1 1 yo = T3
. . . 30
Zatim dobivamo z; =5 1 Zo = 13
. . . .. 30 6 .
Time smo dobili dva kompleksna broja z) =541 1 20 = —— — —1. {5 bodova)

2. U drugim razredima neke skole ima tzmedu 100 i 300 ulenika. Za vrijeme jedne priredbe
ravnatelj ik je namjeravao postaviti u redove. Ako bi ih stavio u 8 redova, jedan bi ucenik
bio viska. Ako bi ih stavio u 7 redova, dva bi ufenika bila viska. Ako bi ih stavio u 6
redova, preostalo bi & uéenika. Koliko ima uvkupno u€enika u drugim razredima te skole?

Pruo rjedenje.
Oznaéimo li broj uéenika s = tada postoje prirodni brojevi &, [ i m takvi da vrijedi

r = 8k+1,
T = Tl+2
r = fm+5.

{4 boda)



= -~z prva dva uvjeta dobivamo: - T - TT e e el
Bk=T7l+1 = Bk—1)=7(1-1) = k=7a+1 i l=8z+1, aeN. (4 boda)
Iz druga dva uvjeta imamo:
N=6m+3 = (l—3)=6(m-3) = {=6b+3 ; m=7b43, be N. (4 boda)
Odavde dobivama
Ba+1 = 6b+ 3,

8o = 6b+2 /:2
dla—1) = 3(b-1).

Zato postoji pozitivan cijeli broj p takav da jea—1 = 3o ti. a=3p41. (4 boda)

Shijedi, '
1:=8k+1=8-[7£1+1]+1=8-[7-(3j3+1)+1]+1= 168p + 65, {2 boda)

Uvjet 100 < x < 300 zadovoljava jedino p = 1, odnosno, T = 233. (2 boda)

Drugo rjesenje.
Buduéi da je z = 8k + 1, moguéi su ovi brojevi:

T = 105, 113, 121, 129, 137, 145, 153, 161, 169, 177, 185, 193, 201,
209, 217, 225, 233, 241, 249, 257, 265, 273, 281, 289, 297.

{10 bodova)

Od ovih brojeva uviet t =714+ 2 zadovoljavaju
x =121, 177, 233, 289, (5 bodava)
Od ovih brojeva uviet z = 6m + 5 zadovoljava samo
Tz = 233.

Dakle, u drugim razredima ima ukupno 233 uéenika. (5 bodova)

3. Promatrajmo skup polinoma drugog stupnja oblika
. fm_(:z:)::rg+(2m+1):r+m2—l.
gdje je m realni parametar.
a) Koji skup tvore tjemena svih parabola y = f,, (z)?

b) Koja od parabola y = fm(z) ima tjeme na osi apscisa, a kojoj je tjeme na osi ordinata?

¢) Za koje m polinom fm ima pozitivne vrijednosti za sve realne z 7

Rjesenge.
a) Koordinate tjemena parabole y = f.(z) su
b 1 dac — b?
Io—_ﬁa—_m_ﬁ' ST =M {4 boda)



+ Qduzimanjem ovil-dviju jednadzbi-dobijemozy 1 r:-%- 1zakljucujemo da je traZeni skup .~~~ --

todaka pravac. (3 boda)
5
b} Tjeme je na osi apscisa kada je yp = 0, tj. za m = ~7 (3 boda) -
1
Tjeme je na osi ordinata kada je zg = 0, tj. zam = -3 (3 boda)

c) Vodeéi je koeficijent svih polinoma 1, pa f(z) ima pozitivne vrijednosti za sve z ako
5
je D <0, odnosno (2m +1)*> - 4(m* —1) =4m + 5 < 0, tj.zam < ~7 (7 bodova)

4. U polukrug su upisana dva kvadrata kao na slici.
Ako je povriina manjeg kvadrata 16, kolika je
povraina veceg? Obrazlozi svoj zakljuéak!

Rjesenje.

Neka je r polumjer kruznice i a duljina stranice veéeg kvadrata. Duljina stranice manjeg
kvadrata je 4. (2 boda)
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Iz pravokutnog trokuta CDO dobivamo: % = (5) + a®, (4 boda)
2
a iz pravokutnog trokuta EFQ: 1% = (g + 4) + 42 {4 boda)
Izjednacavanjem
N2 4, sa 2 .
- (—2—) +a _(§+4) +4
dobivamo kvadratnu jednadzbu a? —4a — 32 =0, s rjeSenjima e =8 i a = —4. {7 bodova)

Negativno rjesenje odbacujemo. pa je stranica veéeg kvadrata duljine 8, a njegova povriina
6. (3 boda)

5. Opseg paralelograma iznosi 144. Duljine njegovih visina odnose se kao 5 : 7, a mjere
unutarnjih kutova kao 1:2. [zratunaj povriinu paralelograma.

Rjesenje.
Neka su kutovi paralelograma o i 3. Tadajea + A =180°, a: =1 2, pajea =601
8 =120° (3 boda)
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Trokuti CBC, i CDCs (vidi oznake na slici) su sliéni, pajeb:a=wv :vp =5:7.
{5 bodova)

Kako je poznat opseg 2a + 2b = 144, dobivamo a = 42 1 b = 30, (5 bodova)

bv3 :
Trokut CBC, je polovica jednakostraniénog trokuta, pa je v; = —9~—\/. =15V3. (4 boda)

Konaéno. povriina paralelograma je P = av; = 630V/3. {3 boda)



