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MATEMATIKA, opéinsko-gradsko natjecanje
Zadaci za I'V. razred srednje skole, B varijanta
13. veljage 2006.

1. Odredi sve kompleksne brojeve z za koje vrijedi
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2. Dokazi da za svaki prirodni broj n vrijedi nejednakost
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3. Dane su to¢ke A(-3,6) i B(6,3). Odredi skup svih tofaka &ija je udaljenost do
totke A dvostruko veéa od udaljenosti do tocke B. Nacrtaj dobivenu krivalju u
koordinatnom sustavu te odredi njezina sjecista s koordinatnim osima.

4. Dana su dva aritmetiéka niza:
1, 5,9, 13, ...
1, 6, 11, 16, ...

Izratunaj zbroj prvih 2006 zajednitkih élanova tih dvaju nizova.
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5. Odredi najmanji prirodni broj n takav da je — kvadrat prirodnog broja.
n
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Svaki totno rijeSen zadatak vrijedi 20 bodova.

1. Odredi sve kompleksne brojeve z za koje vrijedi

z—12( 5 z—4| 1
2—-8i| 3 z—-8f
Rjefenje.
Dane uvjete mozemo zapisati: 3|z — 12| = 5|2 — 8i| i [z — 4| = |z — 8], (2 bodova)

odnosno uz 2 = r + iy:
9((z —12)* +3%) = 25 («* + (y - 8)?),

(I—-4)2+y2m(:r,~—8)2+y2.

(5 bodova) -
Rijefimo taj sustav,
Najprije zakljuéujemo = — 4 = +(z — 8), a jedina je moguénost z = 6.
(4 boda)
Sada iz prve jednadzbe dobivamo 9 (36 + y%) = 25 (36 + (y — 8)?),
odnosno nakon sredivanja: y? — 25y + 136 = 0.
Rjesenja ove kvadratne jednadibe suy =171y = 8. (7 badova)
Trazeni kompleksni brojevisu z) =6+ 177 i 20 =6 + 8. {2 boda)
2. Dokazi da za svaki priredni broj n vrijedi nejednakost
S S > 1.
n+l n4+2 n+4+3 3n In+41

Rjesenje.
Tvrdnju ¢emo dokazati matematiékom indukcijom po n € N.
Baza indukcije, tj. nejednakost za n = 1, je naprosto % + % + % = % > 1.

* (5 bodova)

Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi R#H + :T.%fz‘ + ﬁ > 1. Vrijedi

1 1
(n+1)+1+'“+3(n+1)+1_

1 1 3 1 ) 1 1
= ce. N -
(-n+1+n+2+ +3n+1)+(3n—3—2 3n+3+3n+4 n+1)
(8 bodova)
pa je za zavrietak koraka indukeije dovoljno pokazati da vrijedi
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5to nakon mnoZenja postaje
18n? + 36n + 18 > 18n® + 36n + 16,

a to ofigledno vrijedi. (7 bodova)

Alternativno rjesenje.
Na 27 4 1 razlomaka iz zadatka primijenimo aritmeticko-harmonijsku nejednakost:

! I 1
CEa N> B T 2n +1
2n+1 R+1)+(n+2)+- +Bn+1)

1

1 1 . . . .
7ET w3+ 37 Disu svi medusobno jednaki.

(15 bodova)

Zbroj u nazivniku éemo izracunati koristenjem formule za zbroj uzastopnih &lanova arit-
metickog niza. Dakle vrijedi:

Nejednakost je stroga jer brojevi

1 1 1 (2n +1)?

+ + et >
n+l n+2 In+1 n+l)+(n+2)+---+Bn+1)
(2n+1)°

4n--23

= 1.

(5 bodova)

Napomena.
Zadatak se mozZe rijediti i grupiranjem po dva élana (prvi i zadnji, drugi i predzadnii.. . .
a srednji ostaje sam), koristeéi

1 + 1 _ 4n 42 - 2
n+l+k 3n+l-k (n+12—(n—Kk2" 2n+1

. Dane su totke A(—3,6) i B(6,3). Odredi skup svih tocaka Zija je udaljenost do tocke
A dvostruko veca od udaljenosti do totke B. Nacrtaj dobivenu krivulju u koordinatnom
sustavu te odredi njezina sjeciita s koordinatnim osima.

Rjesenje.
Neka je T(z.y) totka na trazenoj krivulji. Dani uvjet d(A4,T) = 2d(B, T') moZemo raspisati
kao

Vi +3)2+ (y~6)2=2/(z - 6)2 + (y - 3)2, {5 bodova)
5to nakon kvadriranja
(z+3)2+(y—6)° = 4((z — 6)> + (y — 3)%)

i sredivanja
224+ —18r—4y+45=0

postaje  (z —9)% 4 (y —2)? = 40. (5 badova)



, (5 bodova)
Trazeni skup tocaka je kruznica sa sredistem u toéki 5(9, 2}, polumjera » = 21/10.

Sjecista s osi ¢ dobivamo rjefavanjem sustava

{ {z—9)% + (y — 2)% = 40

y=10
To su toéke (3,0) 1 {15,0). {3 boda)
Kruznica ne sijece os y, jer udaljenost sredista od osi y iznosi 9, i veéa je od polumjera
kruznice. (Isto se moze zakljuciti i rjeSavanjem sustava.) (2 boda)

. Dana su dva aritmeticka niza:
1, 5, 9, 13, ...

1, 6, 11, 16, ...

Izracunaj zbroj prvih 2006 zajednickih €lanova tih dvaju nizova.

Rjesenje.

Napidimo joi po nekoliko élanova tih dvaju nizova:
1. 5.9, 13, 17, 21, 256 ...
1, 6, 11, 16. 21, 26, 31 ...

Prvi zajednicki €lan ta dva niza je 1, a slijedeéi je 21. Pokazat éemo da zajednicki élanovi
tog niza tvore novi aritmeti€ki niz (€ija su prva dva ¢lana 1 i 21).

(5 bodova)
Uotimo, ay = 1+4(k—1), by = 1 + 5(k~1). Iz am = by, slijedi 4(m —1) = 5(n—1). Zato
5 dijeli m — 1, tj. m = 5m; + 1 i analogno n = 4n, + 1, a ponovnim uvritavanjem slijedi
m; = n;. Dakle, zajednitki ¢lanovi nizova su oblika 1 + 20m;. Dakle, zajednicki clanovi
tine aritmeticki niz s prvim élanom 1 i razlikom 20.

(10 bodova)
Zato je suma prvih 2006 zajednickih ¢lanova:
2006
Soopg = T -(2-1+2005- 20) = 40222306. {5 bodova)

Napomena. Ako ufenik koristi, a ne dokaze éinjenicu da ti &lanovi éine aritmeticki niz
odgovarajuéih 10 bodova ne dobiva, ali ostale bodove moZe dobhiti.
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5. Odredi najmanji prirodni broj n takav da je — kvadrat prirodnog broja.
T

Rjesenje.
Rastavimo na faktore 11!,

1-2:3:4-5-6-7-8-9.10-11=2-3-2%.5.(2.3).7-2°.3% . (2-5) - 11 =28 .34 . 52 . 7. 11.

(5 bodova)
Kvadrat prirodnog broja (potpun kvadrat) ima u rastavu na proste faktore samo parne
eksponente. (5 bodova)
Broj 11! treba podijeliti sa 7- 11 = 77 da bismo dobili potpuni kvadrat.
Dakle, n = 77. (10 bodova)

| .
Napomena. % =28.3%.5% = (2¢.3% .5)? = 7202



