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MATEMATIKA, Zupanijsko natjecanje
Zadaci za I'V. razred srednje skole, B varijanta
14. ozujka 2006.

1. Razlika predzadnjeg i prvog élana konagnog aritmetickog niza je 24. Zbroj svih
tlanova je 102, a razlika niza jednaka je trostrukom prvom élanu. Odredi taj niz.

2. Prikazi jednog prirodnog broja n sustavima s bazama 7 1 9 imaju iste tri znamenke,
ali u obrnutim porecima. Odredi sve takve brojeve?

3. Za realan broj = definiraju se: najvece cijelo od z, |z je najveéi cijeli broj koji nije
vedi od z i decimalni dio od z, {z} =z - |z].

Npr. |3.14) = 3, {3.14} = 0.14, |—-2.4| = —3, {—2.4} = 0.6.

NN L oy, b
Rijesi jednadzbu |z]| + o] = {z}+ s

4. U ravnini je dan jednakostraniéan trokut ABC. Odredi skup svih toaka 7" ravnine
za koje vrijedi

ITAP +|TB* = |TC|.

Koja je to krivulja i u kakvom je ona poloZaju u odnosu na tocke 4, Bi C ?

5. U skupu realnih bro jeva rijesi sustav jednadzbi

I Y

2007 4 2007 4 2007 g

$2008+y2008+22008 = 9.



Zupanijsko natjecanje 2006., I'V. razred, B varijanta — rjeSenja zadataka

Svaki toéno rijeSen zadatak vrijedi 20 bodova.

1. Razlika predzadnjeg i prvog ¢lana konaénog aritmetickog niza je 24. Zbroj svih ¢lanova je
102. Razlika niza jednaka je trostrukom prvom élanu. Odredi taj niz.

Hjesenje.
Neka je prvi €lan trazenog niza g, razlika niza d, a broj élanova niza n. TraZeni niz je

e, a+d, a+2d, ..., a+ (n—1)d,

i pritom je n > 2. Prema uvjetima zadatka je:

(1) (a+(n—2)d)—a = 24,
n
(2) ) (2a + (n~1)d) = 102,
(3) d = 3a.
(4 boda)
Sredivanjem prve jednadzbe dobivamo (n — 2)d = 24, odnosno, zbog (3),
(4‘) (TL - 2)(1 =8,
Iz (2) slijedi
(5) g (2a+3(n—1)) =102,  odnosno  na(3n — 1) = 204.
(5 bodova)
8
Iz (4) slijedi a = =7, Pa uvritavanjem u (5) dobivamo kvadratnu jednadzbu
n —
6n? — 53n 4 102 = 0. : (4 boda)
534++532 —-4-6-102 1
Njezina rjeSenja sun; g = v T 1.y =6np= FT, a kako je n prirodan
broj, n = 6, (3 boda)
idaljejea=2,d =6, (2 boda)
pa je traZeni niz 2, 8, 14, 20, 26, 32. (2 boda)

2. Prikazi jednog prirodnog broja n sustavima s bazama 7 i 9 imaju iste tri znamenke, ali u
obrnutim porecima. Odredite sve takve brojeve.

Rjedenje. :
Uvjet zadatka moZemo zapisati ovako: {abc)7 = (cba)g, (2 boda)

cdnosno,

Ta+T7h+c=9%+9 +a. (5 bodova,



Nakon sredivanja dobivamo b = 8(3a — 5c). (2 boda)

Slijedi 8b, no kako je b < 7 (b je znamenka u sustavu 7), mora biti b =0, (4 boda)
pa je 3a = 5S¢, (2 boda)
odnosno (jersuaice {0,1,2,3,4,56}),a=51ic=3 (arjeSenje a = b = 0 bi dalo
nulu, no nula nije prirodan broj). (3 boda)
TraZeni broj je 5037 = 3059 = 2481;. (2 boda)

Nepomena. Utenik koji uz totno rjeSenje dobije i rjeSenja za b = 8 {dobijesea =2, c=1
ia=17, ¢c=4) gubi 6 bodova.

. Za realan broj z definiraju se: najvece cijelo od z, |z] je najveéi cijeli broj koji nije veéi
od z i decimalni dio od z, {z} =z — |z].

Npr. {3.14] = 3, {3.14} = 0.14, [—2.4} = —3, {-2.4} = 0.6.

1
Rijedi jednadzbu |z + ﬁ = {z} + 5%
Rjefenje.
Kako je

11 [z A=)

R R o TR S

jednadzbu mozemo zapisati u obliku

(12}~ =) (1 - o7 ) =0

(5 bodova)
Odavde dobivamo:
(1) |z|={z}, il
(2 [=]-{=z}=1 i {2 boda)
(1) je moguée samo ako je |z] = {z} =0, jer je |z] € Z, a {z} € [0,1). No, tada dana
jednakost nema smisla. (3 boda)
Iz (2) slijedi |z} > 0, jer je {z} > 0. (2 boda)
Zato je |z| =n, za nekin € N. (2 boda)
Zbog (2} je {z} = %, (2 boda)
pa mora biti n > 1. (2 boda)
Danu jednadzbu zadovoljavaju svi brojevi z =n + %, neEN, n>2. (2 boda)

Napomena. Ako uienik ne pazi na uvjet n # 1, gubi 2 boda.



4. U ravnini je dan jednakostraniéan trokut ABC. Odredi skup svih tofaka T' ravnine za
koje vrijedi

|TA? +1TB|* = |TC|%

Koja je to krivulja i u kakvom je ona poloZaju u odnosu na toctke A, BiC 7

Rjesenje.
Neka je a duljina stranice trokuta ABC. Postavimo ishodite Kartezijevog koordinatnog
sustava u poloviSte stranice AB, vrhove trokuta A i B na os z, a vrth C na os y, kao na

slici.

W

Koordinate vrhova trokuta ABC su:

A (—g-,o) : (%,o) , C (o, “—‘@-) . (2 boda)

Trazimo totku T*(z,vy) koja zadovoljava dani uvjet.

2 a,2
TA? = (3-;-%) +yt = :rz—l-a:z:—l—E—I—yz, (3 boda)
9 2
[TB? = (z—%) -{-y2 = :rz—a:r—l-%—l—yz, (3 boda)
V3 2 3a®
|TG|2 = z2 4 (y_. E_é__) = :1;2-E-y2 —a,y\/g—f— %. (3 boda)



Uvritavanjem u dani uvjet dobiva se:

2
a
& +y° +ayV3— =0 (4 boda)
odnosno
3 2
z? + (y + a_) = a*
2
Trazena krivulja je kruznica (1 bod)
sa srediftem S (0, —0—2@), (1 bod)
polumjera r = a. (1 bod)

Ona prolazi toékama A i B, a srediite joj je simetri¢no totki ' u odnosu na pravac AB.
(2 boda)

Napomena. Ako se vth A postavi u ishodiste, a vih B na os z, dobiva se

2
2
AT = % + 42, |BTP = (e —2)" + 7, |OT = (5 — =) +(a_f“ ) ,

te jednadzbu kruznice £ + 3% — az + ayv3 =0.

5. U skupu realnih brojeva rijedi sustav jednadZbi

£2006 | 2006 4 ;2006 _ g9
2007 2007 4 j2007 _ o
2008 . 2008 4 L2008 _ o

Rjesenje.
Zbrojimo prvu i treéu jednadzbu i oduzmemo drugu pomnoZenu s 2:
(2006 4 2006 | ;2006) 4 (52008 | 42008 o ,2008) _ 9. (22007 4 42007 4 ,2007)
= 24+2-2-2
o (22006 4 2008 g 2007y 4 (42000 | 42008 _ g 42007y 4 (;2006 4 ;2008 _ 9. 2207y =

= m2()(}6 . (:I: _ 1)2 e yEDDB . (y _ 1)2 4 32006 . (z _ 1)2 =0.

7Zbroj nenegativih izraza je jednak 0, pa je svaki od njih jednak 0. Zato je 7, y, z € {0, 1}
(15 bodova)

Konaéno rjeSenja sustava su (z,¥,2) € {(0,1,1), (1,0,1), (1,1,0)}. (5 bodova)

4



Nepomene.
— Za oduzimanje prve i druge jednadizbe

)

2
2005 | (2006 4 ;2006 _ ;2007 _ 2007 _ 2007 . )

ufenik dobiva 2 boda.

— Za pogodena sva tri rjeSenja bez argumentacije da drugih realnih rjefenja nema daje se
2 boda.



