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MATEMATIKA, Zupanijsko natjecanje
Zadaci za III. razred srednje skole, A varijanta
14. ozujka 2006.

1. Za duljine a, b kateta pravokutnog trokuta vrijedi

o a—b_
g 9

1
3 (loga -+ logb — log2).

Odredi §iljaste kutove tog trokuta.

2. U trokutu ABC vrijedi: |BC| =4, |[CA| =5, $BCA =2 JCAB.
Izratunaj polumjere tom trokutu opisane i upisane kruZnice.

3. Odredi sve parove realnih brojeva z, y iz intervala [0, 27| za koje vrijedi

sinz — siny -+ cos(z — y) = —.

4. Neka je R polumjer kugle opisane oko pravilne Cetverostrane piramide, a r polumjer
kugle upisane u tu piramidu. Dokazi da je

§_>_\/§+1.

5. U Sunfevom sustavu otkriven je novi planet! Dakle, oko Sunca kruzi 10 planeta.
Dokazi da se u svakom trenutku na povrini Sunca moze pronaéi tocka iz kaje su
vidljiva najvise 4 planeta,

(Opéepoznata pretpostavka je da svi planeti i Sunce imaju oblik kugle te da svaki
planet ima manji polumjer od Sunca. Druga saznanja o planetama molimo ne
koristiti.)



Zupanijsko natjecanje 2006., 3. razred, A kategorija
Zadaci © rjefenja:
1. Za duljine a, b kateta pravokutnog trokuta vrijedi

-b 1
log g 7 = i(loga—i»logb— log 2).

Odredi iljaste kutove tog trokuta.

Rjesenje.
Jednakost .
2log . loga +logb — log?2
mozZemao zapisati u oblikuy
a—by2 ab
log ( ) = log o (3 boda)
£j.
a—5v2  ab
( 7 ) =3 (2 boda)
odakle mnoZenjem slijedi
a? + b? = 4ab.
Sada se sjetimo da se radi o pravokutnam trokutu paje a® + 5% = ¢, (2 boda)
odakle dobivamo
? = 4ab.

Nadalje, zbog sina = £, cosa = 4 je

dab = 4-csina-ccosazdc‘!sina-cosa,

pa mozemo posljednju jednakost zapisati u obliku

4sinacosa =1, - (5 bodova)
t.
1
sin2q = —
Slijedi 2a = 30° ili 2a = 150°, tj. o == 15% ili @ = 75°, (3 boda)

Buduéi da mora biti 252 > 0 (kako bi logaritam s pocetka zadatka bio definiran),
zakljuCujemo a > b, tj. @ > A =90° — q, pa dolazi u obzir jedino rjesenje

a =75 =15 (5 bodova)



2. U trokutu ABC vrijedi: |BC| =4, |CA| =5, $BCA =2 JCAB.
lzracunaj polumjere tom trokutu opisane i upisane kruznice.

Rjesenje.
Uvjete moZemo standardno zapisati c = 4, & = 5, v = 2a.

Prema poucku o sinusima imamo

e sin sin 2oy
— = = L. - =2cosa
o  Sino sin o

pajecosa = §. S druge strane, poufak o kosinusima daje

B4 c®—a? 249

cosa= 2bc ~ 10c
pa usporedivanjem dobivame jednadzbu
c ct+9
8 10¢ ’
odakle je ¢ = 6. {10 bodova)
V7

Sada je cosa = § = %, sto daje sina = %*. 1z formule a = 2R sin @ moZemo izrafunati
radijus opisane kruznice R.

a 8  BV7

T 2sina T 7

(5 bodova)

Povriina trokuta je jednaka P = %bcsina = %-5-6-% = %ﬁ, a poluopseg mu je jednak
5= 9—”‘% = 1546 _ 15 by konaéno moZemo izratunati i radijus upisane kruZnice.

z T 7
p 15;/? J7
r=—= lﬁ =5 (5 bodova)
2
3. Odredi sve parove realnih brojeva z, y iz intervala [0, 27} za koje vrijedi
. . 3
sinz — siny + cos(z — y} = 7
Rjesenje.
Koristenjemn formula sino—sinf = 2sin 9-§£ cos “zﬁ te cos2a = 1-2sin o jednadZbu
mozemo transformirati ovake:
. I + . - 3
2511r1$2 ycosmg y+1—25m2 2 y =3
— T — +1 1
o sin? 2Y _sin 2ycosI2J-%~Z—0
_ I 2 1
@(siux — 3¢ sI;y) +4— 1 — cos® +y)_0

(5 bodova)

t~2



Oba pribrojnika su nenegativna, a zbroj im je 0, pa mora biti

zw"*-y
2

1 —cos =1,

z -ty

1
— £O8 = .
2 2

(5 bodova)

Razlikujemo dva slugaja:

(i) cos % =1, sin T3 = &
Zb0g0< iy < 2micos 3 =1 bi moralo biti z =y =0 ili 2 =y = 2r, &to je u
l\ontradlk(_gl § drugom _}ednadzbom

(ii) cos——i =-1,sin55¥ = -]

Zbog 0 < :H"" < 29 1 cos —}’i =-1 mora biti T = 7r tj. y = 27 — z. Uvritavanje
u drugu _}edna.dzbu daje sin(z —«) = —5, tj. sm:c = 5. Dobivamo rjedenja
T 11w te 11w
T = — = — T o= —, = —.
6 Y 6 67" 6

(10 bodova)

4. Neka je fo polumjer kugle opisane oko pravilne etverostrane piramide, a r polumjer
kugle upisane u tu piramidu. Dokaii da je

R
—>V2+1.
-
Rjesenje.

Neka su tocke, duljine i kut o kao na slici.

Iz trokuta FVN dobivamo v = 2atg 2a, a iz trokuta VAN dobivamo
b =" + fa? = La?(tg? 2 -+ 2). (5 bodova)



v b
0
R
2 2

Posto je R jednak polumjeru trokutu ACV opisane kruznice, imamo

po 4bb db® b a(ig? 20+ 2)
CAP(ACV) T 2dv v 4tg2c

(5 bodova)

2R
Z
b IR
iy

Poito je r jednak polumjeru trokutu EFV upisane kruznice, imamo r = %a teo pa jeo
konaéno .
R tg12a+2m tgla+1

r 2tg2atga 2tgla(l —tgla)

{5 bodova)
Uz oznaku ¢ = tg% o € (tg2 0°, tg? 45°) = (0, 1) preostaje dokazati da za { € (0, 1) vrijedi

2 +1
— > V2+1,
Zt(l-t)_f

odnosno nakon mnozenja

(2v243)t* - 2(V2 4+ 1)t +1 >0,



no ova kvadratna nejednadzba ima vodeéi koeficijent pozitivan i diskriminantu
4(V24+1)2 - 4(2v2+3) =0

pa je zadovoljena za svaki realni broj ¢. (5 bodova)

. U Sungevom sustavu otkriven je novi planet! Dakle, oko Sunca kruzi 10 planeta. Dokazi
da se u svakom trenutku na povriini Sunca moze pronadi togka iz koje su vidljiva najvise
4 planeta.

(Opéepoznata pretpostavka je da svi planeti i Sunce imaju oblik kugle te da svaki planet
1ma manji polumjer od Sunca. Druga saznanja o planetima ne smiju se koristiti.})

Rjesenje.

Za svaki planet promotrimo skup svih toéaka na povriini Sunca iz kojih ga je moguée vid-
Jeti. To je sferna kapica éija povrsina je manja od %P, gdje Je sa I? oznacen iznos Sungeve
povesine (kao povrsine sfere). Zbroj povrsina svih tih kapica je manji od 10- %P =5F.

(10 bodova)

S druge strane, kad bi se iz svake tocke na Suncu vidjelo barem 5 planeta, onda bi te
sferne kapice 5 puta prekrivale Sunéevu povrsinu pa bi zbroj njihovih povriina bio barem
5FP. Kontradikcija. (10 bodova)



