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1. DokaZi da je za svaki prirodan broj n, broj

nt nd 11n? n

u Tt Ty

takoder prirodan.

2. Odredi sve kompleksne brojeve z za koje vrijedi

z-|z|+2z4+i=0.

3. Dvije kruznice jednakog polumjera p upisane su u trokut ABC tako da se meduscbno
dodiruju, te jedna od njih dodiruje stranice AB 1 AC, a druga stranice AB i BC.
Dokazi da vrijedi

2 1 1
|AB[ o 7’

gdje je r polumjer upisane kruznice trokuta ABC.

4. Odredi sve parove prirodnih brojeva a i b za koje je

V24 a
V3+vb

racionalan broj.

3. Neka su a, b i ¢ pozitivni realni brojevi takvi da je ab 4 bc + ca = 1. Dokazi
nejednakost

1 1 1 ab be ca
> V3 .
a+b+b+c+c+a _\/_+a+b+b—|-c+c+a




Zupanijsko natjecanje 2006., IL. razred, A varijanta — rjesenja zadataka

Svaki to€no rijeien zadatak vrijedi 20 bodova.

1. Doka#i da je za svaki prirodan broj n, broj

n! + nd " 1In? n
24 4 24 4

takoder prirodan.

Rjesenje.
Imamo:
nt nd + 11n* n _ nt 4+ 6n® + 1102 4- 6n
24 4 24 4 24
_ n(nd + 6n? 4 11n + 6) _ n(n3+n2+5n2+5n+6n+6)
- 24 - 24
_ n{n+1)(n? + 5n + 6) _a{n+1)n -+ 2){n + 3)
N 24 . 24 ’

Brojnik A = n(n + 1}(n + 2)(n + 3) je produkt Eetiri uzastopna prirodna broja.
(5 bodova)

Od tetiri uzastopna prirodna broja dva su djeljiva s 2, a jedan od njil s 4. To znaéi da je
A djeljivo s 8. (8 badova)

Napomena. Ako ucenik obrazlozi da 4|4, ali ne i 8]4, onda 3 boda.

Od tri uzastopna prirodna broja jedan je djeljiv s 3. (5 bodova}
Dakle, A je djeljivs 8153 tj. A je djeljivs 8-3 = 24. (2 boda)
Napomena. Moguée je i metodom matematéke indukeije dokazati 24 In(n+1)(n+2}(n+3).

2. Odredi sve kompleksne brojeve z za koje vrijedi

z-|z| +224+1=0.

Pruo rjesenje.
Neka je z = z + 1y. Tada jednadzba poprima oblik

(z +iy) V22 + y? + 2z + 2y 41 = 0,
il

e(vVz? + 12+ 2) +ily V2l + 32 + 2y + 1) = 0.

(4 boda)



Odavde dobivamo:

z{Vr? +y? +2) =0, (1)
yVri+y?+ 2y 4+ 1 =10, (2)

(2 boda)
Kako je Vz? +y? +2 > 0 iz (1} slijedi =z = 0, (4 boda)
pa iz (2} dobivamo
yly|+ 2y + 1 =0.
Odavde jey <0iy? -2y —1=0. (4 boda)
RjeSenja ove kvadratne jednadzbe su y,2 = 1 £ V2. Zbog y < 0 zadovoljava samo
y=1-2. : (4 boda)
Dakle, jedino rjesenje je z = i(1 — V2). (2 boda)
Druge rjeSenje. Zapidimo jednadzbu u obliku
z(|z] +2) = 4.
. ] 1
Odavde se dobiva |z| + 2 = ——, odnosno, |z| + 2 = Zl (7 bodova)
z .
Supstitucijom r = |z| posljednja jednadzba prelazi u kvadratnu jednadibu po r
24+ 2r—1 =0,
€ija rjefenja su —1 #+ /2. Radi r > 0 zadovoljava samo r = —1 + /2. (8 bodova)
Sada iz z(—1+ V2 +2) = —i dobivamo
i 1-V2
A - = (1] — \/-j i
1+V2 1-v2 ( )
{5 bodova)

Nepomene.
— Utenik koji rjeSava jednadzbe
242 +i=0 i -2 4224+i=0

dobiva 0 bodova.
— Tko ima 212 = i(1 & v/2) gubi 5 bodova.



3. Dvije kruznice jednakog polumjera g upisane su u trokut ABC tako da se medusobno
dodiruju, te jedna od njih dodiruje stranicc AB i AC, a druga stranice AB i BC. Dokagi
da vrijedi

2 1 1

[AB] ~ o '
gdje je r polumjer upisane kruznice trokuta ABC.
Rjesenje.

Uvedimo oznake kao na slici (S je srediste upisane kruznice). Iz sliénosti trokuta dobiva
se:

[AP[: |AM|=p:r, (5 bodova)

]BQI : [B.ﬂf[] =pgIT. (3 bgdova)

Napomena. Jedan omjer 5 bodova, dva omjera 8 bodova.

c

Kaka je
[AP) + |PQ| + |QB| = |AB]| (2 boda)
slijedi
§|AM1+29+3|BM| — |AB| (2 bodova)
T
(1AM + |BM]) +20 = |4B]
Y
2(aB) +20 = |AB],
o '
%2 = (1—;) |AB} /:(o-|AB|) (6 bodova)
p 11
- _ 11 2 bod:
AL i (2 boda)



4. Odredi sve parove prirodnih brojeva a i b za koje je

V24 a
V3 -+ Vb

racionalan broj.

Rjesenje.
Neka je g racionalan broj takav da je

V2+va
B+vh

Jednakost se mozZe zapisati u ovom obliku

va - gvb = gV3 — V2. (2 boda)

Nakon kvadriranja dobiva se
a+ g% —2vab = 3q% + 2 — 2/,

2(Vab - VB = a+q’(b—3)-2.
(2 boda)
Odavde slijedi da je vab — v/6 = g, racionalan broj. (4 bodova)

Nakon kvadriranja jednakosti vab = V6 +4qy, dobiva se ab = 6+ g7 + 24 V6, ili zapisano u
ekvivalentnom obliku 2g;v6 = ab— 6 ~ ¢?. Posljednja jednakost moze vrijediti samo ako
jeq =0 (7 bodova)

Tada je ab = 6, pa preostaje provieriti sljedeca Zetiri sluCaja:

1, b=40G = V2l ! iracionalan b
a=1,b= q= = ~—=, iracionalan broj,
V3eve V3
NI
=2, b=3 = —= , iracionalan broj,
a g= 2\/— /3 ]
V2+V3
a=3 b=2 = , racionalan broj,
MRV VA
V2 + V6 = /2, iracionalan broj.

a=060=1 = —
R
Dakle, racionalan broj se dobiva samo zaa = 3, b= 2. (5 bodova)

Napomena. Uctenik koji ouéi da jea = 3, b = 2 jedno ricienje, ali ne pokazuje da drugih
nema, dobiva 3 boda.



o. Neka su a, b1 ¢ pozitivni realni brojevi takvi da Je ab +bc+ ca = 1. DokaZi nejednakost

1+1+1>\/§+ab+bc_’ ca
a+b b4e cda” a+b b4c ct+a’

Rjesenje.

Dana nejednakost je redom ekvivalentna sa sljededima:

l—ab 1—be 1-ca
> V3,
a+b b+c+c+a > V3

be+ca ca4ab  ab+be

> V3,

a+b b+c + ce+a T v3
at+b+ec > V3, /2 (5 bodova)

a® + 0% 4+ 2ab+ bc+ca) > 3,

A+ +ct+2-1 > 3, (5 bodova)
a+v2 42 > 1,
a?+ 0?42 > ab + be 4 ca,
1
3 [(a =b)*+ (b—c)?+ (c— a)z] > 0. (10 bodova)

Kako je ova nejednakost ispunjena, vrijedi i polazna.



