ZUPANIJSKO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
1. razred — srednja Skola — A kategorija
7. ozujka 2008.

Ukoliko u&enik ima rjeSenje (ili dio rjeSenja) razli¢ito od ovdje navedenog, bodovanje treba
uskladiti s ovdje ponudenim. Ispravno rijeSen zadatak boduje se s 20 bodova.

Zadatak 1. Rijesi jednadzbu

6a +1 6a a? 2a + 1

a x+a+1+(a+1)3 T Br2ata

u ovisnosti o realnom parametru a.

Rjesenje.
Da bi sve operacije bile definirane mora biti a # 01 a # —1. (2 boda)

MnozZenjem jednadzbe s a(a + 1) i sredivanjem dobivamo:

(6a+1)(a+1)32 — (2a+1)(a+ 1Dz +6a%(a+1)2+a®> = 0

z(a+1)[(6a+1)(a+1)2— (2a+1)]+a?6(a+1)2+a] = 0
z(a+ 1)(6a® + 13a? + 6a) + a*(6a* + 13a +6) = 0
(2a +3)(3a + 2)[zala+ 1) +a?] = 0.
(10 bodova)
2 3. o . . . .
Zaa € —373 jednadzba je neodredena, tj. zadovoljena je za svaki x € R. (4 boda)
Zaac®\4—2 -3 0 1\ jednadzba ima rjesen; a (4 boda)
aa -, ——,0,— ednadzba ima rjesenje x = — .
3? 27 Y J J J a + 1
Napomena. Ucenik koji bez diskusije dobije rjeSenje x = —%, dobiva najvise 12 bodova.
a
Zadatak 2. Dokazi da za svaki realan broj x, x > —1, vrijedi nejednakost
2 3 4
r+ar +x’+x <9
14 a® -
Rjesenje.
Dana nejednakost je ekvivalentna sa
2422° —x — 22 — 23— ot
525 > 0. (2 boda)

Kako je 1 +2° > 0 za > —1 dovoljno je dokazati nejednakost

S=2+422° —x—2* -2 -2 >0. (2 boda)



Tmamo:
S = (I—2)+ (1 —22) + (25— 23) + (2% — 2%)
= (1-2)+(1-2))+232?-1)+2'(z—1)
= 1-2)1-a")+ (1 —2?)(1-2%
= (I-2)1-2*)(1+2?)+ (1 -2?)(1 —z)(1+ 2z +a?)
= 1-z)(1-2*)2+z+2?)

= (1-2)?(1+2)222+2+2).
(12 bodova)

Sada je oc¢ito da je za svaki x > —1 izraz S prikazan kao produkt nenegativnih faktora, pa je
S >0, sto je i trebalo dokazati. (4 boda)

Zadatak 3. Dokazi da je za svaki prirodan broj n izraz n'® — n” djeljiv s 30.

Rjesenje.
Ozna¢imo A = n'Y — n”. Faktorizacijom dobivamo
A = n"(n'?2—-1) = n"(n® - 1)(n® +1)
= n'(n—Dn+1)n*+n2+1)n2+1)(n* —n?+1)
= (n—=nn+1)(n?*+1)-B, BEN.
(5 bodova)

Kako su n i n 4+ 1 uzastopni prirodni brojevi, jedan od njih je paran. (5 bodova)
Jedan od tri uzastopna cijela broja, n — 1, n, n + 1 je djeljiv s 3. (5 bodova)

Ako je n = 5k, k € N, n? je djeljiv s 5.

Ako jen =5k +1, k€ N, n?2 — 1 je djeljiv s 5.

Ako je n =5k £2, k € N, n? + 1 je djeljiv s 5. (5 bodova)
Dakle, (n — 1)n(n+1) je djeljivis 2is31is 5 pajeondai A djeljivs2-3-5=30.

Napomena 1. Djeljivost s 10 moZe se dokazati promatranjem zadnje znamenke. U tom sludaju
dati 10 bodova, za djeljivost s 2 i 5.

Napomena 2. Djeljivost s 5 moZe se dokazati i pomocu Fermatovog teorema.



Zadatak 4. Tezisnica i visina iz vrha A trokuta ABC dijele kut kod vrha A na tri jednaka
dijela. Koliki su kutovi trokuta ABC'?

Prvo rjesSenje.

Oznacimo s N noziSte visine iz vrha A, s P poloviste stranice BC, s R noziste okomice iz P na
AC, |AB|=c¢, |BC| =a, |CA| =b.

B N P C

Trokuti BNA i PN A su sukladni (stranica i dva kuta) odakle dobivamo

1
[AB| = |AP| = ¢, |[BN|=|NP|= 3|BP|= %-

(4 boda)
Nadalje, iz sukladnosti trokuta PNA i PRA (stranica i dva kuta) je
|AR| = |AN| i |PR|=|PN|= Z
(4 boda)
Po Pitagorinom poucku za trokut PRC je
2 _ 9)2_(2)2 Rol— V3
IRC] (2 1) = IRo=22
(4 boda)
1z sli¢nosti trokuta ANC 1 PRC' (dva kuta) imamo
Ne|_|re) o g
LEhel R i ps =4
[AN| PR (AN §
. av'3
odakle je |AR| = |AN| = 5 = |RC. (4 boda)
Odavde dobivamo da su trokuti PRA i PRC sukladni (stranica i dva kuta), pa je v = %.
Iz trokuta BN A imamo 3 + % — 90° odakle je 8+~ = 90°. Napokon iz a + 3 +~ = 180°
dobivamo a = 90°, v = 30° i § = 60°. (4 boda)



Drugo rjesenje.
Uz oznake na slici, prema poucku o simetrali kuta vrijedi: |AN|: |AC| = |NP|: |PC],

(5 bodova)
tj. |AC| = 2|AN], (5 bodova)
pa kako je 4 ANC = 90° uoc¢avamo da je trokut ANC' polovica jednakostrani¢nog trokuta, pa
je vy =30°, (5 bodova)
2a = 60°, a = 90° i konacno 3 = 60°. (5 bodova)

Zadatak 5. Hipotenuza AB pravokutnog trokuta ABC ima duljinu 6. Kvadrat je upisan u taj
trokut tako da mu dva vrha leze na hipotenuzi, a druga dva vrha na katetama.

(a) Dokazi da povrsina kvadrata nije veca od 4.

(b) Za kakav trokut je ta povrsina jednaka 47

Rjesenje.
(a) Trokuti AEH i GBF su sli¢ni, pa je

|[EH| _|FB] . =z _ =z
AE| —|GF| "y T @
odnosno
22
y=—.
z
(10 bodova)
Vrijedi
2 [2
6:x+$—+22x+2 x—-z:x+2:ﬁ:3x.
z z
Dakle, x < 2. (5 bodova)
2
(b) Jednakost se dostize samo ako je r_ ztj. * = z = y, odnosno za jednakokracan pravokutan
z
trokut. (5 bodova)



ZUPANIJSKO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
2. razred - srednja Skola — A kategorija
7. ozujka 2008.

Ukoliko u&enik ima rjeSenje (ili dio rjeSenja) razli¢ito od ovdje navedenog, bodovanje treba
uskladiti s ovdje ponudenim. Ispravno rijeSen zadatak boduje se s 20 bodova.

Zadatak 1. Ako su u i v kompleksni brojevi, dokazi nejednakost
(1 4+ wuv)(1+av) < (1+wuu)(l+ vo).
Rjesenje.

Neka je u = a + bi, v = ¢+ di. Oznac¢imo L = (1 +wv)(1+av), D = (1 4+ uu)(1 + vo).

Sada imamo:
L = [1+4 (a+bi)(c+di)][l+ (a—bi)(c— di)]
= [1+ac—bd+ (ad+ bc)i| [1 + ac — bd — (ad + be)i]
= (1+ac—bd)*+ (ad + bc)?
= 1+ a%c® +b?d? + 2ac — 2bd — 2abed + a*d? + 2abed + b*c?

= 14 a%c2 +b2d? + a2d? + b%c2 + 2ac — 2bd.

(6 bodova)
D = [1+ (a+bi)(a—>bi)][1l+ (c+di)(c—di)]
= (1+a®+0*)(1+c*+d?)
= 1+a* 40>+ +a + Ve + d* + a*d® + b*d.
(6 bodova)
Tada je
D — L = (a® = 2ac+ c) 4 (b* + 2bd + d*) = (a — ¢)* + (b + d)* > 0.
Odavde slijedi da je zaista L < D. (8 bodova)



Drugo rjesenje.

(14+uv)(1+av) < (14 uu)(l+ vo)
& uv + uv < w4 vv

s (u—0)(a—v)>0

(10 bodova)

& (u—0v)(u—2v)>0

& |u—192>0,

Sto uvijek vrijedi. (10 bodova)

Zadatak 2. Odredi sva realna rjesenja jednadzbe
2 +x+ Va2t +7=5.

Prvo rjeSenje.
Stavimo ¢ = 2% 4+ z 4+ 7. Mora biti ¢ > 0. (2 boda)

Jednadzba poprima oblik t — 7+ v/t =5, ili vt =12 —t. () (2 boda)

Kvadriranjem i sredivanjem dobivamo kvadratnu jednadzbu

t? — 25t 4+ 144 = 0,
¢ija su rjeSenja t; =9 1 to = 16. (6 bodova)
Jednadzbu (x) zadovoljava samo t;. (4 boda)

Tada je 22 + x4+ 7=09, tj. 22+ —2=0. RjeSenja ove jednadzbe su z1 =1 i a9 = —2.

(6 bodova)
Napomena. Ulenik koji ne iskljuti rjedenja jednadzbe 22 + 2 — 9 = 0 gubi 4 boda.
Drugo rjesenje.
Zapisimo jednadzbu u obliku
Vaz4+x+7=5— (2% +2).
Kvadriranjem dobivamo jednadzbu
ot 4+ 223 — 1022 — 11z + 18 = 0. (1) (2 boda)

Pokusajmo odrediti neka rjeSenja ove jednadzbe. Uocavamo da = = 1 zadovoljava jednadzbu,
jer vrijedi 14+2—-10—11+ 18 = 0.

Stoga polinom na lijevoj strani mozemo podijeliti s (z — 1), pa dobivamo

(x —1)(2® + 32% — Tz — 18) = 0. (6 bodova)



Daljnjim pokusajima utvrdujemo da je x = —2 nultocka dobivenog kubnog polinoma, pa je

djeljiv s (z + 2). Sada imamo

(x —1)(z+2)(z*+2—9)=0. (6 bodova)

1
Dobivamo cetiri rjesenja, 1, —2, 5(—1 + v37) jednadzbe (1).

Sada treba provjeriti koja od njih zadovoljavaju i danu jednadzbu.
r=1..22 42+ V2 +2+7=12+14+V124+1+7=14+1+3=5.
r=-2.. .22 +x+Ve2+24+7=22-24+/2 -24+7=4-2+3=5. (2 boda)

1
Za x = 5(—1 +/37) vrijedi

2 +r=9pajex’+rx+Vri+ax+T7=9+V16=13#5. (4 boda)
Polaznu jednadzbu zadovoljavaju samo x =11 x = —2.

Zadatak 3. Duljine stranica trokuta su a, b i ¢, a veli¢ine kutova nasuprot stranica duljina b i
csu B =50°1~y=100° Dokazi jednakost

Rjesenje.

ab = & — b

Simetrala kuta 4 C trokuta ABC sijece stranicu AB u tocki D. Ozna¢imo x = |BD|. Tada je
i |CD| = z, jer je trokut BC'D jednakokracan.

A

Trokuti ABC i AC'D su sli¢ni (isti kutovi) pa je

Odatle slijedi

odakle konacno dobivamo

D B

BC| _ |CA| _ |AB|
ICD| ~ |AD| — |cA]

(10 bodova)



c <c — ab) = b,
c
odnosno trazenu jednakost ¢* — ab = b?. (10 bodova)

Napomena. Zadatak se moZe rijesiti i trigonometrijski.

Zadatak 4. Tetiva AB dijeli krug polumjera r na dva dijela ¢ije se pripadne duljine kruznih
lukova odnose kao 1: 2. U veéi od ta dva dijela upisan je kvadrat ¢ija jedna stranica lezi na toj
tetivi. Odredi duljinu stranice tog kvadrata.

Rjesenge.
Kako su duljine kruznih lukova u omjeru 1 : 2 i njihovi sredisnji kutovi moraju biti u istom
omjeru. Zato je < ASB = 120°. (2 boda)
(slika 3 boda)
Trokut SBC je jednakostrani¢an pa je |SP| = g i|9Q|=a- g (3 boda)
Iz trokuta SD(@ imamo
2 a\? ™2 2 2
r‘ = (§> + (a - 5) tj. ba® —4ra —3r°=0. (7 bodova)

Kako je duljina stranice kvadrata pozitivan broj, zadovoljava samo rjesenje

a=—-"r. (5 bodova)

Napomena. Zadatak se moZe rijeSiti i analiticki.



Zadatak 5. Ako se dvoznamenkastom broju pribroji umnozak njegovih znamenaka, dobije se
kvadrat zbroja tih znamenaka. Odredi sve takve brojeve.

Prvo rjesSenje.
Ako s x oznac¢imo znamenku desetica, a s y znamenku jedinica trazenog broja, tada ga mozemo
prikazati kao 10x + y.

Zapisimo zadani uvjet:

10z +y + zy = (xz +y)?, (4 boda)
z, y€{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, z # 0.

Sredimo li ovu jednadzbu dobit ¢emo

2?4+ (y — 10)z + (y* —y) = 0.

To je kvadratna jednadzba po x. Njezina diskriminanta mora biti nenegativna, t;j.

(y—10)2 —4- (4> —y) >0 ili 3y*>+ 16y — 100 < 0. (4 boda)
Ova nejednadzba je zadovoljena za y € {0,1,2,3}, a nije zadovoljena za y > 4. (4 boda)
Preostaje promatrati ova ¢etiri slucaja:
1°y=0, 22— 10z =0, 1 = 0, 22 = 10, ne odgovara.
2°y=1,22—-92=0, 21 =0, 2o =9, odgovara samo z = 9.
3° y =2, 22 — 8z + 2 = 0, = nije prirodan broj.
4°y=3,22—-T7x+6=0, 21 =1, 29 =6. (8 bodova)

Dakle, svi trazeni brojevi su: 13, 63, 91.

Drugo rjesenje.
Neka je trazeni broj Ty = 10z + y, =, y su znamenke, i  # 0. Trazimo broj za koji vrijedi

(10z 4+ ) + 2y = (z +y)>. (4 boda)

Sredivanjem dobivamo 22 +zy +y?> — 10z —y =0, y(y — 1) = 2(10 — z — y).
Uvrstavanjem y = 0,1,...,9 dobivamo

y =0, (10 — z) = 0 $to ne odgovara uvjetu = € {1,2,...,9}.
y=12z(9—2)=0,2z=09,tj. 7y = 91

y=2 z(8—2x)=2,22—8x+2=0, D = 56, nema rjedenja u Z.
y=3,2(7T—2)=6,22-Te+6=0,x=1ix=6,tj. 7y = 13 i 7y = 63.
y=4, z(6 —xz) =12, 22 — 62 + 12 =0, D < 0, nema rjesenja.

=20, 22 — 52 +20 = 0, D < 0, nema rjeenja.

y=6, 2(4—x) =30, 22 — 4z + 30 = 0, D < 0, nema rjesenja.
y="17,2(3—x) =42, 22 — 3z + 42 =0, D < 0, nema rjesenja.

y=38, x x) = 56, 2 — 2z 4+ 56 = 0, D < 0, nema rjeSenja.

(
(8 — )
(7—2)
(6 — )
y=>5,z(b—x)
(4-2)
(3—x)
(2-2)
y=9z(1—2)=172,22—-2+72=0, D <0, nema rjesenja.

(16 bodova)



Treée rjesenge.

Neka je trazeni broj 7y = 10z + y, =, y su znamenke, i  # 0. Trazimo broj za koji vrijedi

(102 4+ y) + zy = (z +y)*. (4 boda)

Mozemo, umjesto toga, u jednadzbu y(y — 1) = (10 — z — y) uvrstavatii z = 1,2,...,09.

y? + Ty — 16 = 0, D = 113, nema rjeSenja u Z.

r=1Lyly—-1)=9—y, y* =9,y =3, tj. Ty = 13.
r=2yly—1)=28—-1), y* +y— 16 = 0, D = 65, nema rjesenja u Z.
r=3,yly—1)=3(7T—1vy), y*> +2y — 21 =0, D = 88, nema rjesenja u Z.
r=4,yly—1)=4(6 —y), y*> + 3y — 24 = 0, D = 105, nema rjesenja u Z.
=5 yly—1)=505—1y), y*> +4y — 25 =0, D = 116, nema rjesenja u Z.
r=6,yy—1)=6(4—y), y*> +5y—24 =0, y =3, tj. Ty = 63.
r="Tyly—1)=703—1y), y* + 6y — 21 =0, D = 120, nema rjesenja u Z.

(y—1) =8(2—y),

(y—1) =9(1—y),

4+ 8y—9=0,y=1,tj. 7y = 91. (16 bodova)

Napomena. Za svaki ispusteni slu¢aj (bez obzira da |i je zbog toga ispu¥teno rjedenje ili ne) uenik
gubi 2 boda.
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ZUPANIJSKO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
3. razred — srednja Skola — A kategorija
7. ozujka 2008.

Ukoliko u&enik ima rjeSenje (ili dio rjeSenja) razli¢ito od ovdje navedenog, bodovanje treba
uskladiti s ovdje ponudenim. Ispravno rijeSen zadatak boduje se s 20 bodova.

Zadatak 1. Dani su realni brojevi a, b, ¢ veéi od 1. Dokazi sljede¢u nejednakost

log,, bc + logy, ca + log,. ab > 4(log,, ¢ + logy,. a + log,., ).

Rjesenje.
1
Za z,y > 1 vrijedi log, = = 08T (2 boda)
logy
Neka je z = loga, y = logh, z = logc. Zbog a, b, ¢ > 1 vrijedi z, y, z > 0. (2 boda)
Polazna nejednakost moze se zapisati u ekvivalentnom obliku
4 4 4
yre v ray, o W o, B (6 bodova)
T Y z yt+z z4+zxT x4y
Dovoljno je pokazati
4
FiEs 2 (4 boda)
r Yy x+vy
Mnozenjem s xy(x + %) i sredivanjem dobivamo z(z —y)? > 0, §to vrijedi. Zato vrijedi i polazna
nejednakost. (6 bodova)
Napomena. Nejednakost — + — > slijedi i iz A-H nejednakosti.
r Yy x4ty

Zadatak 2. Neka je P(z) = az?+bz+c, gdje su a,b,c € R, a # 0. Odredi sva rjesenja jednadzbe

P(z® +4x —7) =0,

ako je poznato da je jedno od njih jednako 1 i barem jedno rjesenje je dvostruko.

Rjesenge.
Oznacimo Q(z) = 22 + 4z — 7. Imamo 0 = P(Q(1)) = P(-2). Zato je P(x) = a(x + 2)(z — p),
gdje je p realan broj. Dobivamo

P(Q(z)) = a(z?+4x—-7+2)(2®>+42 —T7—p)

= a(z—1)(z+5)(2? + 42 — 7 —p).

To znaci da su rjesenja dane jednadzbe brojevi 1, —5 i rjeSenja kvadratne jednadzbe

2?4 4x —T7—p=0. (1) (8 bodova)

11



Kako je barem jedno rjeSenje gornje jednadzbe dvostruko, tada je ili jedan od brojeva 11 —5
rjesenje jednadzbe (1) ili ona ima dvostruko rjesenje. (3 boda)

Nadalje, iz jednadzbe (1) se vidi da je zbroj njezinih rjesenja jednak —4, pa je broj 1 njezino
rjeSenje ako i samo ako je —5 takoder njezino rjesenje. (3 boda)

Postoje dvije moguénosti:

a) Brojevi 11 —5 su rjesenja od (1) (tada je p = —2) i jednadzba P(Q(7)) = a(z — 1)?(x + 5)?

ima dva dvostruka rjesenja. (3 boda)
b) Jednadzba (1) ima dvostruko rjesenje. Kako je zbroj njezinih rjeSenja jednak —4, ona moraju
biti jednaka (—4) : 2 = —-2. (U tom slucaju je p = —11 i jednadzba postaje
P(Q(z)) = a(z — 1)(x +5)(z +2)? =0.) (3 boda)

Zadatak 3. Visina, simetrala kuta i teziSnica povucene iz jednog vrha trokuta dijele kut na
Cetiri jednaka dijela. Odredi kutove trokuta.

Rjesenge.
Stavljajuéi 6 = & ABN, imamo < BAC = g —0iJBCA= g —36.
B
%
[ ]
A N L M C
Iz trokuta AM B dobivamo
BM| = |AM | s.in E) _ |AM] cosé’7
sin 360 sin 36
(5 bodova)
a iz trokuta BMC
BM| = |C M| Sil:l (5 —30) _ |C’M| COS39.
sin 6 sin ¢
(5 bodova)

Kako je |AM| = |CM| slijedi

cosf cos 360

sin30  sing
Odavde dobivamo sin # cos § = sin 36 cos 36, tj. sin 20 = sin 66. (5 bodova)
km 2k — 1)

Rjesenje ove jednadzbe je 60 = 2km + 20 1 60 = (2k — 1)7m — 20, tj. 0 = 5 0= 3 , gdje
je k cijeli broj. Jedino rjesenje koje zadovoljava uvjete zadatka je 6 = g, odakle je
4 BAC = %” I ABC = g IBCA = g
(5 bodova)

12



Zadatak 4. Ako je
cosa+cosfB=a, sina+sinf=>b, a®+b>#£0,
odredi cos(a + f3).
Rjesenje.
Kvadrirajmo dane jednakosti:

a’> = cos?a+ cos? 3+ 2cosacos 3,

b> = sin®?a+sin?f+ 2sinasin S

Zbrajanjem, odnosno oduzimanjem ovih jednakosti dobivamo:
a?+b®> = 2+ 2(cosacos 3+ sinasin 3)

= 2+ 2cos(a—f),
(6 bodova)

a? — v = cos?a —sin?a + cos? f —sin? 3 + 2(cos o cos 3 — sin asin 3)
= cos2a+ cos2(3 + 2cos(a+ )
= 2cos(a+ B)cos(a — ) + 2cos(a + 3)

= 2cos(a + B)[cos(a — B) +1].
(8 bodova)
a? + v?

Bududi je cos(a — 3) +1 = 5 # 0, kona¢no dobivamo

a? —bv?

m. (6 bOdOVa)

cos(a+ ) =

13



Zadatak 5. Kugla je upisana u krnji stozac ¢ije su osnovke centralni presjeci drugih dviju kugala.
Odredi oplosje stosca ako je zbroj oplosja svih triju kugala jednak S.

Rjesenje.

Neka je polumjer krnjem stoscu upisane kugle jednak p, a polumjeri njegovih osnovki su R i r.
Tada je zbroj oplosja svih triju kugala jednak

S =4An(R* + p* +12). (1) (4 boda)

Osni presjek krnjeg stosca je tangencijalni, jednakokracéni trapez ¢ija je srednjica (ujedno i
izvodnica stosca) jednaka

2 2
s = % =R+ (2) (4 boda)
' P
R P
R

Visinu krnjeg stosca 2p dobijemo iz pravokutnog trokuta ¢ije su katete R+1r i R —r:

(20)2 = (R+71)? — (R —7)? = 4Rr.

Odavde dobivamo

p? = Rr. (3) (4 boda)
Iz (1) i (3) imamo

S = 4n(R%* 4 Rr + 7). (4 boda)

Oplosje krnjeg stosca je zbroj povrsina osnovki i plasta:

O=Rr+r*r+(R+r)-7s.
1z (2) dobivamo

O =2n(R*+ Rr +1%) = g (4 boda)

14



ZUPANIJSKO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja skola — A kategorija
7. ozujka 2008.

Ukoliko u&enik ima rjeSenje (ili dio rjeSenja) razli¢ito od ovdje navedenog, bodovanje treba
uskladiti s ovdje ponudenim. Ispravno rijeSen zadatak boduje se s 20 bodova.

1 1 1
Zadatak 1. Neka jea, =1+ — — — — —, gdje je n prirodan broj. Odredi najmanji prirodan
n o n n

broj k takav da je
Pk = a2a3...0a

veéi od 1000.

Rjesenje.
Opdi se ¢lan moze napisati u obliku

(1) () (-3 o2y -

(4 boda)
pa je
Pk:ag-a3~...-ak
1-32 2.4%2 3.52 (k—1)(k+ 1)?
= 23 . 33 . 43 e T
1 (k+1)?
=—-1-1-...-1:
22 k
(k4 1)?
4k
(8 bodova)
Dalje je
k+1)2
( Ik S 1000 = K2 3998k +1> 0
— k* 3998k > —1 < k(k—3998) > —1,
(4 boda)
Jer je k > 0, mora biti k¥ — 3998 > 0.
Dakle, k > 3998, k € N.
Najmanji takav k£ = 3998. (4 boda)
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Zadatak 2. Pronadi sve prirodne brojeve n, takve da neka tri uzastopna koeficijenta razvoja
(a + b)™ ¢ine aritmeticki niz.

Rjesenje.
. .. . n _ n n—kik n n n

Tri uzastopna koeficijenta razvoja (a + b)" = ’; <k>a b" su (k - 1>, <k:>’ <k N 1>.
(2 boda)

Oni ¢ine aritmeticki niz ako je:

n n n
()= (20 ) 2

(2 boda)

tj.

nn—1)-...-(n—k+1)
2
1-2-3-...-k
~n(n—1)-...-(n—k+2) +n(n—1)'...'(n—k)
1-2:3-...-(kE—1) 1-2-3-...-(k+1)
Nakon sredivanja dobivamo kvadratnu jednadzbu po n:
n—k+1 (n—k+1)(n—k)
2. T
k L Y D
n? — (4k 4+ 1)n +4k*> -2 =0.

(6 boda)

RjeSenja ove jednadzbe su:

dk+1+£v8k+9 )
5 .

Da bi rjeSenja ni i ng bila prirodni brojevi, nuzno je da izraz pod korijenom bude kvadrat
neparnog prirodnog broja. (2 boda)

nyg =

Stavimo li stoga 8k +9 = (2m +1)2, dobivamo da je 2k = m? +m — 2, a zatim iz (2) za rjeSenja
n1 1 ny imamo:

np=m?+2m—1=(m+1)?-2,

n2:m2—2.

Na temelju tih prikaza zaklju¢ujemo da su svi trazeni prirodni brojevi n, koji zbog (1) moraju
jos zadovoljavati uvjet n > k + 1, oblika

n=m?—-2, m=23,4,5,....

(8 bodova)
(Jasno je da zbog simetrije binomnih koeficijenata za svaki takav n postoje u odgovarajuéem
razvoju dva mjesta gdje se ostvaruje polazni zahtjev o aritmetickom nizu.)
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Zadatak 3. Dokazi da za svaki prirodni broj n veéi od 2 vrijedi

1<1+ 1 + 1 + +1<1
2 n n+l n+2 2n '

Rjesenge.
1
Lijeva nejednakost se lako dobije. Svaki pribrojnik u sumi veéi je od o Tih pribrojnika ima

n
n + 1. Zato vrijedi

gL, 1 1 L_ntl 1
n o n+1 n+2 2n 2n 2’

(5 bodova)
Za dokaz desne strane koristit ¢emo sliénu ocjenu. Svi su pribrojnici, pocevsi od treceg, manji

od

a je
n+2p .

1 1 n—1 m+1)(n+2)+nn+2)+n—-1)n(n+1)
S<—+ + =

n n+l n+2 n(n+1)(n+2)

n2+3n+2+n2+2n+n3—n_n3+2n2+4n+2

n3 + 3n2 4+ 2n - n3+4+3n242n

Ovaj je razlomak manji od 1, jer je 2n% + 4n + 2 < 3n? 4 2n ekvivalentno s 2n + 2 < n?, &to je
istina za n > 2. (15 bodova)

Drugo rjesenje.
Desna nejednakost moze se dokazati indukcijom. Oznac¢imo

Sp=typ oy b1
" n n+l n+2 on’

Za n = 3 vrijedi S3 = % < 1. Pretpostavimo da vrijedi S,, < 1. Razlika dva uzastopna ¢lana
niza (S,) je

S RS S 1 1 A 1 1\ _y
TP T o0 1 T m+2 n \2n+1  2n m+2 2m ‘

Zato je
Sn+1 < S, < 1.

Time je korak indukcije pokazan. (15 bodova)
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Zadatak 4. Neka je p realan broj, 0 < p < 1, a n prirodan broj. Dokazi da vrijedi nejednakost
1

Rjesenje.
Oznacimo lijevu stranu nejednakosti sa S:
S=14+p+p*+p°+- - +p"!
+p+p*+p’ !
. B

+pn72 + pnfl

_,'_pn—l.
Tada je
1—p N ) 2 _.n n—2 n n—1 n
gol=p oot Rt P ptop P
l-p 1-p 1—-p I1—-p l1—p
(10 bodova)
pa je
1 P p2 pn—2 pn—l
S <
1—p+1—p+1—p+ +1—p+1—p
1—p2
4 p+pP 4" 24 1—p 1=
1—p l-p  (1-p)?
- 1
(1-p)*

(10 bodova)
Drugo rjesenje.
S=1+2p+3p>+-- +np" !
pS =p+2p°+3p°+-- +np"
S—pS=1+p+p*+--+p" 1 —np"
(5 bodova)

SA=p)=1dp+p*+- +p"  —mp"

1—p"
S(l—p) = —np"
(1-p) T, P
1 —pn n
S = P —np

(I-p3? 1-p
(10 bodova)
Vrijedi 0 < p < 1, pa je
S<— (5 bodova)
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Zadatak 5. Osnovka ABC piramide ABCV je jednakostrani¢an trokut stranice duljine 2v/2.
Brid C'V ima duljinu 1 i okomit je na ravninu osnovke. Nadi kut koji zatvaraju pravci od kojih
jedan prolazi vrhom V i polovistem stranice BC', a drugi vrhom C' i polovistem stranice AB.

Prvo rjesenje.
Nacrtajmo prizmu kojoj je gornja baza sukladna osnovki piramide, kao na slici. Povucimo
duzinu V P3 paralelnu s C'Ps. (5 bodova)

Trazimo kut ¢ u trokutu V P, P3. Izra¢unajmo duljine stranica u tom trokutu:

VA= 1+ (V3R = V3
3
VRl = CR = 22 2v3 = VG,

|PLPs| = V/|PLPo? + [PaP32 =\ (V2)2 + 1= V3.

(10 bodova)

Prema poucku o kosinusu, vrijedi

3+6-3 6
2-v/3-v/6  6v2

pa je ¢ = 45°. (5 bodova)

[

cosp =
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Drugo rjesenje.
Za kosinus trazenog kuta vrijedi

—_— —
VP-CPy
cosp =

VP4 |CPy

Duljine vektora u nazivniku su

VB | = VP = /12 + (V2)? = V3,

ICPs| = |CPy| = 2V2 - \f — /6.

Prikazimo te vektore ovako:

— — 1=
VP, =VC+ 0B,
— — 1— 1] — —
CPy=CA+ AB = J(CA+CB).
(5 bodova)
Sada je
—_— — 1/ — @ — — l]— — 1 9
VP -VPy = (VC-CA+VC CB+CB-CA+ 5|CB
1 11— — 1 1 —

(10 bodova)

Sad rac¢unamo

— — —_—  —
CB-CA=|CB|-|CA|lcosq ACB

1
:2x/§-2f2-cos60°:8-§:4.
Zato je
cosp = 33 _ @
RV RVARENCAE
pa trazeni kut ¢ iznosi 45°. (5 bodova)



