ZUPANIJSKO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

4. razred — srednja skola — A varijanta
28. veljace 2011.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO
JE DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-4.1.

Neka su a i b realni brojevi vecéi od 1 takvi da su brojevi log, a, logy, (2a) i log,, (4a),
u tom poretku, uzastopni ¢lanovi aritmetickog niza.

Dokazi da su brojevi a i b jednaki.

Prvo rjesenje.

Cinjenicu da log, a, logy, (2a) i log,, (4a) ¢ine aritmeticki niz moZemo zapisati kao:

logy, (2a) = = (log, a + logy, (4a)). (2 boda)

N | —

logy y
log,

Kako vrijedi log,y = , dalje imamo

log, (2a)  logya  log, (4a)
log, (2b)  log,b  log, (4b)

1+ logsa log2a+2—|—log2a

= 3 bod
1+ logy,b  logyb 24 log,b (3 boda)
Radi jednostavnijeg zapisa uvedimo supstituciju A = log, a, B = log, b.
Tada je
144 A 2+4A
9. 4~ 2 bod
1B B 2+B (2 boda)

Pomnozimo tu jednakost s B(1 + B)(2 + B) i sredimo:
2B2+B)(1+A)=A1+B)2+B)+ (2+A)B(1+ B),
AB +4AB + 2B* + 2AB*> = 2A + 2AB + AB + AB* + 2B + 2B* + AB + AB>.

Kona¢no dobivamo A = B, (2 boda)
tj. logy,a =log, b, paje a =b, sto je i trebalo dokazati. (1 bod)



Drugo rjesenje.

Neka je = =log,a, y=1logy, (2a), z = logy, (4a).

Tada je b* =a, (2b)Y = 2a, (4b)* = 4a. (2 boda)
Iz uvjeta zadatka je 2y = x + z. (1 bod)
Rac¢unamo:
4a® = (2b)* = (20)""* (1 bod)
4
=" P =27 . g 4—3 (2 boda)
=2""7".4.a%
Odatle je 2°7% =1 paslijedi z = z. (1 bod)
Sada mozemo nastaviti na dva nacina:
Prvi nacin.
Iz 2y =2+ z slijedi z =y = 2.
Zbog (2b)Y = 2a, imamo
2a = (2b)'°%* = logra . plogya (1 bod)
— 2logba -a
odakle slijedi 2'°%v¢ = 2 (1 bod)
te konacno logya=1 i a=2b, (1 bod)
Sto je i trebalo dokazati.
Drugi nacin.
Zbog x = z i definicije broja z vrijedi
(4b)" = (4b)* = 4a = 4b". (1 bod)
Slijedi 4”7 -0 =4-0" paje 4° =4 odnosno = = 1. (1 bod)
Sada je konacno a = b® = b = b. (1 bod)



Zadatak A-4.2.

Neka su a, b, ¢ kompleksni brojevi za koje vrijedi
a+b+c=0, ab + bc + ca = 0.

Dokazi da je |a| = |b] = |¢]|.

Prvo rjesenje.

Neka je f(z) = 2° + p2% + ¢ 2 + r polinom kojem su nultocke a, b i c.
Zbog Vieteovih formula za polinom treceg stupnja i danih jednakosti,
vrijedi p=0 1 ¢ =0,

pa su a, b i ¢ nultocke polinoma f(z) = 23 +r.

Iza*>+r=04+r=c+r=0sljedi a® = b = 3,

odnosno |a®| = [b?] = |c?| tj. |a|* = |b]* = |¢[* i konacno |a| = |b] = |c|.

Drugo rjesenje.
Iz prve jednadzbe dobivamo da je a + b = —c.

Uvrstavanjem u drugu jednadzbu imamo:

0 =ab+bc+ca=ab+cla+b) =ab— c?

odnosno ab = 2.

Analogno dobivamo bc = a? i ca = b?.

Sada moZemo nastaviti na razne nadcine.

Prvi nacin.

Pretpostavimo da nisu |a|, |b], |c| svi jednaki.

Neka je, bez smanjenja opéenitosti, |a| < |b].

Tada je [b?| = |ac| = |a||c| < |b]|c| = |be| = |a?], tj. |b]* < |a]?.

No, to je u kontradikciji s pretpostavkom.

Drugi nacin.

Iz dobivenih jednakosti slijedi da je |a||b] = |c|?, |b|c| = |a|* i |c||a| = |b]*.

Dijeljenjem prvih dviju jednakosti dobivamo:

ol _ ld®
le]  a*’
odnosno |af* = |c]?, tj. |a| = |c|.
Analogno se pokaze da je |a| = |b| pa vrijedi da je |a| = |b] = |c|.

(5 bodova)
(1 bod)

(4 boda)

(1 bod)

(3 boda)
(1 bod)

(1 bod)
(3 boda)
(1 bod)

(1 bod)

(3 boda)
(1 bod)



Treci nacin.
Kao i u drugom nacinu, imamo |a||b| = |c|* i |b]|c| = |a|*. (1 bod)

Zbrajanjem dobivamo

lal® + [o]* + |c* = lal b] + [bl[c] + |c]]al, (1 bod)

odnosno
(lal = 16)?* + (1b] = le))* + (le| — |a])* = 0, (2 boda)
odakle zaklju¢ujemo da je |a| = |b] = |¢|. (1 bod)

Trece rjesenje.

Ukoliko je jedan od brojeva a, b, ¢ jednak nuli, lako se vidi da su i preostala dva jednaka
nuli pa je trazena jednakost oc¢ito zadovoljena. (1 bod)

Stoga pretpostavimo da su sva tri broja razli¢ita od nule.

Dijeljenjem drugog uvjeta s abc dobijemo:

é+%+%20. (1 bod)
Uvrstavanjem ¢ = —a — b u gornju jednakost redom dobivamo:

I

a b a+?d

b(a+b)+a(a+0b) = ab,

a® +ab+b* =0, (4 boda)

Odavde slijedi:
a® = b = (a—b) (a® +ab+b*) =0, (1 bod)

odnosno a® = b? iz ¢ega slijedi da je |a| = |b]. (2 boda)
Na analogan nac¢in se dokaze da je |a| = |c| pa slijedi trazena tvrdnja. (1 bod)

Napomena. Vrijedi a®> +b0*+c* = (a+b+ 0)2 —2(ab+bc+ ca) =0,

noiz a?> +b®>+c? =0 neslijedi a =b=c=0.



Zadatak A-4.3.

Na rubu kvadrata oznaceno je ukupno 4n tocaka: sva ¢etiri vrha kvadrata i jos pon —1
tocaka na svakoj stranici kvadrata. Odredi broj svih (nedegeneriranih) trokuta kojima
su oznacene tocke vrhovi.

Prvo rjesenje.
4
Od danih 4n to¢aka moZzemo na ( 3n> nacina odabrati tri tocke. (3 boda)

Medutim, te tri tocke bit ¢e vrhovi trokuta samo ako ne leze na istoj stranici. (1 bod)

Prebrojimo na koliko na¢ina mozemo odabrati tri tocke na jednoj stranici kvadrata.
Kako je na svakoj stranici n + 1 toc¢ka (uklju¢ujuéi i vrhove), to o€ito mozemo na

(n;— 1) nacina. (3 boda)

Isto vrijedi za svaku od cetiri stranice kvadrata pa ranije dobiveni broj treba umanjiti

za 4 - (";1) (1 bod)

4 1
Kona¢no, trazeni broj trokuta je ( Bn) — 4(71;— ) (2 boda)

D C

Drugo rjesenje.
Razvrstajmo trokute prema tome koliko vrhova trokuta su ujedno i vrhovi kvadrata.

Razlikujemo cetiri slucaja:

1. Sva tri vrha trokuta su vrhovi kvadrata.

Takvih trokuta ima 4. (1 bod)

2. Dva vrha trokuta su vrhovi kvadrata.

Imamo 4 para vrhova koji leze na istoj stranici. Za treéi vrh trokuta onda mozemo
odabrati bilo koju od preostalih 3n — 3 toc¢aka koje ne leze na toj stranici. (1 bod)

Imamo 2 para nasuprotnih vrhova kvadrata. Za treéi vrh trokuta mozemo odabrati bilo
koju od preostalih 4n — 4 tocaka. (1 bod)

Dakle, ukupno trokuta ovog tipa ima 4 - (3n —3) +2-(4n —4) =20 (n — 1).



3. Tocno jedan vrh trokuta je vrh kvadrata.
Na 4 nac¢ina mozemo odabrati vrh kvadrata. Razlikujemo tri podslucaja:

a) Oba preostala vrha se nalaze na stranicama uz istaknuti vrh.

Takvih trokuta ima (n — 1) (1 bod)
b) Oba preostala vrha nalaze se na stranicama nasuprot vrhu.

2n —2
Takvih trokuta ima ( n2 ) (1 bod)

c¢) Jedan preostali vrh je uz istaknuti vrh kvadrata, a drugi nasuprot njemu.

Na 2n — 2 nacina biramo tocku uz vrh, i na 2n — 2 nacina biramo tocku nasuprot vrhu.
Takvih trokuta ima (2n — 2)2. (1 bod)

Dakle, ukupno trokuta ovog tipa ima

4. ((n— 1)2 + (2"2_ 2) + (2n—2)2) — 4. (Tn? — 15n + 18).

4. Nijedan vrh trokuta nije vrh kvadrata.

Ako su svi vrhovi na razli¢itim stranama, takvih trokuta ima 4 - (n — 1)3. (1 bod)
-1

Ako su 2 vrha na istoj strani, takvih trokuta ima 4 - (n 5 ) - (3n — 3).

Dakle, ukupno trokuta ovog tipa ima 4 - (n — 1)* +6(n — 1)*(n — 2). (2 boda)

Dakle, trazenih trokuta ukupno ima

4420-(n—1)+4-(n®>—15n+18) +4- (n —1)> +6(n — 1)*(n — 2)
= 10n* — 8n* + 2n. (1 bod)

Trece rjesenje.
Biramo redom tri vrha trokuta.

Prvi odabrani vrh trokuta moze biti vrh kvadrata ili neka od preostalih tocaka.

1. slucaj
Prvi vrh mozemo izabrati na 4n — 4 nac¢ina ako ne uzmemo jedan od vrhova kvadrata.

1.1.
U tom slucaju, drugi vrh mozemo odabrati na 3n — 1 nacina ako ne zelimo da bude
na istoj stranici kao prvi vrh. Treéi vrh tada moze biti bilo koja od preostalih 4n — 2

tocaka. (1 bod)
1.2.

U slucaju da drugi vrh Zelimo na istoj stranici (n nacina), treéi vrh ne smije biti na toj
istoj stranici pa ga mozemo izabrati na 3n — 1 nacina. (1 bod)

Ukupno u 1. slucaju postoji
(An—4)-(Bn—=1)-(4n—2)+n-(3n—1)) (2 boda)

mogucnosti.



2. slucaj
Druga je moguénost da prvi vrh biramo medu vrhovima kvadrata (4 nacina).

2.1.
U tom slucaju, drugi vrh mozemo izabrati na 2n nacina tako da bude na istoj stranici
kao i prvi vrh. U tom slucaju, preostaje nam 3n — 1 moguénosti za tre¢i vrh. (1 bod)

2.2,
Ukoliko drugi vrh nije na istoj stranici kao i prvi (2n — 1 nacina), tre¢i vrh moze biti
bilo koja od preostalih 4n — 2 tocaka. (1 bod)

Ukupno u 2. slu¢aju imamo
4-2n-Bn—-1)4+2n—1)-(4n —2)) (2 boda)
mogucénosti.

Ovakvim brojanjem svaki od trokuta smo brojali 3! = 6 puta, jer poredak vrhova
trokuta nije bitan, stoga ukupni broj trazenih trokuta iznosi:
1
r [(4n—4)-(Bn—1)-(4n—2) +n- (3n— 1))
+4-2n-Bn—-1)+ (2n—1)- (4n —2))]
= 10n* — 8n* + 2n. (2 boda)

Zadatak A-4.4.

KruZnice ky i ko, polumjera r i R redom (r < R) dodiruju se iznutra u tocki A. Neka
je p pravac paralelan njihovoj zajednickoj tangenti, neka je B jedno sjeciSte pravca p s
kruznicom ki, a C' jedno sjeciSte pravca p s kruznicom ky, tako da se tocke B i C' nalaze
s iste strane pravca koji spaja sredista danih kruznica.

Dokazi da polumjer kruznice opisane trokutu ABC' ne ovisi o izboru pravca p i izrazi
taj polumjer pomocu r i R.

Prvo rjesenje.
Uz oznake kao na slici neka je <CAB = «a, <BAF = 3 i neka je trazeni polumjer p.
Tada je

JACB =90° — (a + )

<JABC =180° — <ACB —a =90° + . (1 bod)
| | BC|
Prema teoremu o sinusu za trokut ABC' imamo p = Y sing (1 bod)
sin o
Takoder, iz teorema o sinusu na trokut ABC dobivamo
|\BC| |AC| B |AB|
sina sin (90° +3)  sin (90° — (a + 3))’

|\BC| |AC| |AB|

(%) (2 boda)

sina cosf  cos(a+f)



Trokut ACF je pravokutan (kut nad promjerom AF je pravi) (1 bod)
AC

pa je cos(a+ () = ;AF: odnosno |AC| = 2R cos (a + 3).

Analogno iz trokuta ABE dobijemo |AB| = 2r cos 3. (1 bod)

Uvrstavanjem toga u (*) dobivamo

2Rcos (a+ )  2rcosf3

cos 3 ~ cos(a+p)
cos (a+ 6)\? T
(W) =5 (2 boda)

Konacno, p= | BC — |AC| 2RCOS Oz—i—ﬁ \/>

2sin « 2cosﬁ 2cos 3

Sto ne ovisi o izboru pravca p. (2 boda)

Drugo rjesenje.

Uz oznake iz prvog rjeSenja, neka je jos p radijus kruznice opisane trokutu ABC
te s x udaljenost pravca p i tangente na dane kruznice u tocki A.

. _|BC|-|CA|-|AB|
Kako je p= IP(ABC) (2 boda)
.. .. |BC|-|CA|-|AB| |CA|-|AB|
vrijedi p = 2 1BC| = o : (2 boda)
Trokuti ABE i ACF su pravokutni s hipotenuzama AFE, odnosno AF. (1 bod)

Tada po Euklidovom poucku na te pravokutne trokute vrijedi
|AB| = v2rz i |CA| = V2Rz. (3 boda)

\/ 2
47’RLE _ \/@,

2x
Sto ne ovisi o izboru pravca p. (2 boda)

Kad to uvrstimo u gornji izraz za radijus p, dobivamo p =



Trece rjesenje.

Postavimo koordinatni sustav tako da zajednicka tangenta kruznica k; i ko bude x-os,
a da njihova sredista leze na pozitivnom dijelu y-osi.

Tada je A = (0,0), a sredista kruznica su S; = (0,7) i S = (0, R).

Y

KruZnica k; ima jednadzbu 22 + (y — r)? = r?,

a kruznica ko jednadzbu z? + (y — R)* = R?, (1 bod)
Neka je p ordinata to¢aka B (xp,yp) i C (zc,yc).

Tocka B lezi na kruznici k; pa vrijedi 2% = 2pr — p?, yp = p.

Analogno, tocka C' lezi na kruznici ky pa je 2% = 2pR — p?, yc = p.

Neka je S srediste opisane kruznice trikutu_ABC’ .
Tocka S je presjek simetrala duzina AB i AC.

Jednadzba pravca AB je y = 9B,
B

Simetrala duzine AB prolazi tockom <%3, Z%B) i ima koeficijent smjera —x—B,
YB
pa joj je jednadzba
_ Y8 _ B ( _ x_B> 1 bod

v " z=—) (1 bod)
Nakon uvrtavanja 3 = 2pr — p*, yp = p i sredivanja dobivamo

SAB ... Yp+zxpT =T1D. (1 bod)
Analogno, jednadzba simetrale duzine AC je

Sac ... Yyp+xcxr = Rp. (1 bod)



Zbrojimo li te dvije jednadzbe dobivamo

2up+ax(xp+zc)=p(R+7). (1 bod)

Nadalje, to¢ka S lezi na simetrali duzine BC (ta je simetrala paralelna s osi 3),

paje 2xs =1+ xc. (1 bod)
2
Iz toga slijedi 2pys + M =p(R+7r), (1 bod)
Sto je, nakon uvritavanja x% = 2pr — p? i z% = 2pR — p? ekvivalentno s
p  TBTcC
==— . 1 bod
Ys =5 % (1 bod)
Kruznica k prolazi kroz A = (0,0) pa je kvadrat njenog polumjera
rp+ o)\’ p  wprc\’
2 2 _ v _
k= (250) (-5
_ Th+2apre + Ty N p_2 _ 2papac N rhad
N 4 4 4p 4p?
_wptal  pP | apad
4 4 Ap?
~ @pr—p*)+ @2pR—-p*) | p*  (2pr—p°) (2pR —p?)
= 4
1 4 12
1
= Z—JL(2}97‘—}92—1—2]9}%—]02 + p* + 4rR — 2pR — 2pr + p?)
=rR. (2 boda)

Dakle, polumjer opisane kruznice trokutu ABC' zaista ne ovisi o izboru parametra p
11iznosi VTR.
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Zadatak A-4.5.
Zadan je niz brojeva (a,) takav da je
ap =9 1 ari1 = 3ay, +4a; zasve k > 0.

Dokazi da dekadski zapis broja a,; zavrSava s barem 2011 devetki.

Prvo rjesenje.

Ako broj a,, zavrsava s odredenim brojem devetki, onda broj a,, + 1
zavrSava s isto toliko nula. Definirajmo niz (b,) tako da je b, = a, + 1.
Treba dokazati da by; zavrSava s barem 2011 nula. (2 boda)

Vrijedi by = 10.
Uvrstavanjem ay = b, — 11 agy1 = bgry — 1 u danu relaciju dobivamo
b1 —1=3(bp— 1) +4(b, —1)° (1 bod)
ber1 — 1 =3 (by — 4b} + 6b7 — 4by, + 1) + 4 (b} — 3bj, + 3b, — 1)
bri1 — 1 = 3b, — 1267 + 18b; — 12by, + 3 + 4b} — 12b7 + 12b, — 4
bry1 = 3b; — 8b} + 6b? (1 bod)
b1 = b7 (307 — 8by + 6) (1 bod)
Iz dobivene formule zakljucujemo da, ako b, zavrSsava s m nula,
onda by zavrSava s barem 2m nula. (2 boda)

Kako by zavrSava s jednom nulom, slijedi da b, zavrSava s dvije nule,
by s Cetiri nule, b3 s 8 nula,

i opéenito by, zavriava s (barem) 2% nula. (2 boda)

Broj by; zavrsava s barem 2! = 2048 nula, pa ai; zavrdava s barem 2048 devetki.
Time je tvrdnja dokazana. (1 bod)

Drugo rjesenje.

Pretpostavimo da a;, zavrsava s [ devetki, tj. da je a, = A - 10" — 1 za neki A € N.

(1 bod)
Tada je
apr =3 (A-10' = 1) +4(A-10' —1)° (1 bod)
— (A-10' = 1)" (34-10' — 3 4 4)
= (A% 10" — 347 10" +34-10' — 1) (34 10' + 1)
= (3A-10" +1) (410" = 34%) - 10* + (34-10' — 1) (34 - 10" + 1)
=[(34-10" +1) (410" — 34%) +94%] - 10* — 1 (3 boda)
a to znaci da a4 zavrsava s 2/ devetki. (2 boda)

Kako ag zavrsava s jednom devetkom, a; zavrsava s dvije devetke,.. .,

ayy zavrsava s 21 = 2048 devetki, ¢ime je tvrdnja dokazana. (3 boda)
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