SKOLSKO/GRADSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
1. razred — srednja Skola — B varijanta
17. sije¢nja 2013.

UKOLIKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERE-
NSTVO JE DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI
NACIN.

Zadatak B-1.1. Pokazite da je za n € N rezultat skra¢ivanja razlomka
22n+1 _ 24n+3 + 26n+3

22n _ 94n+1
cijeli broj.
Rjesenje.
Izlu¢imo u brojniku i nazivniku zajednicki faktor i skratimo razlomak.

22n+1 _ 24n+3 + 26n+3

22n _ 24n+1
22n+1(1 _ 22n+2 + 24n+2)

92n(] — 92nt1) - (2 boda)
2(1 _ 22n+1)2
Ay = (2 boda)
(1bod za skraéivanje 22"*! i 2°" a drugi bod za prepoznavanje kvadrata binoma)
2(1 — 22" = 2 — 9?nt2 (1 bod)
Kako je n prirodan broj, dobiveni je izraz cijeli broj. (1 bod)

Zadatak B-1.2. Dokazite da je izraz n® — 5n3 +4n djeljiv sa 120 za sve prirodne brojeve
n.

Rjesenge.

n® —5n3 +4n =

n(n* —5n? +4) = (1 bod)
n(n* —4n®+4 —n?) =

nn?(n® —1) —4(n* —1)] = (2 boda)
n(n? —1)(n* —4) =

nn+1)(n—1)(n+2)(n—2) = (1 bod)

(n—=2)(n—1)nn+1)(n+2)

Dobiveni je izraz umnozak pet uzastopnih cijelih brojeva. Medu njima je jedan koji je
djeljiv s 2, jedan koji je djeljiv s 3, jedan s 4, te jedan koji je djeljiv s 5. Stoga je njihov
umnozak djeljivsa 2-3-4-5=120. (2 boda)



Zadatak B-1.3. Nad stranicama AC i BC' jednakostrani¢nog trokuta ABC' konstru-
irani su prema van kvadrati ACDE i BCFG. Ako je |AB| = 4 cm, koliko iznosi opseg
dobivenog Sesterokuta ABGFDE?

Rjesenje.

Stranice Sesterokuta (i kvadrata) BG, GF, DE, EA imaju istu duljinu kao i stranica AB,
trokuta ABC. Stoga opseg Sesterokuta ABGF DFE rac¢unamo kao

0=5-|AB| + |DF|

(1 bod)
Duljinu stranice DF racunamo iz jednakokrac¢nog trokuta C'F'D.
Kut L DCF = 360° — 90° — 90° — 60° = 120°, a (1 bod)
£LPCF = 60° pa je trokut CFC" je jednakostrani¢an, duljine stranice 4 cm. (1 bod)

Tada je duljina |PF| jednaka duljini visine trokuta CFC’, a |DF| = 2|PF|.
|IDF| =242 — 22 = 44/3. (2 boda)
Tada je trazeni opseg 0 = 5 - 4 + 4v/3 = (20 + 4/3) cm. (1 bod)

Zadatak B-1.4. Trgovac je odlucio nabaviti suhe sljive za daljnju prodaju. Za polovinu
svog trenutno raspolozivog novca kupio je sljive kod proizvodaca ¢ija je cijena 30 kn za
kilogram. S drugom je polovinom novca otisao do drugog proizvodaca i uspio kupiti za
polovinu koli¢ine §ljiva vise nego kod prvog. Sljive je izmijesao. Po kojoj cijeni za kilogram
treba trgovac sada prodavati sljive kako bi zaradio 5 kn po prodanom kilogramu sljiva?

Rjesenje.
Uvedimo sljedece oznake.
x — koli¢ina kupljenih sljiva kod 1. proizvodaca (u kilogramima)

T+ 5%~ koli¢ina kupljenih §ljiva kod 2. proizvodaca (u kilogramima)



co — cijena kod drugog proizvodaca
c — cijena mjesavine.

1
Tada je z - 30 = (x + §x) - Cg, (1 bod)
odnosno ¢ = 20 kn. (1 bod)

Cijenu mjesavine racunamo iz sljedece jednakosti.

1 1
x-30+<x+§x)-20:(x+x+§x>~0. (2 boda)
Nakon sredivanja dobivamo
120z = Szc.
Slijedi ¢ = 24 kn. (1 bod)

Da bi trgovac zaradio 5 kn po prodanom kilogramu, §ljive mora prodavati po 24 +5 = 29
kn za kilogram. (1 bod)

Zadatak B-1.5. Ako zbroju znamenaka nekog dvoznamenkastog broja dodamo kvadrat
tog zbroja, dobit ¢emo ponovno taj dvoznamenkasti broj. Odredite sve takve dvozna-
menkaste brojeve.

Rjesenje.
Neka je dvoznamenkasti broj xy = 10z + y.
Tada vrijedi
r+y+(z+y)?=102+y, x#0.
(2 boda)
Odatle je (z +y)* = 9z.
Dakle, umnozak prve znamenke i broja 9 je kvadrat zbroja znamenaka.
Lako ¢emo ispisati sve umnoske broja 9 s 1,2,3,4,5,6,7,8,9 i provjeriti koji su od njih
kvadrati prirodnih brojeva. Kvadrati se dobijuzax =1,z =41ix =09.

9.1=9,9-4=36,9-9 =81 (2 boda)
Tada za x = 1 iz (z + y)? = 9z slijedi y = 2, a Ty = 12.
Analogno se dobije za x =4, Ty =42 i za x = 9, Ty = 90. (2 boda)

Trazeni dvoznamenkasti brojevi su : 12, 42 1 90.

Napomena.
Ako je netko pogodio sva tri broja, bez postupka dati 3 boda. Ako je netko ispisao sve
dvoznamenkaste brojeve i tako dobio rjesenje, dati svih 6 bodova.

Zadatak B-1.6. Marko pokusava pogoditi tri broja koja su zamislile i zapisale Andrea,
Barbara i Dora. Ne Zele mu otkriti koliko ti brojevi imaju znamenaka, ve¢ samo da su
sva tri broja zapisana razli¢itim znamenkama u rastué¢em poretku. Svaka je znamenka,
osim nule, negdje koristena. Nakon nekoliko postavljenih pitanja Marko je doznao da
Andrein i Barbarin broj imaju zajednicke jedino znamenke 3 i 8, Andrein i Dorin jedino
znamenke 8 i 9, a Barbarin i Dorin jedino znamenku 8. Svaku od znamenaka 1,2,3,4,8 i



9 koristila je Andrea ili Barbara (barem jedna od njih dvije). Isto tako svaku od zname-
naka 1,2,3,5,6,7,8,9 koristila je Andrea ili Dora, a svaku od znamenaka 3,4,5,6,7,8,9
koristila je Barbara ili Dora. Marko je saznao dovoljno i sada moze pogoditi brojeve. Koji
je broj zamislila koja od djevojaka?

Rjesenge.

Zadatak rjesavamo koriste¢i skupove i Vennove dijagrame. Neka je A skup znamenaka
broja kojeg je zamislila Andrea, B skup znamenaka broja kojeg je zamislila Barbara i
D skup znamenaka broja kojeg je zamislila Dora. Trazimo skupove brojeva A, B, D sa
sljede¢im svojstvima.

ANB=1{3,8}
AND={8,9}
BND = {8}
(2 boda)
AUB = {1,2,3,4,8,9}
AUD =1{1,2,3,5,6,7,8,9}
BUD = {3,4,5,6,7,8,9}
(2 boda)

Iz prve tri jednakosti zaklju¢ujemo da je znamenka 6 zajednicka svim skupovima. Nakon
toga je lako pomoc¢u Vennovih dijagrama doc¢i do skupova A, B, D.

AN

(3 boda)

Konaéno
A={1,2,3,8,9}, B={3,4,8}, D=1{5,6,7,8,9},

Sto znaci da je Andrea zamislila broj 12389, Barbara broj 348, a Dora broj 56789. (3 boda)



Zadatak B-1.7. Neka je ABCD c¢etverokut kojemu su svi kutovi manji od 180°. Stranice
AD, CD i dijagonala BD, su jednakih duljina, mjera kuta £{ADB jednaka je mjeri
kuta £ DCA i mjera kuta LCBD jednaka je mjeri kuta £ BAC. Odredite mjere kutova
cetverokuta ABCD.

Rjesenje. Oznacimo L ADB = ADCA = o, KCBD = {BAC = j3.

B
!
D

Trokut DAC je jednakokracan jer je |[DA| = |DC|. Stoga je L DAC = L DCA = a.
(1 bod)

Trokut DAB je jednakokracan jer je |DA| = |DB)|. Stoga je {DAB = {DBA = a+ (.
(1 bod)

Trokut BDC' je jednakokracan jer je |DC| = |DB|. Stoga je {DBC = £LDCB = f3.

(1 bod)

Odatle je LACB = — o (1 bod)
U trokutu ABC vrijedi

B+a+pB+p8+P8—a=180°. (1 bod)

Dakle, 45 = 180°, 8 = 45°. (1 bod)
Iz trokuta ADB slijedi

2(a+ B) + o = 180°. (1 bod)

30 = 90°, a = 30°. (1 bod)



Kutovi ¢etverokuta su
ADAB =a+ = T75°
ADCB = 3 = 45°
ACBA =a+ 26 =120°
LADC = 360° — 120° — 45° — 75° = 120°

(2 boda)
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Zadatak B-2.1. Zadan je kompleksni broj z = @ Odredite sve realne brojeve x

1
za koje je |z| = 8v/2.
RjesSenje.

[zracunajmo modul kompleksnog broja z.

(x+iV3)*| |z +iv3t  (VaT+3)t (27 +3)?
|z| = _ = — = = : (2 boda)
1—i |1 — i V2 V2
Buduéi da je |z| = 8v/2, slijedi

(22 + 3)?

T = 8V2/ V2 1 bod

7 / (1 bod)

?+3=44 = 2°=1ilia*=-7 (2 boda)

Kako je x realan broj, rjesenja su brojevi x = +1. (1 bod)

Zadatak B-2.2. Jedno rjesenje jednadzbe ax?® + bx + 5 = 0 je pet puta veée od drugog.
Koeficijenti a i b su prirodni brojevi manji od 20. Odredite sve takve jednadzbe.

Rjesenje.
Iz danog uvjeta xy; = bxy i Vieteovih formula

$1+.I'2:——
a
C
1 *Tog — —
a

slijedi

brs = —. (2 boda)

Izrazimo li iz prve jednakosti x5 i uvrstimo u drugu dobit ¢emo

AN
6a) a’



tj. b* = 36a. (2 boda)

Kako su a i b prirodni brojevi, a moze biti jedino kvadrat nekog prirodnog broja. Obzirom

da su a i b manji od 20, slijedia =1, b =61iia =4,b=121ia = 9, b = 18.
(1 bod)

Rjesenje su jednadzbe

24+ 6r+5=0,42"+ 120 +5=01 92> + 18z + 5 = 0. (1 bod)

Zadatak B-2.3. U nekom je gradu 10 restorana i n kazalista. Jedna je grupa turista
provela nekoliko dana u tom gradu. Tijekom svog boravka posje¢ivali su restorane i
kazalista. Na kraju svog boravka ustanovili su da su svaki restoran posjetila 4 turista, a
u svakom je kazalistu bilo po 6 turista. Ako je svaki turist posjetio toéno 5 restorana i 3
kazalista, odredite koliko ima kazalista u gradu.

Rjesenge.

Neka je t ukupan broj turista. Broj posjeta restoranima je

t-5=4-10. (2 boda)
Tada je t = 8. (1 bod)
Analogno je broj posjeta kazalistu

t-3=6-n. (2 boda)
Slijedi da je t = 2n, odnosno n = 4, $to znaci da je u gradu tocno 4 kazalista. (1 bod)



Zadatak B-2.4. U deltoid kojemu su duljine dijagonala d; = 24 cm i dy = 8 cm upisan
je pravokutnik tako da su njegove stranice paralelne s dijagonalama deltoida. Odredite
dimenzije tako upisanog pravokutnika koji ima najveéu povrsinu.

Rjesenje.

ds

‘

Neka su z,y duljine stranica pravokutnika. Kako je y||d; 1 z||ds iz sli¢nosti trokuta slijedi

d dy —
dlzy:§:(22x) 11124:3,:4:(4—%) (2 boda)
Sy = dild> = 7)o, y =24 — 3.
dy
Sada je
P = P(z) =x- (24 — 3z) = 24z — 32> (2 boda)
Povrsina je najveca za
24
ym =24 —3-4=12 cm. (1 bod)

Dakle, najve¢u moguéu povrsinu ima pravokutnik sa stranicama z =4 cm i y = 12 cm.

Zadatak B-2.5. Razlika duljina osnovica jednakokracnog trapeza iznosi 10 cm. Duljina
njegovog kraka je aritmeticka sredina duljina osnovica. Izracunajte duljine stranica trapeza
ako omjer duljina visine na osnovicu i ve¢e osnovice iznosi 2 : 3.

Rjesenge.



v
a
E
2
Zadano je
a—c=10
atc
=
v 2
- =—. 1 bod
a 3 (1 bod)
Iz ovog sustava jednadzbi slijedi
) 2
bza—51vz§a. (1 bod)
Pitagorin poucak daje
2
B = (a 5 C) + 02 (1 bod)

pa je
9 2
(a —5)* =5+ <§a) : (1 bod)

Slijedi kvadratna jednadzba

a’> —18a = 0,
¢ije je jedino moguce rjesenje a = 18 cm. (1 bod)
Tadajeb=a—5=13 cm, c =a — 10 = 8 cm. (1 bod)

Zadatak B-2.6. Za svaki od tri realna broja vrijedi da zbroj jednog od njih i umnoska
preostalih dvaju iznosi 2. Odredite sve trojke takvih brojeva.

RjesSenje.

Treba rijesiti sustav jednadzbi

a-+bc=2
b+ ac=2
c+ab=2. (1 bod)

10



Oduzmimo prve dvije jednadzbe.

a—b+bc—ac=0
a—b—cla—b)=0
(a—b)(1—¢)=0

Imamo dva slucaja: a =bili ¢ = 1.
1. slucay
Ako je a = b tada iz druge dvije jednadzbe sustava slijedi

a—+ac=2
c+a®=2.

Oduzimanjem jednadzbi dobivamo

a—c—ala—c)=0
= (a—c)(1—a)=0

Ponovno imamo dva slucaja: a = cili a = 1.

e Za a = c iz prve jednadzbe sustava dobivamo

a+a’>=2
=a’*+a—2=0.
Slijedi

a=11iia=-2.

Kako je a = b = ¢ slijedi (a,b,¢) = (1,1,1) ili (a,b,¢c) = (=2, -2, -2).

e Zaa=1,atadaib=1 iz prve jednadzbe sustava slijedi
l4+4c=2 = c=1,
sto daje isto rjesenje (a,b,c) = (1,1,1).

2.slucayg
Ako je ¢ =1 iz druge dvije jednadzbe sustava slijedi

a+b=2
1+ab=2

(1 bod)

(1 bod)

(1 bod)

(1 bod)

(1 bod)

(1 bod)
(1 bod)

(1 bod)

(1 bod)

§to vodi na kvadratnu jednadzbu a? — 2a + 1 = 0, s rjeSenjem a = 1. Slijedi da je b = 1

pa ponovno dobivamo rjesenje (a,b,c) = (1,1,1).

Jedina rjesenja su (1,1,1) 1 (2,2,2).

Napomena:

(1 bod)

Za bilo koji nacin svodenja na sustav dvije jednadzbe s dvije nepoznanice, a bez daljnjeg

11



postupka dati 3 boda.
Ako su rjesenja pogodena dati 2 boda (za svako rjesenje po 1).

Zadatak B-2.7. Zadan je kompleksan broj w = —3—1. Odredite sve kompleksne brojeve
oblika z = n? + ni, gdje je n € Z i vrijedi

Re (%) <04, Im(z @) <4.

Rjesenje.

Odredimo prvo kolicnik Z i umnozak z - w.

z nP+ni —3+4+i —3n®—3ni+n¥-—n —3n2—n+—3n+n2_ (1 bod)
w —3—1 —3+1 10 10 10
—3n2? —
Njegov realni dio je Re (i> o (1 bod)
w 10
z-w=(n*+mni) (—3+1) = —=3n*> —n+ (—3n+n?). (1 bod)
Njegov je imaginarni dio Im(z - w) = —3n + n?. (1 bod)

Treba rijesiti sustav nejednadzbi

{Re (2) < —04

Im(z-w) <4

odnosno

—3n2—n 4
0 <710
—3n+n’<4

Nakon sredivanja imamo

—3n? — 4 <0
) weond (2 boda)

n“—3n—4<0

Rjesenje prve nejednadzbe su svi cijeli brojevi n za koje vrijedi
4

n<-g ili n > 1. (1 bod)
Rjesenje druge nejednadzbe su svi cijeli brojevi n za koje je —1 < n < 4. (1 bod)
Presjek ovih skupova rjesenja je skup {2, 3}. (1 bod)
Prema tome trazeni kompleksni brojevi su 4 + 2i ili 9 + 3i. (1 bod)

12
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Zadatak B-3.1. Rijesite jednadzbu

log, 8 +log,, 4 + log,, 2 = 0.

RjesSenge.
1 1
Da bi jednadzba imala smisla mora biti x > 0, x # 1, x # 77 -+ 3 (1 bod)
Pocetnu jednadzbu pisemo u obliku
3 2 1
=0 1 bod
log2x+2+log2x+1+log2x (1 bod)
Uvedimo supstituciju ¢ = log, .
3 2 1
Sy 2 4 - ) 1 bod
A (1 bod)
Odatle dobivamo jednadzbu 6t* + 13t + 6 = 0 (1 bod)
2 3
kojoj su rjesenja t; = -3 1ty = —3 (1 bod)
2 3
Nadalje je log, © = —3» ba je xp = 2_%, log, x = —5 Pa je 19 = 273, (1 bod)
1 oo ot Lo 1 V2 142
i zapis pomoc¢u korijena 1 = —= = —, 11 =—= = —.
pis p ] 1 \71 9 1 \/g 4

Zadatak B-3.2. Matko ima 8 kuglica i vagu. Sve su kuglice potpuno iste veli¢ine i boje,
ali jedna kuglica ima veéu masu od ostalih 7. Moze li Matko pomoc¢u to¢no dva mjerenja,
vagom koja nema utege, odrediti koja je to kuglica? Obrazlozite.

Rjesenje.
Razdijelit ¢emo kuglice u tri skupine - dvije skupine po tri kuglice i jedna s dvije kuglice.
(1 bod)
Prvo mjerenje. Stavit ¢emo skupine s 3 kuglice na svaki kraj vage. Ako je vaga u ravnotezi,
onda je svih 6 kuglica koje se nalaze na vagi jednake mase. Ocito je tada trazena kuglica
jedna od preostale dvije iz trece skupine.
(2 boda)
To ¢emo lako utvrditi drugim mjerenjem ako na svaki kraj vage stavimo po jednu kuglicu.

(1 bod)

13



Ako vaga pri prvom mjerenju nije u ravnotezi, trazena se kuglica nalazi u tezoj skupini.
Iz te ¢emo skupine uzeti dvije kuglice za drugo mjerenje, na svaku stranu vage po jednu

kuglicu.

(1 bod)

Ako je medu njima trazena kuglica, vaga ¢e pokazati koja je vece mase, a ako nije, tada

je kuglica s ve¢om masom ona koja je preostala iz te skupine.

Zadatak B-3.3. Odredite realne brojeve a, b i ¢ za koje je funkcija
f(z) = az® + bz — csinzcos

neparna.

Rjesenge.

c
f(z) = ax® + bz — csinxcosx = ax® + br — Esin2x.

f(—=2) = a(—2)* + b(—x) — gsin 2(—x) = az® — bx + gsin 2z.

Iz f(—x) = —f(z) za svaki z € R, slijedi

ax? — br + gsin2x = —ax®—bx+ gsin2x

CLQ}2 = —axz.

Ovo je ispunjeno za sve realne brojeve x ako je

a=0, beR, celR

(1 bod)

(1 bod)
(1 bod)

(2 boda)

(2 boda)

1 1
Zadatak B-3.4. Ako je cosa +cosff = 5 isina +sinf = 7 koliko iznosi cos(a — 3)7

Rjesenje.

1 1
Kvadriramo svaku od jednadzbi cos a + cos 5 = > sina + sin § = T
Tada je

1
COSQOH—QCosacosﬁ+coszﬁ:Z
. o L1
sin® v + 2sin asin 5 + sin ﬁ:E

Zbrajanjem ovih dviju jednadzbi dobivamo
1+2cos(a—f)+1=—

14

(2 boda)



(2 boda)

Odavde je
27
2 —B) =L
cos(a — f3) T
27
cos(av — fB) = ~5 (2 boda)

Zadatak B-3.5. Zadana je funkcija f(x) = 2cos2x + 4cosx + 3. Odredite skup svih
vrijednosti koje funkcija f moze poprimiti.

Rjesenge.
Trazimo najmanju i najveéu vrijednost funkecije f. (1 bod)
Zapisimo funkciju f u pogodnijem obliku

f(z) =2cos2x +4cosx+3 =2(2cos’x — 1) +4cosx + 3 = (2cosz + 1)?

(2 boda)
Funkcija f ¢e imati najvec¢u vrijednost kada kosinus ima najvecu vrijednost, odnosno kada
je cosz = 1. Dakle, maksimum je (2 +1)? = 9. (1 bod)
Minimum je o¢ito 0 jer je f(z) > 0, zasve x € R, a f(x) = 0 za cosx = —0.5.
(Ili gledamo kao apscisu tjemena grafa kvadratne funkcije.) (1 bod)
Zakljucak f(z) € [0,9]. (1 bod)
Zadatak B-3.6. Na intervalu (0, g) rijesite sustav jednadzbi
COST _, 2 y
cosy
S%nzc = 2sin2y .
siny
RjesSenge.
Zbrajanjem danih jednadzbi imamo.
cosxr sinx
+——=2
cosy siny
(1 bod)
Nakon mnozenja sa sin y cosy slijedi
Sinx cosy + cosxsiny = 2siny cosy
sin(x + y) = sin 2y (1 bod)

Imamo dva slucaja:

15



Prvi slucaj. Iz ¢ + y = 2y slijedi x = y, pa imamo

sinx .
= 2sin’x

sinx

2sin?z =1
1

SlIl2 r = =
2

™

2
Jednadzba sinx = i? na <O, g> ima rjesenje x; = T

Jedno je rjesenje sustava xr = T Yy = T

Drugi slucaj. Iz x +y = 7 — 2y slijedi z = 7 — 3y, pa je

sin(m — 3y)

- = 2sin®y
sin y
in3
Sl.n J_ 2sin?y
siny
3siny — 4sin®
smy‘ sin"y 2sin?y
sin y
3 —4sin*y = 2sin’y
6sin®y =3
2sin’y =1
1
2 _
sin”y = 2
2
Jednadzba siny = i\/T_ na <O, g> ima rjesenje y; = %

A to nam opet daje isto rjesenje sustava.

Drugo rjesenje.
Na isti nacin svodimo sustav na jednadzbu

sin(x 4 y) = sin 2y.
Ovu jednadzbu mozemo rijesiti koriste¢i formule pretvorbe.

sin(z +y) —sin2y =0
:17+3ys. xr—y

2 cos 5 n 5 = 0.
Tada je
3 _
cosx—;yzo ili sinnyzo.
Slijedi
TESY T oy TV g,
9 2 9

(1 bod)

(1 bod)

(2 boda)

(1 bod)

(1 bod)

(1 bod)

(1 bod)



Odatle je x =7 — 3y ili x = y.

Dalje ide analogno kao i u prvom rjesenju.

Zadatak B-3.7. Duljina stranice jednakostrani¢nog trokuta iznosi 6 cm. Njegovim je
tezistem povucena paralela s jednom od stranica. Izracunajte obujam uspravne prizme ¢ija
je baza nastali trapez, a duljina visine prizme jednaka je duljini visine trapeza. Odredite
kosinus kuta kojeg prostorna dijagonala prizme zatvara s ravninom baze.

Rjesenge.
Cc
|
:
¢
T
h
A 2 B
(Ako je oznacen jasno kut izmedu dijagonale i baze) (2 boda)

Kako teziste dijeli teziSnicu u omjeru 2 : 1, a teziSnica se podudara s visinom jednako-
strani¢nog trokuta, to je visina dobivenog trapeza

1
h:—-%:\/gcm.

3 2
(2 boda)
Isto tako vrijedi
c 2
a 3
2
c:§~6:4cm. (1 bod)
Povrsina trapeza je
B=""Ch =53 em
(1 bod)

Obujam prizme je

V=B -h=5V3-V/3=15cm®

17



(1 bod)
Kako bismo mogli izracunati trazeni kosinus, izracunajmo duljinu dijagonale baze i duljinu
prostorne dijagonale.

d=1/52+ (v/3)2 = V28 cm. (1 bod)
D =4/28 + (V/3)? = V31 cm. (1 bod)

Sada je
d 28
D 31°
(1 bod)
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SKOLSKO/GRADSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja $kola — B varijanta
17. sije¢nja 2013.

UKOLIKO UCENIK IMA DRUGACII POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO
JE DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-4.1. Odredite onaj ¢lan u razvoju binoma

2 T 21
(5

koji sadrzi x i y s istim eksponentom.

Rjesenge.

U razvoju binoma

opdi je clan (2)a?7kbE, gdje je

a= 73 2—:1: = Q%x%y_%
\/g )
b=— 2?/5 S (1 bod)

_ @“”‘“ (2278) (o278 (4552 45) (2 boda)

Kako bi z i y imali isti eksponent vrijedi sljedece

21—k k k—-21 k
2= == 1
3 5 5 —1—2 (1 bod)

Odatle dobivamo k£ = 9 pa je trazeni ¢lan
21 -1 .3
— . 272 .
9 Y

19

Njot

(2 boda)



Zadatak B-4.2. U jednoj je skupini, od ukupno 112 ucenika svaka ¢etvrta osoba djevo-
jka. U drugoj je skupini ukupno 53 ucenika, a omjer broja mladic¢a i djevojaka iznosi 2 : 1.
U obje je skupine jednak broj djevojaka. Kako je to moguce i koliko je u tom slucaju
djevojaka u svakoj skupini?

Rjesenje.

Odredimo bazu sustava u kojem je zadatak moguc.

1 1
1112(b) = 553(5)
3(b% + b+ 2) = 4(5b + 3) (2 boda)

30> —17b—6=0

b= 6. (2 boda)
Zadatak je moguc u sustavu s bazom 6.
Broj djevojaka oznac¢imo s x. Tada je
1
=536 =
32206 =
5:6+3 =3z
r=11 (1 bod)

U dekadskom sustavu broj djevojaka je 11. U sustavu s bazom 6 broj djevojaka je 15.
(1 bod)

Priznati bilo koji od ta dva odgovora.

Zadatak B-4.3. Odredite sve brojeve z € C koji su rjeSena jednadzbe 23 + 12913 = (.
Izracunajte povrsinu lika ¢iji su vrhovi u Gaussovoj ravnini odredeni rjeSenjima te
jednadzbe.

RjesSenje.

Prikazimo —:¢ u trigonometrijskom obliku.

3 3
—1i = cos g + i sin g (1 bod)

20



Tada je

3 3
st 4 o s 4 of
2= \3/—@':cOSQT7T+¢sinQT7T, k=0,1,2. (1 bod)

Dakle, rjesenja jednadzbe su sljedeci brojevi

™ .. T .
zlzcos§+zsm—:z;

2
T sin T V3 1
= cOS — in—=—-—— ——4;
2 = €08 = +isin 5 gt
11 11 3 1
z3zcos%+isin%:\/7——§i. (1 bod)

Oni odreduju vrhove jednakostrani¢nog trokuta

20,1, Zs (_\/_g J) 7 <§ J). (1 bod)

27 2

27 2

Duljina stranice tog trokuta iznosi
— 3
a = |Z:7,| :2-%:\/5. (1 bod)

Tada njegova povrsina iznosi

_ V333 (1 bod)

P
4 4

Zadatak B-4.4. Odredite vrijednost sinusa broja, kojemu je kosinus jednak njegovom
tangensu.

Rjesenge.

Ako je cosx = tgx, tada je

sin x

COSx =

x;égwm,kez (1 bod)

cosz’
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Slijedi
cos® ¥ = sin ,
1 —sin®z = sinx ili sin’x +sinz —1 = 0. (2 boda)

Tada je
sinz =t t?4+t—1=0. (1 bod)

Rjesenja dobivene kvadratne jednadzbe su

—1++5

t1g = 5 (1 bod)
Kako je sinz € [—1, 1], jedino rjesenje je
—1 )
sinx = i (1 bod)

2

Zadatak B-4.5. Nad tetivom AB kruznice k(S,r) konstruirana su s iste strane tetive
dva jednakokracna trokuta kojima je zajednicka osnovica tetiva AB. Jednom je treéi vrh
srediste S, a drugom tocka C' na kruznici. Ako je omjer njihovih povrsina 3 : (2v/3 + 3)
izracunajte mjeru kuta izmedu krakova trokuta AABS.

Prvo rjesenje.

Slika. L (1 bod)
Neka je a = AB. Ako visinu na osnovicu trokuta AABS ozna¢imo s x, onda je visina
trokuta AABC' jednaka r + x.

a

Vrijedi & = r cos 7 (1 bod)

Za povrsine danih trokuta vrijedi

= : (1 bod)
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Nakon sredivanja tog izraza slijedi

Odatle je

Tada je a = 60°.

Drugo rjesenge.

Slika.

Povrsina manjeg trokuta AABS je Py = $r?sina,

a povrsina veéeg trokuta AABC je

1 1
Py = Py +2Psasc = 51 sina + Srésin (1800 - %) -
1
— 2. 25in 2 cos & 4—7’28111g =
2 2“3 2

= r? sing (cosg + 1)
N 2 2

Sada je
%rg sin a sin § cos §
Pl : P2 - 2 ain & «Q 1 o a «Q 1
T Sln§(COS§—|— ) 51n§(cos§+ )

a
COSs 3

3
frnd :> ()[:600
cos§+1 2343

(1 bod)

(2 boda)

(1 bod)

(1 bod)

(1 bod)

(2 boda)

(1 bod)

Zadatak B-4.6. Izracunajte povrsinu c¢etverokuta omedenog zajednickim tangentama

krivulja
2%+ 2y = 21 422 — 9y* = 36.

Rjesenge.

Slika.

2 2

(2 boda)

Krivulja 5 + T= 1 je elipsa i vrijedi a® = 2, b* = 1. Koristedéi uvjet dodira a?k*+b* = [?

pravca i elipse, dobivamo
2k* + 1 = 12.(%)

23
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2 2

Krivulja 91" 1 je hiperbola i vrijedi a* = 9, b = 4. Koristeéi uvjet dodira

a’k? — b* = I? pravca i hiperbole dobivamo
9k? — 4 = I%. (%)

Iz sustava Sto ga ¢ine jednadzbe (*) i (*¥)

(S8

kio=®+\cilio==

~J

Jednadzbe zajednickih tangenti su

T+

| ot

t1234 -y ==

+ T T

<
I
3| ot

[zracunajmo njihove odsjecke na koordinatnim osima.

Na osi x za y = 0 dobivamo

17
T12 = F 3
17
d1 = T2 — T1 — 2 E
Na osi y, za z = 0 dobivamo
17
Y12 = + 7

/17
di =1y — 11 =2 7
1 1 17 17
P=cdidy==-2\/— /% =
D) 5 7
24

Tada je trazena povrsina

dobivamo rjesenja:

~l5

~lS g

(1 bod)

(2 boda)

(1 bod)

(1 bod)

(1 bod)

(1 bod)



Zadatak B-4.7. Dokazite da za svaki prirodni broj n vrijedi jednakost

. 1+1 N 1 11 N 1 1
2 3 T om—1 2n n+1 n+2 T on

RjesSenje.

Zadanu jednakost dokazimo matematickom indukcijom.
Provjerimo tvrdnju za n =1

Baza indukcije je zadovoljena. (2 boda)

Pretpostavimo da zadana jednakost vrijedi za neki proizvoljan prirodni broj n te dokazimo
da vrijedi i za njegovog sljedbenika n + 1. (2 boda)
Treba dokazati da je

+1 1+1 1_1+1++1+1+1
23 7 2m—1 2n 2n+1 2m+2 n+2 n+3 7 2 2m+1 2n+2

Krenimo od lijeve strane gornje jednakosti i primjenimo na ovaj izraz pretpostavku
indukcije

. +1 N 1 1 N 1 1
2 3 7 2n—1 2n m+1 2n+2

LENE S P L (2 boda)
= — — = oda
n+1 n+2 2n 2n +1 2n + 2
1 1 1 1 1
— o — _ - 1 bod
nr2 T n+2n+1+(n+1 2n—|—2) (1 bod)
1 1 1 1
- o+ . 2 bod
P, RS T s PR s PR (2 boda)

Time smo pokazali da tvrdnja vrijedi za n + 1, a tada i za svaki prirodni broj n.(1 bod)
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