
DRŽAVNO NATJECANJE IZ MATEMATIKE 

Primošten, 4.travnja-6.travnja 2016. 

 

8. razred-rješenja 

OVDJE SU DANI NEKI NAČINI RJEŠAVANJA ZADATAKA. UKOLIKO UČENIK IMA 

DRUGAČIJI POSTUPAK RJEŠAVANJA, ČLAN POVJERENSTVA DUŽAN JE I TAJ POSTUPAK 

BODOVATI I OCIJENITI NA ODGOVARAJUĆI NAČIN. 

 

1. Prvi način:  
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    Drugi način:  
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    Time je tvrdnja dokazana. 

 

 

 



2. Prvi način:  

    Pretpostavimo da je a b . 

    Kako su a i b iz skupa  1,2,3, 4,..., 25, 26  i njihov umnožak je jednak zbroju preostala 24 broja,   

    vrijedi  = 1+ 2 + 3+ 4 +... + 25 + 26a+b+a b  odnosno  = 351a+b+a b .  

    S obje strane jednakosti dodajemo 1  pa vrijedi 1 = 352a+b+a b+ .  

    Faktorizacijom lijeve strane dobivamo  (1+ ) 1+ = 352b a .  

    Znači, broj 352 je umnožak neka dva prirodna broja  a + 1 i b + 1.  

    Rastavljanjem broja 352 na proste faktore dobivamo  352 = 2 2 2 2 2 11     .  

    Brojevi a i b su iz skupa  1,2,3, 4,..., 25, 26 , a b , pa  slijedi da je  a + 1 = 22  i  b + 1 = 16.  

    Nadalje,  a = 21  i  b = 15.  

    Slično se za a b dobije  a = 15 i b = 21. 

    U oba slučaja slijedi a - b  = 6.  

    Drugi način:  

    Pretpostavimo da je a b .  

    Kako su a i b iz skupa  1,2,3, 4,..., 25, 26  i njihov umnožak je jednak zbroju preostala 24 broja,  

    vrijedi  = 1+ 2 + 3+ 4 +... + 25 + 26a+b+a b  odnosno  = 351a+b+a b .  

    Nadalje je  baba  351  

                         bba  3511   
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    To znači da  1b  mora biti djelitelj broja 352.  

    Rastavljanjem broja 352 na proste faktore dobivamo  1122222352  .  

    Brojevi a i b su iz skupa  1,2,3, 4,..., 25, 26 , a b , pa slijedi da je 161b  odnosno 15b .  

    Nadalje, 21221
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
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   Slično se za a b dobije  a = 15 i b = 21. 



   U oba slučaja slijedi a - b  = 6.  

   Treći način:  

   Pretpostavimo da je a b .  

   Kako su a i b iz skupa  1,2,3, 4,..., 25, 26  i njihov umnožak je jednak zbroju preostala 24   

   broja, vrijedi  = 1+ 2 + 3+ 4 +... + 25 + 26a+b+a b  odnosno  = 351a+b+a b .  

 

   Tada vrijedi: 

1. 3 51 300 348a b ab      ; 

2. a i b ne mogu istovremeno biti parni. 

   Promotrimo parove koji zadovoljavaju 1. i 2.: 

- za a = 26 13b  , ali  26∙13 + 26 + 13 =338 + 39 = 377 > 351; 

- za a = 25 12 ili 13b  , ali  25∙12 + 25 + 12 = 300 + 37 = 337 < 351; 

                                                 25∙13 + 25 + 13 = 325 + 38 = 363 > 351; 

- za a = 24 13b  , ali  24∙13 + 24 + 13 = 312 + 37 = 349 < 351;                                             

- za a = 23 14 ili 15b  , ali  23∙14 + 23 + 14 = 322 + 37 = 359 > 351; 

                                                  23∙15 + 23 + 15 = 345 + 38 = 383 > 351; 

- za a = 22 15b  , ali  22∙15 + 22 + 15 = 330 + 37 = 367 > 351; 

- za a = 21 15 ili 16b  , i vrijedi  21∙15 + 21 + 15 = 315 + 36 = 351 (rješenje!!!!); 

                                              dok je  21∙16 + 21 + 16 = 336 + 37 = 373 > 351;     

- za a = 20 15 ili 17b  ,  ali  20∙15 + 20 + 15 = 300 + 35 = 335 < 351; 

                                                  20∙17 + 20 + 17 = 340 + 37 = 377 > 351; 

- za a = 19 16, 17 ili 18b  ,  ali  19∙16 + 19 + 16 = 304 + 35 = 339 < 351; 

                                                        19∙17 + 19 + 17 = 323 + 36 = 359 > 351; 

                                                        19∙18 + 19 + 18 = 342 + 37 = 379 > 351; 

- za a = 18 17b  ,  ali  18∙17 + 18 + 17 = 306 + 35 = 341 < 351.                                                    

   Dakle, jedino moguće rješenje je a = 21, b = 15. 

   Slično se za a b dobije  a = 15 i b = 21. 

   U oba slučaja slijedi a - b  = 6.  

 

3. Prvi način:  

    Neka je bilo m muškaraca. Broj rukovanja može se prikazati formulom 
 
2

1 mm
.  

    Iz jednadžbe 
 

78
2

1


 mm
dobije se kvadratna jednadžba  m2 – m – 156 = 0.  

    Iz rastava (m – 13) ∙ (m + 12) = 0  vidi se da su rješenja jednadžbe m1 = 13 i m2 = – 12.  



    Broj m mora biti prirodni broj pa se zaključi da je na večeri bilo 13 muškaraca.  

    Neka je n broj dama na večeri. Broj poljubaca među damama se može iskazati kao n ∙ (n – 1), a broj  

    poljubaca između muškaraca i dama s  13 ∙ n.  

    Iz n ∙ (n – 1) + 13n = 288  sređivanjem se dobije kvadratna jednadžba n2 +12n – 288 = 0.  

    Rastavom (n – 12) ∙ (n + 24) = 0 dolazi se do rješenja jednadžbe n1 = 12 i n2 = – 24.  

    Kako i n mora biti prirodan broj, očito je na večeri bilo 12 dama.  

    Ukupno je na večeri bilo 25 osoba.  

    Drugi način:  

    Neka je bilo m muškaraca. Broj rukovanja može se prikazati formulom 
 
2

1 mm
.  

    Iz jednadžbe 
 

78
2

1


 mm
 dobijemo broj muškaraca:    133221  mm  

                                                                                                    12131  mm  

                                                                                                   13m .  

    Na večeri je bilo 13 muškaraca.  

    Neka je n broj dama na večeri. Broj poljubaca među damama se može iskazati kao  1 nn , a broj  

    poljubaca između muškaraca i dama s n13 .  

    Iz jednadžbe   288131  nnn   dobijemo broj dama:    288131  nn  

                                                                                                    332222212  nn  

                                                                                                     241212  nn  

                                                                                                   12n . 

    Na večeri je bilo 12 dama.  

    Ukupno je na večeri bilo 25 osoba.  

 

 

 

 

 



4. Skica: 

           

    ABT  je jednakokračan te visina iz vrha T  dijeli osnovicu AB  na dva jednaka dijela.  

    Tada je ABa  , NB
a
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2
, 4TN  te je   a
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2

4



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    CDT  je jednakokračan te visina iz vrha T  dijeli osnovicu CD  na dva jednaka dijela.  

    Tada je CDb  , MC
b


2
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b
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    Iz zadanog omjera površina     4:9:  CDTPABTP  dobijemo:  4:9:2 ba  

                                                                                                                    ab 89   

                                                                                                                     ab
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8
 .  

    U trokutu ABT  vrijedi ABTN  , a u trokutu CDT  vrijedi CDTM  .  

    Slijedi da je MC ║TN  i TM ║ NB  pa su trokuti NBT  i MTC  slični prema poučku K-K o   

    sličnosti.  

    Iz sličnosti vrijedi proporcija:  MCTMTNNB ::   
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    Uvrstimo li  ab
9

8
  u jednadžbu  32ab  slijedi: 32

9

8
 aa  

                                                                                       2888 2 a   

                                                                                       362 a   

                                                                                       6a .  

    Koordinate točke N  su  0,2N , a kako je točka  N  polovište dužine AB , slijedi da su koordinate  

    točaka A i B jednake  0,1A ,  0,5B .  

    Pravac p zadan je točkama  0,1A  i  4,2T  i neka je njegova jednadžba 
1 1y a x b  .  

    Tada je:   
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    Dakle, 
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3 3

p y x  .  

    Pravac t zadan je točkama  0,5B  i  4,2T  i neka je njegova jednadžba 
2 2y a x b  .  

    Tada je:  
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    Napomena: Na skici su se mogli postaviti zamijenjeni položaji pravaca p i t, točaka A i B te  

    točaka C i D. Tada će i rješenja imati zamijenjene vrijednosti.  

 

 

 

 



5. Prvi način: Algebarski pristup.  

    Potrebno je odrediti udaljenost točke C od pravca AB.  

    Skica: 

    Nacrtamo paralelu s promjerom AB  kroz C  te neka je x AC BE  .  

    Dobijemo pravokutan trokut CED s hipotenuzom  CD  duljine 5 cm i katetom CE  duljine 4 cm.  

    Primjenom Pitagorinog poučka izračunamo duljinu druge katete ED  te vrijedi  3DE   cm.  

    Dužina CF  je duljine  x  jer su trokuti AOC i FOC sukladni. (Pravokutni trokuti nad istom  

    hipotenuzom OC  - sukladne dvije odgovarajuće stranice i sukladni kutovi nasuprot veće stranice.)  

    Dužina FD  je duljine  x + 3  jer su trokuti BOD i FOD sukladni. (Pravokutni trokuti nad istom  

    hipotenuzom OD  - sukladne dvije odgovarajuće stranice i sukladni kutovi nasuprot veće stranice.)  

    Iz gornje dvije tvrdnje slijedi  x + x + 3 = 5  odnosno  2x + 3 = 5  pa je  x = 1 cm.  

    Kako  tražene udaljenosti možemo nanijeti na četiri različita načina moguća su četiri rješenja za   

    tangentu.  
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    Drugi način: Konstrukcijom.  

1. Nacrtamo kružnicu k sa središtem O promjera 4 cm. 

2. Na kružnici k odaberemo promjer AB  

3. Točkom A konstruiramo okomicu na promjer, tj. tangentu 
At  kružnice k u točki A. 

4. Točkom B konstruiramo okomicu na promjer, tj. tangentu 
Bt  kružnice k u točki B. 

5. Na tangenti 
At odaberemo proizvoljnu točku P. 

6. Nacrtamo kružnicu  1 ,5 cmk P . 

7. Kružnica 
1k  i tangenta 

Bt  sijeku se u dvije točke 
1R  i 

2R . 

8. Točkom O konstruiramo okomicu o' na pravac 
1PR . 

9. Kružnica k i pravac o' sijeku se u točkama 1 i 2, koje su dirališta traženih tangenti. 

10. Točkom 1 konstruiramo paralelu s pravcem 
1PR , to je tangenta 

1Ct . 

11. Točkom 2 konstruiramo paralelu s pravcem 
1PR , to je tangenta 

2Ct . 

12. Točkom O konstruiramo okomicu o'' na pravac 
2PR . 

13. Kružnica 
1k  i pravac o'' sijeku se u točkama 3 i 4, koje su dirališta traženih tangenti. 

14. Točkom 3 konstruiramo paralelu s pravcem 
2PR , to je tangenta 

3Ct . 

15. Točkom 4 konstruiramo paralelu s pravcem 
2PR , to je tangenta 

4Ct . 

 


