Ministarstvo znanosti, obrazovanja i sporta Republike Hrvatske
Agencija za odgoj i obrazovanje
Hrvatsko matematicko drustvo

SKOLSKO/GRADSKO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
1. razred — srednja skola — A varijanta

21. sijecnja 2016.

1. Postoje li tri uzastopna cijela broja ¢iji je zbroj kvadrata djeljiv s 20167

2. Anja i Vanja su sudjelovale u utrci. Broj trkaca koji su zavrsili utrku prije Anje jednak
je broju trkaca koji su zavr§ili nakon nje. Broj trkaca koji su zavr§ili utrku prije Vanje je
tri puta veci od broja trkaca koji su zavrsili nakon nje. To¢no 10 trkaca zavrsilo je utrku
izmedu Anje i Vanje. Ako su svi trkaci zavr§ili utrku, te nikoja dva trkaca nisu zavrsila
u isto vrijeme, odredi ukupan broj trkaca.

3. Neka su a i b pozitivni realni brojevi takvi da vrijedi a? + b*> = 8 i a® + % = 416.
Odredi ab.

4. Od devet sukladnih pravokutnika ¢ije duzina i Sirina su prirodni brojevi sastavljena je
pravokutna ploca dimenzija 20 x 9. Kojih sve dimenzija mogu biti polazni pravokutnici?

5. Dan je kvadrat ABCD stranice duljine a. Vrhovi A i C' sredista su dviju kruznica koje
prolaze tockama B i D. Ako su sjeciSta tih kruznica s dijagonalom AC tocke M i N,
odredi povrsinu cetverokuta BMDN.

6. Duljine kateta pravokutnog trokuta su a i b, a duljina njegove hipotenuze c. Ako je
veli¢ina jednog kuta 75°, dokazi da vrijedi ¢* = 4ab.

7. Na otoku je 20 klubova. Svaki stanovnik otoka je ¢lan jednog ili dva kluba. Svaki klub
ima najvise 25 ¢lanova, te za svaki par klubova postoji stanovnik koji je ¢lan oba kluba.
Odredi najmanji i najve¢i moguéi broj stanovnika otoka.

Prvih pet zadataka vrijedi po 6 bodova, a zadnja dva zadatka po 10 bodova.
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21. sijecnja 2016.

1. Odredi sve realne brojeve ¢ za koje je jedno rjeSenje kvadratne jednadzbe
272> — 122+ ¢ =0

kvadrat drugog rjesenja.

2. Neka je a = 123456789 i N = a® — 2a® — 3a. DokaZi da je broj N djeljiv s 540.

2
3. Neka je w # 1 kompleksni broj takav da vrijedi |w| = 11 neka je z = T Odredi Re 2.
—w

4. Tocke A, B, C, D, FE leze tim redom na kruZnici ¢iji je promjer AE.
Odredi <ABC + <CDE.

5. Jednog jutra, 11 prijatelja odlucilo je obojati veliku ogradu. Bojanje je pocelo u 9 sati i
zavrsilo u 16 sati. Svatko je zapoceo na puni sat i radio to¢no dva sata. Mozemo li biti
sigurni da je u nekom periodu istovremeno radilo barem ¢etvero prijatelja?

6. Neka je ABCD pravokutnik sa sredistem O i neka su tocke P i @ na dijagonali AC takve
da je |[AP| = |PQ| = |QC|. Ako pravac PB sije¢e stranicu AD u to¢ki M, a pravac BQ
sijec¢e stranicu CD u tocki N, dokaZi da su povrsine trokuta M PO i NQO jednake.

7. Neka je n > 3 prirodni broj. Kvadrat ABCD je podijeljen na n? pravokutnika pravcima
D1y .., Pn_1 paralelnim s pravcem AB i pravcima qq,...,q,_1 paralelnim s pravcem BC.
Stranice AB i C'D leze redom na pravcima pg i p,, a stranice BC i AD redom na pravcima
Qo 1 q,,. Pravac p; se nalazi izmedu pravaca p;_1 i p;+1, a pravac ¢; se nalazi izmedu pravaca
¢i—1 1 giy1, zasve ¢ = 1,...,n — 1. Neka je A;; pravokutnik omeden pravcima p;_1, p;,
gj—11qj,zal <i,7 <n.

Ako je poznato da pravokutnici A, ; i A;; imaju jednake povrsine za svaki par (¢, j) takav
da je 1 <i < j < n, dokazi da je A;; kvadrat za svakii =1,...,n.

Prvih pet zadataka vrijedi po 6 bodova, a zadnja dva zadatka po 10 bodova.
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1. Odredi sve parove prirodnih brojeva (a,b) takve da je 1 < a,b < 100 i

1 N 1
log, 10 ~ log, 10

prirodni broj.

2. Neka je ABC trokut s tezistem T u kojem su toc¢ke D i E redom polovista stranica BC
i CA. Ako je trokut ATE jednakostranican, odredi kosinus kuta <DAB.

3. Odredi sve parove realnih brojeva (z,y) za koje vrijedi

4. Dana je kocka ABCDA'B'C'D’ duljine brida a. Ako je P ortogonalna projekcija tocke
B na prostornu dijagonalu AC”, odredi volumen piramide ABCDP.

5. Kvadrat je podijeljen na konacan broj manjih kvadrata ¢iji opsezi su prirodni brojevi.
Mora li i opseg pocetnog kvadrata biti prirodni broj?

6. Odredi sve vrijednosti realnog parametra a takve da za svaki realni broj x vrijedi

sinz +acosxz 4+ a?> > 1+ coszx.

7. Nadi sve prirodne brojeve n takve da je broj n"™ — 3 djeljiv s 10.

Prvih pet zadataka vrijedi po 6 bodova, a zadnja dva zadatka po 10 bodova.
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21. sijecnja 2016.

1. Danjeniza;=1,a,=11

a
a”+1:;+—+---+ " za neN n>2

Odredi a9016-

2. Iz intervala [0,1] na slufajan nain biraju se brojevi a i b. Kolika je vjerojatnost da
jednadzba ax?® + bx + a = 0 nema realnih rjeSenja?

3. Neka je ABCDEF Sgesterokut upisan u kruznicu. DuZina BE sijece duzinu AC u tocki
G, a duzinu DF u to¢ki H. Ako je |CG| = |HG| = 3, |BG| = |HD| =2i |HF| = 5,
odredi |AC.

4. Neka su a, b i c cijeli brojevi. Ako je broj 4a + 5b — 3¢ djeljiv s 19, dokazi da je i broj
6a — 2b 4 5c djeljiv s 19.

5. Je li moguce obojati svako polje ploce dimenzija 8 x 8 jednom od 16 boja tako da za svake

dvije boje postoje dva susjedna polja obojana u te dvije boje?

Dva polja su susjedna ako imaju jednu zajednicku stranicu.

6. Parabola y = 2% + ax + b sijefe koordinatne osi u tri razli¢ite tocke A, B i C. Srediste
kruznice opisane trokutu ABC' lezi na pravcu y = x. Dokazi dajea+b+1=0.

7. Odredi sve parove prirodnih brojeva (z,y) za koje vrijedi 22 — y! = 2016.

Prvih pet zadataka vrijedi po 6 bodova, a zadnja dva zadatka po 10 bodova.
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