ZUPANIJSKO NATJECANIJE 1Z MATEMATIKE
28. veljace 2018.

8. razred - rjeSenja

OVDJE SU DANI NEKI NACINI RJESAVANJA ZADATAKA. UKOLIKO UCENIK IMA
DRUGACII POSTUPAK RJESAVANJA, CLAN POVJERENSTVA DUZAN JE I TAJ POSTUPAK
BODOVATI I OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

1. Prvi nadin:

Ako je korijen prirodan broj, broj pod korijenom mora takoder biti prirodan. 1BOD
Vrijedi:
arés_,, 128 2 BODA
a—64 a—64

Broj a — 64 mora biti djelitelj broja 128. Negativne djelitelje ne treba ni promatrati, jer ¢e za njih
promatrani broj biti ili negativan ili jednak 0, pa korijeni ili ne postoje ili su jednaki O §to nije prirodan
broj. 2 BODA
Pogledajmo tablicu:

a—64 1 2 4 8 16 32 64 128
a 65 66 68 72 80 96 128 192
128 128 64 32 16 8 4 2 1
a—64
1+ 128 129 65 33 17 9 5 3 2
a—64
3 BODA

Dakle, 9 je jedini kvadrat broja,

tj. postoji samo jedan broj a = 80 za koji je /:Jr gj takoder prirodan broj. 2 BODA
.......................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA

Drugi nadin:
Ako je korijen prirodan broj, broj pod korijenom takoder mora biti prirodan. 1BOD

" a+64 .. o
Oznaéimo X = PrY) I 1z toga Izrazimo a.
ax—64x=a+ 64
ax—a=64x + 64

a-(x—1)=64x+64

a= 64X +64 1 BOD
x-1
4= 64x —64+128
x-1
a=64+ 128 1BOD
x-1
Broj x — 1 mora biti djelitelj broja 128. Buduc¢i da su brojevi X i a prirodni brojevi, promatramo
samo djelitelje broja 128 koji su takoder prirodni brojevi. 2 BODA
Djelitelji broja 128 su 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64 i 128. 2 BODA
Ako x — 1 poprima te vrijednosti, onda je x (redom) 2, 3,5, 9, 17, 33, 651 129. 1 BOD
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Medu njima je jedino korijen broja 9 prirodan broj. 1 BOD
Ondajea=164+ % = 80 jedini broj s trazenim svojstvom. 1 BOD

.......................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA

Skica: 1 BOD
S je srediSte kruznica, a tocka D diraliSte tangente BC i kruznice ko.
Duljine polumjera kruznica ki i k2 ozna¢imo redom sa ry i r2. 1z uvjeta zadatka slijedi omjer

ry:r,=3:1, 0dnosno ry = 3r». 1BOD
Prema Talesovom poucku obodni kut ZABC nad promjerom AC je pravi kut.

Prema tome, trokut AABC je pravokutan. 1BOD
Tetiva BC kruznice ki je i tangenta kruznice ko, te je okomita na polumjer SD .

Prema tome, i ASDC je pravokutan. 1 BOD
Trokuti AABC i ASDC su sli¢ni po pouc¢ku KK (trokuti imaju jedan zajednicki kut pri vrhu C i oba
imaju jedan pravi kut). 1BOD

1z sli¢nosti trokuta AABC i ASDC slijedi proporcionalnost duljina njihovih stranica:
|AB| |AC| 12 er,

= >—=—2=r,=6cm, 2 BODA
|SD| [sC| ", 3
arp=18cm. 1BOD
Povrsina kruznog vijenca racuna se po formuli P = (rl2 — r22)7r, gdje su r1 i rz duljine polumijera
kruznica Ky i k2. 1BOD
Prema tome, povrsina kruznog vijenca je P = (324 — 36) = cm? = 288 = cm?, 1BOD

.......................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA

Napomena: Povrsina kruznog vijenca moze se dobiti tako da se posebno izraCunaju povrsine
krugova omedenih kruznicama ki i k», a zatim se te vrijednosti oduzmu.
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3.
C
a
b v, t.
[ X
A N: S c B
Skica: 1BOD

(Napomena: Ako na skici nisu nacrtane duzine visina v, i teziSnica t_, ne bodovati 1 BODOM.)

Prema uvjetu zadatka je v, :t, =12:13 pa postoji realan broj k takav da je v, =12k i t, =13K.

Oznacimo sa N noziste visine nacrtane vrhom C, a sa S poloviste hipotenuze C.

Kako je trokut ABC pravokutan, tocka S je srediSte opisane kruZnice trokuta, 1BOD
paje %:tc:13k. 1BOD
Ozna&imo |NS| = x. U pravokutnom trokutu NSC vrijedi x* =tZ —vZ =16% > —144k* = 25k°.

Zato je x = 5k. 2 BODA
Slijedi da je |AN| = %—x=13k—5k=8k. 1BOD

Dalje moZemo na dva nacina.

Prvi nacin:
Uz oznake |ZCAB|=« i |ZABC|=p je a + =90°. Buduci da su trokuti ANC i CNB pravokutni,

slijedi da je [ZNCA=8 i |£BCN|=a. 1BOD
Zato su trokuti ANC i CNB sli¢ni po poucku KK, pa vrijedi 1BOD
a_ Ve _12k_3_,, 2 BODA
b c_ « 8k 2

.......................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA

Drugi nacin:
Trokuti ABC i ACN imaju jedan zajednicki kut (£BAC, odnosno ZNAC ) i oba imaju jedan pravi
kut, pa su sli¢ni po poucku KK. 2 BODA
Tada vrijedi:

a_ v, 12k 3

b |AN] 8 2
.......................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA

2 BODA

4. Prvi nacin:
Neka je P poloviste osnovice AB. Buduéi da je trokut ABC jednakokracan, to je CP je okomita na
AB. Totkama D i E nacrtajmo okomice na CP i noZista tih okomica ozna&imo redom kao tocke F
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i G. Produljimo duzinu FD preko tocke F i na tom praveu oznad¢imo tosku H takvu da je HFGE

pravokutnik. Tada je AHDE pravokutan trokut s hipotenuzom DE .
C

Skica: 1BOD
(Napomena: Ako na skici nisu nacrtani polupravac DF (produzetak duzine DF ) i okomica
to¢kom E na duzinu DF , ne bodovati 1 BODOM.)

1z uvjeta koje zadovoljavaju tocke E i D, |CE|:|EA| =1:2i |BD|:|DC| =1:2, slijedi |CE|:|CA| =1:3

i [DC|:|BC|=2:3 (. |CE|=§cm i |DC|:§cm)te |AP|=5cm.
3 3

Iz pravokutnog trokuta APC slijedi da je |PC|= ./|AC|2 —|AP|2 =12cm. 1 BOD
Trokuti EGC i APC su sli¢ni (po pouc¢ku KK), 1BOD
pa je |[EG|:|AP|=|CE|:|CA/=1:3, odnosno |EG| :@ :%cm 1 BOD
- . |PC|

i |GC|:|PC|=1:3, odnosno |GC|=T=4cm. 1 BOD
Trokuti DFC i PBC su sli¢ni (po poucku KK), 1 BOD
paje |[FD|:|PB|=|DC|:|BC|=2:3, odnosno |FD| :@:%cm 1BOD
i|FC|:|PC|=2:3,0dnosn0|FC|=@:8cm. 1BOD

Primjenom Pitagorinog poucka na trokut EHD dobivamo

|DE|:«/|HD|2+|EH|2 -

=\/(|HF|+|FD|)2+|FG|2 =

- J([E6|+|FD|)* + (|Fc|-[ec)’ = 1 BOD
=52 +4% =J41cm. 1BOD

.......................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA



Zupanijsko natjecanje, 8. razred

Drugi nacin:
Nadopunimo sliku na sljede¢i nacin:
Iz tocaka D i E povuku se usporednice s osnovicom trokuta AB (dobiju se to¢ke F i G), a zatim se

povuku okomice iz to¢aka C i E (te se oznace tocke H, I i J). 1BOD
C

B

A \

Prema Talesovom poucku, usporedni pravci na krakovima odsijecaju proporcionalne duzine.

Zbog |BC|=|AC| je |AG|=|BD| :%|AC| i |CE| :%|AC| .te jei |GE| :%|AC|. 1BOD
Tocka J je poloviste jednakokratnog trokuta ABC, pa je |AJ| =5 cm. 1z pravokutnog trokuta AJC
slijedi da je |CJ|"= 132 - 52 = 144, odnosno |CJ|= 12 cm, 1BOD
Trokuti CEIl i CAJ su sli¢ni (po poucku KK) pa je, zbog |CE| :|CA| =1:3,

|CE|=%cm, |EI|=gcmi ICl|=4cm. 2 BODA
Po istom poucku sli¢ni su trokuti GDC i ABC.

Zbog |CD|:|CB|=2:3je |GD|=§-|AB|=2—3O cm. 1BOD
Trokuti CEI i EGH su sukladni (KSK poucak) pa je |GH| zgcm i |EH| =4 cm. 1BOD
Tadaje|HD|=|GD|—|GH|=2—30—§=%=5cm. 1 BOD
1z pravokutnog trokuta EHD slijedi:

|ED|® =|EH|* +|HD[ = 42 + 52 = 41, 1BOD
Dakle, |ED|=+41cm. 1BOD

.......................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA

. Oznacimo broj tocaka na drugom pravcu s X.
Na prvom je pravcu 8§ tocaka, koje ¢ine 877 = 28 duZina. 1 BOD

Svaka od tih duZina sa svakom od X to¢aka na drugom pravcu ¢ini jedan trokut.
Takvih je trokuta 28x. 1 BOD
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. X-(x-1
Ako je na drugom pravcu x to¢aka, one odreduju % duzina. 1BOD

Svaka duzina sa svakom od 8 tocaka na prvom pravcu takoder ¢ine trokut.

Takvih je trokuta 4x2 — 4x. 1 BOD
Ukupan broj trokuta je 640. Vrijedi:

28X + 4x% — 4x = 640 1 BOD
4x2 +24x-640=0 /: 4

x?+6x-160=0 1 BOD

Dobivena kvadratna jednadzba rijesi se rastavljanjem srednjeg ¢lana i izlu¢ivanjem (prvi nacin):
X2+ 16x —10x — 160 =0
X-(x+16)-10- (x+16)=0

(x+16)-(x-10)=0 2 BODA
Izx+16 =0 slijedi x; =-16,aizx—10=0slijedi x, =10. 1BOD
Buduc¢i da broj tocaka mora biti prirodni broj, na drugom je pravcu 10 tocaka. 1 BOD

.......................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA
Napomena 1: Jednadzba X2 + 6x — 160 = 0 se moze rijesiti i na sljede¢a dva nacina:

Drugi nacin:

xX*+6x—160=0

(x+3)2-9-160=0

(x +3)2=169 1BOD
X +3=4169

X1 +3=13 X2 +3=-13

X1 =10 X2 =16 2 BODA
Broj tocaka mora biti prirodan broj, dakle na drugom je pravcu 10 tocaka. 1 BOD

Tredéi nacin:
Iz x*+ 6x = 160 slijedi x(x + 6) = 160.

Kako je x prirodan broj, zaklju¢ujemo da x mora biti djelitelj broja 160 = 2°-5. 1 BOD
Za svaku mogucnost da je x djelitelj broja 160 provjerimo je li x(x + 6) = 160 2 BODA
i ustanovimo da je jedino rjesenje X = 10. 1 BOD

Napomena 2: Ukoliko u¢enik na prvom pravcu pogresno prebroji 56, a na drugom X - (x—1)
duzina, zadatak treba bodovati s 0 BODOVA.
Ukoliko u¢enik to¢no prebroji 28 duzina na prvom pravcu, a na drugom pravcu prebroji x - (x—1)

(x—1) x-(x-1)
2

. X-
duzina (umjesto 5
na prvom 56 (umjesto 28), onda treba bodovati dio rjesenja do dobivanja kvadratne jednadzbe (koja
onda nema cjelobrojna rjesenja), slijedeci tu pogresku i uéenik, u tom slucaju, na zadatku najvise
moze dobiti 5 BODOVA.

) ili ukoliko ucenik to¢no prebroji duZzina na drugom pravcu, a



