ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
Dodatne napomene za ispravljace
1. razred — srednja Skola — A varijanta
28. veljace 2018.

Zadatak A-1.1.

Marko je nacrtao pravokutnik s dvije plave stranice duljine 24 i dvije crvene stranice dulijne
36. Svaku tocku unutar pravokutnika je obojio bojom stranice koja je najbliza toj tocki. Tocke
koje su jednako udaljene od plave i crvene stranice je obojio crno. Odredi povrsinu crvenog
dijela pravokutnika.

Bodovanje: 5 bodova nosi odredivanje crvenog i plavog dijela pravokutnika, pri ¢emu je do-
voljno da ucenik podjelu opise crtezom uz spominjanje simetrala kutova (ili kutova od 45°).
Rac¢un povrsina nosi 5 bodova, od kojih je 1 bod za ideju s oduzimanjem povrsina ili duljina
koje je lakse izracunati, 1 bod za formulu za povrsinu trapeza ili pravokutnog trokuta, 2 boda
za povezivanje elemenata u formuli sa zadanim elementima, te 1 bod za ispravno rjesenje (u
bilo kojem obliku poput 36 - 24 — 2 - 144, 24 576 i sl.).

Zadatak A-1.2.

Odredi sve parove cijelih brojeva (m,n) takve da je

n? —6n=m?+m — 10.

Bodovanje: U prvom rjesenju nadopunjavanje do potpunih kvadrata nosi 4 boda, faktorizacija
s konstantnom jednom stranom jednakosti 2 boda, a zapisivanje i rjeSavanje svakog od cetiri
sustava po 1 bod.

U drugom rjesenju nadopunjavanje lijeve strane do potpunog kvadrata nosi 2 boda. Smjestanje
desne strane izmedu dva kvadrata za pozitivne m nosi 2 boda, te uocavanje iznimke m = 1 jos
1 bod. Odredivanje rjesenja za m = 1, nosi 1 bod. Smjestanje desne strane izmedu kvadrata
za negativne m nosi 2 boda, te uocavanje iznimke m = —2 jos 1 bod. Odredivanje rjesenja za
m = —2, nosi 1 bod.

U trecem rjesenju faktorizacija nosi 1 bod, a Citanje svih rjesenja nosi 1 bod. Komentar o
razli¢itim predznacima strana nosi 1 bod. Prvi od dva slucaja (koji god ucenik napise) nosi
4 boda, a drugi 3 boda.

Pogadanje svih rjesenja nosi 1 bod.

Zadatak A-1.3.
Neka su a, b i ¢ razli¢iti pozitivni realni brojevi takvi da je (a+b—¢)(b+c—a)(c+a—b) # 0.
Dokazi da barem jedan od brojeva

a+b b+c c+a
a+b—c b+c—a c+a-—0>b

pripada intervalu (1,2) i da barem jedan od tih brojeva ne pripada tom intervalu.
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Bodovanje: Prelazak na interval <%, 1> nosi 2 boda, a na interval <O, %> jos 1 bod. Komentar
da su brojevi pozitivni nosi 1 bod.

U prvom rjesenju, dokaz da je barem jedan broj manji od % nosi 4 boda, a da je barem jedan
vedi ili jednak % nosi 2 boda.

U drugom rjesenju ideja da se uvede uredaj medu brojeve a, b i ¢ nosi 4 boda, a zakljucci koji
broj je manji, odnosno veci od % po 1 bod.

Zadatak A-1.4.

Neka je D noziste visine iz vrha C jednakokracnog trokuta ABC' s osnovicom AB. Tocka M
je poloviste duzine C'D. Pravci BM i AC sijeku se u tocki E.

Odredi omjer |CE| : |AC.

Bodovanje: U prvom rjesenju bodujemo uvodenje tocke F', isticanje da je F'M srednjica tro-
kuta ADC' (2 boda), da je |FM|:|AB| =1:4, da trokuti FME i ABE imaju jednake kutove,
daje |[FE|:|AE| =1:4 (2 boda), da je |[FE|:|AC|=1:6,daje |CE|: |AC|=1":3.

U drugom rjesenju bodujemo uvodenje tocke F' i uvodenje tocke T', zakljucak da je T teziste
trokuta BC'D (2 boda), navodenje omjera u kojem teZiste dijeli teZisnicu, uoc¢avanje da je DG
srednjica trokuta ABC' (2 boda), da su pravci DG i AC paralelni, te koriStenje Talesovog
poucka za dobivanje trazenog omjera (2 boda).

Zadatak A-1.5.

Dano je 599 zutih i 301 plava kuglica. Moze li se te kuglice poredati u niz tako da je broj
kuglica izmedu bilo koje dvije plave kuglice razli¢it od 2 i od 57

Bodovanje: Odgovor bez obrazlozenja ne nosi bodove. Zadatak se rjesava primjenom Diric-
hletovog principa. U prvom rjesenju princip treba primijeniti samo jednom, u takvom slucaju
podjela na disjunktne nosi 6 bodova, a zakljucak 4 boda. U drugom rjesenju se princip pri-
mijenjuje dva puta, pri cemu je prva primjena jednostavna, a druga vrlo slicna kao u prvom
rjeSenju. Zato prva primjena nosi 4 boda, a druga 6 bodova.

Ako ucenik uoc¢i da za svaku plavu kuglicu moramo staviti po dvije zute kuglice desno od te
plave i zbog toga zakljucuje da bi trebalo biti barem 602 zZute kuglice, a pritom ne obraca
paznju da za plave kuglice koje se nalaze na zadnjih pet mjesta u nizu to nije istina, treba
dobiti ukupno 6 bodova.
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
Dodatne napomene za ispravljace
2. razred — srednja Skola — A varijanta
28. veljace 2018.

Zadatak A-2.1.

Neka je z kompleksni broj za koji vrijedi
|z = 5| =]z —1] + 4.

Dokazi da je z realni broj.

Bodovanje: U prvom rjesenju geometrijska interpretacija modula i primjena nejednakosti tro-
kuta nosi 6 bodova, a ispravan zaklju¢ak na temelju postizanja jednakosti u nejednakosti nosi
4 boda. Ako ucenik koristi geometrijsku interpretaciju, ali ne koristi naziv “nejednakost tro-
kuta”, treba dobiti bodove ako navede nejednakost i tvrdi da je poznata, te ako tvrdi da
jednakost vrijedi kada su tocke na jednom pravcu.

U drugom rjesenju ispravan zapis modula koristeéi realni i imaginarni dio nosi 2 boda, a 8 bodova
racun kojim se pokazuje da je y = 0 (po 2 boda kako je navedeno u rjesenju za kvadriranje,
sredivanje jednakosti tako da je korijen s jedne strane, ponovno kvadriranje i konac¢ni zakljucak).

Zadatak A-2.2.

Kvadrat ABCD ima stranicu duljine 1. Neka je tocka X na stranici AB, a tocka Y na stranici
AD tako da je <CXY = 90°. Odredi polozaj tocke X za koji je povrsina trokuta CDY
najmanja moguca.

Bodovanje: Izrazavanje povrsine kao funkcije jedne varijable koja odreduje polozaj tocke X
(npr. |[AX|, |BX|, <BCX itd.) nosi ukupno 7 bodova, od kojih uocavanje i primjena sli¢nosti
ili primjena trigonometrije u pravokutnom trokutu nosi 4 boda. Zakljucak o vrijednosti u kojoj
se ostvaruje minimum nosi 3 boda.

U treé¢em rjesenju uocavanje i primjena slicnosti takoder nosi 4 boda, a dokaz monotonosti
ukupno 6 bodova. Dokaz simetri¢nosti nosi 2 boda, te konacni zakljucak (tj. uocavanje sime-
tri¢nosti i odgovor) 2 boda.

Zadatak A-2.3.

Odredi sve prirodne brojeve n za koje kvadratna jednadzba
v —3nr+n+3=0

ima cjelobrojna rjesenja.

Bodovanje: U prvom rjesenju, ideja o koristenju Vieteovih formula i njihov zapis nosi 2 boda.
Diskusija o uo¢enim jednakostima i pravilne ocjene koje vode do ogranic¢enja na broj n (bilo
koje kona¢no ogranicenje) nose 6 bodova. Kona¢no provjeravanje svih slucajeva i zakljucak da
su rjesenja cjelobrojna jedino za n = 2 nosi 2 boda.
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U drugom rjesenju, ideja o promatranju diskriminante dane jednadzbe i zakljucak da ona mora
biti potpuni kvadrat nosi 2 boda. Kao i u prvom rjesenju, tocan dolazak do ocjene na broj n
nosi 6 bodova, a konac¢no uvrstavanje i zakljucak da su rjesenja cjelobrojna jedino za n = 2 nosi
2 boda.

Ucenik treba dobiti svih 6 bodova samo ako je ocjena koju je dobio ispravna, tj. ako ju je tocno
dokazao. U slucaju da ucenik ne uspijeva dobiti ocjenu ili ju dobije uz neke greske, bodovanje
treba provesti sto je vise moguce u skladu s ponudenim rjesenjima.

Zadatak A-2.4.

Dane su dvije kruznice koja se ne sijeku, polumjera r; i ro. Udaljenost diralista zajednicke
unutarnje tangente na te kruznice iznosi 12, a udaljenost diraliSta zajednicke vanjske tangente
na te kruznice iznosi 16. Odredi umnozak rirs.

Unutarnja tangenta (je ona zajednicka tangenta koja) sijece duzinu koja spaja sredista kruznica.

Bodovanje: U prvom rjesenju uvodenje sjecista X unutarnje i vanjske tangente nosi 1 bod.
Zakljuéci da je |[AX| = |PX| i |BX| = |@X]| nose po 1 bod (dokaz nije potreban ako ucenik
napise da su to odsjecci tangenti na istu kruznicu). Izvod da je |[AX| = 14 i |BX| = 2 nosi
1 bod. Zakljucci da je <BSs X = %<IQSQB i <<AXS)) = %<ZAXP nose po 1 bod (neovisno jesu
li dokazani preko sukladnosti ili ne). Zakljucak da su trokuti AXS1iBS;X sli¢ni nosi 2 boda,

a izvodenje zakljucka iz te sli¢nosti jos 2 boda.

U drugom rjesenju po 4 boda nosi izvod jednadzbe koja povezuje ry i ro promatrajuci vanjsku,
odnosno unutarnju tangentu. Pritom, 1 bod nosi uvodenje nozista, 1 bod objasnjenje zasto smo
dobili pravokutnik, te 2 boda primjena Pitagorinog poucka. Dobivanje izraza riry iz jednadzbi
nosi 2 boda.

Zadatak A-2.5.
Neka je n > 4 prirodni broj. Dokazi da medu bilo kojih n brojeva iz skupa

{1,2,....2n—1}

postoji nekoliko brojeva ¢iji je zbroj djeljiv s 2n.

Bodovanje: Slucaj kad n nije jedan od odabranih brojeva nosi 3 boda, a slucaj kad je n medu
odabranim brojevima 7 bodova. Ideja da se u tezem slucaju promatra djeljivost s n umjesto
2n nosi 1 bod. Formiranje n zbrojeva i pokazivanje da je zbroj nekih brojeva djeljiv s n nosi
5 bodova, a zakljuc¢ak o djeljivosti s 2n jos 1 bod.
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
Dodatne napomene za ispravljace
3. razred — srednja Skola — A varijanta
28. veljace 2018.

Zadatak A-3.1.
Odredi sve parove realnih brojeva (z,y) takvih da je x,y € {O, g] za koje vrijedi

2sin?z + 2 5

Smrrl + cos (xz + y).
Bodovanje: 6 bodova nosi dokaz da je lijeva strana jednakosti manja ili jednaka 2 (pri ¢emu
2 boda nosi tvrdnja bez dokaza), a 1 bod da je desna strana veca ili jednaka 2. Analiza kad se
postize jednakost nosi 3 boda, od toga 1 bod za tocno rjesenje (¢ak i ako je samo pogodeno, ali
tada mora biti jasno izreceno da je to jedino rjesenje).

Zadatak A-3.2.

Neka su a, b i ¢ pozitivni realni brojevi takvi da vrijedi
a® +b> — & = /3ab, a® — b+ =V 2ac.

Odredi omjer b : c.

Bodovanje: Ako ucenik ima elemente oba rjeSenja, treba ga ocijeniti prema obje sheme i dati
veéi od dva dobivena broja bodova.

U prvom rjesenju, ideja zbrajanja jednadzbi nosi 3 boda, te izrazavanje varijable a koristeci
samo b i ¢ jos 1 bod. Eliminacija varijable a iz jedne od jednadzbi nosi 3 boda, a dobivanje
omjera konacnih 3 boda.

U drugom rjesenju ideja da su a, b i ¢ stranice trokuta s kutovima 30° i 45° nosi 6 bodova,
a racunanje omjera nosi 4 boda (od cega 3 boda ideja primjene poucka o sinusima, a 1 bod
toCan rezultat). Nacelno, ako ucCenik barata s pogresnim kutovima ili za ispravne kutove pise
pogresne vrijednosti sinusa, oduzeti 1 bod.

U drugom rjeSenju ucenik ne mora dokazivati da brojevi a, b i ¢ zadovoljavaju nejednakosti
trokuta, te zbog toga zaista mogu biti duljine stranica trokuta. Naime, nejednakosti trokuta
slijede direktno kad god imamo identitete u formi poucka o kosinusu, sto nekim ucenicima moze
biti poznato. Iz ¢ = a? + b* — v/3ab slijedi (a + b)? = ¢ + (2 +V3)ab > ¢, pajea+b > c.
Analogno slijedi da je a+c¢ > b iz druge jednadzbe. Zbrajanjem jednadzbi kao u prvom rjesenju
dobivamo a = M <b+ec

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2018. 5/8



Zadatak A-3.3.

Odredi sve prirodne brojeve koji su kvadrati prirodnih brojeva i u ¢ijem su dekadskom zapisu
dvije znamenke razli¢ite od 0, a jedna od te dvije je 3.

Bodovanje: 1 bod nosi argumentacija da ¢e trazeni broj zavrsavati s parnim brojem nula. 1 bod
nosi zakljucak koje znamenke mogu biti zadnje znamenke kvadrata prirodnog broja, a jos 1 bod
nosi zakljucak da je onda prva znamenka 3. Opis rjesenja, tj. eliminacija moguénosti da je
[ > 0, u slucaju kad je b = 6 nosi 1 bod. Eliminacija moguénosti da je b =51 b = 9 nosi svaka
po 1 bod (moguce je dobiti oba sluc¢aja odjednom kao u navedenom rjesenju).

Razrjesavanje slucajeva kad je zadnja znamenka b = 1 ili b = 4 nosi 3 boda i moguce ga je
napraviti na vise nac¢ina. Toc¢no rjeSenje (36 - 100¥) nosi 1 bod, ¢ak i ako je samo pogodeno.

Rjesenje se moze zapisati na vise nacina, npr. koriste¢i zapis a00...00b, ali argumenti s kon-
gruencijama, odnosno ostatcima pri dijeljenju s 4, 9 i 10 (ili nekim drugim modulima) moraju
se pojavljivati.

Zadatak A-3.4.

U cetverokutu ABC'D je <DBC = <DCB = 50° i <DAB = <ABC = <BDC. Dokazi da je
AC 1 BD.

Bodovanje: 1 bod nosi izracunavanje svih potrebnih kutova. Ideja da ¢emo pokazati da se
nozista okomica iz dva nasuprotna kuta cetverokuta na dijagonalu podudaraju nosi 2 boda.
Svodenje tog uvjeta na trigonometrijski identitet (ili ekvivalentni zapis) nosi 4 boda, a do-
kazivanje trigonometrijskog identiteta 3 boda. Od 4 boda za postavljanje trigonometrijskog
identiteta ucenik moze dobiti po 1 bod za primjenu trigonometrije na pojedine trokute. Od
3 boda za dokazivanje trigonometrijskog identiteta, ucenik moze dobiti 1 bod ako ne dokaze
identitet, ali primijeni neke korisne transformacije.

Zadatak A-3.5.

Neka je n prirodni broj. Niz od 2n realnih brojeva je dobar ako za svaki prirodni broj 1 <
m < 2n vrijedi da je zbroj prvih m ili zbroj zadnjih m ¢lanova niza cijeli broj. Odredi najmanji
moguci broj cijelih brojeva u dobrom nizu.

Bodovanje: 1 bod nosi to¢an odgovor, ¢ak i bez dodatnih pojasnjenja. Zakljuc¢ak da je prvi ili
zadnji ¢lan niza cijeli broj nosi 1 bod. 2 boda nosi dokaz ¢injenice da je zbroj prvih pola ¢lanova
niza i zbroj drugih pola ¢lanova niza cijeli broj. Dodatna 2 boda ucenik treba dobiti pokaze li
da je uvijek jedan od dva ¢lana u sredini niza (z, i x,41) cijeli broj. Primjer dobrog niza za
parni n, odnosno za neparni n nose 1 bod, ako su to dobri primjeri. Pojasnjenje ispravnosti
svakog od primjera nosi po 1 bod.

Pokaze li ucenik na neki druk¢iji nac¢in da su uvijek barem dva cijela broja u dobro nizu, treba
dobiti svih 6 bodova koliko nosi taj dio rjesenja.
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
Dodatne napomene za ispravljace
4. razred — srednja Skola — A varijanta

28. veljace 2018.

Zadatak A-4.1.

Prirodni broj zovemo babilonskim ako je veé¢i od 9 i ako je njegov zapis u sustavu s bazom 60
jednak njegovom dekadskom zapisu bez vodece znamenke. Npr. broj 123 je babilonski jer je
123 = (23)gp. Koliko ima babilonskih brojeva manjih od 100007

Bodovanje: Dokaz ¢injenice da ne postoje dvoznamenkasti babilonski brojevi nosi 1 bod.
2 boda vrijedi uocavanje veze medu znamenkama troznamenkastih babilonskih brojeva, dok
njihovo prebrojavanje vrijedi joS 1 bod. Takoder 2 boda vrijedi uocavanje veze medu zna-
menkama cetveroznamenkastih babilonskih brojeva. Prebrojavanje svih cetveroznamenkastih
babilonskih brojeva vrijedi 4 boda. Ucenik to moze na vise razli¢itih nacina napraviti, svaki
od tih nacina treba bodovati Sto je moguce vise u skladu s ponudenim rjesenjem. Preciznije,
uocavanje da je ¢ = 0 vrijedi 1 bod, nakon toga zakljucujemo da je znamenka b parna, sto
takoder vrijedi 1 bod. Preostaje zakljuciti da je jedina moguénost da je b =21ia =7, to vrijedi
isto 1 bod. Konacno prebrojavanje vrijedi 1 bod.

Zadatak A-4.2.

Neka je n prirodni broj. Dokazi nejednakost

1
ot > 1

ntl nio 3t 1

Bodovanje: U dokazu indukcijom, sama ideja dokaza indukcijom nosi 1 bod, a dokaz baze
indukcije nosi 1 bod. Takoder 1 bod nosi tocan zapis sume 5,1, a joS 1 bod nosi ispravno
uocavanje sume .S, u sumi S,11, tj. ispravno uocavanje pretpostavke u koraku. Ispravan zapis
izraza S,.1 — S, zajedno sa zakljuckom da je dovoljno pokazati da je taj izraz veéi od 0 nosi
2 boda. Konac¢nih 4 boda nosi dokaz da je S,y1 — S, > 0. Za svaku gresku u ra¢unu u tom
dokazu ucenik treba izgubiti 1 bod.

U dokazu pomocu A-H nejednakosti, sama ideja primjene te nejednakosti nosi 1 bod. 3 boda
nosi ispravan zapis nejednakosti s danim brojevima. 1 bod nosi komentar da jednakost ne
moze vrijediti jer ne vrijedi da su svi brojevi medusobno jednaki. Sredivanje A—H nejednakosti
kako bismo s jedne strane dobili trazeni izraz nosi 2 boda. Konac¢no sredivanje druge strane i
uocavanje da je ona jednaka 1 nosi 3 boda.

Zadatak A-4.3.

Neka je ABC Siljastokutni trokut takav da je [BC| > |AC|. Simetrala duzine AB sijece stranicu
BC u tocki P, a pravac AC' u tocki (). Tocka R je noziste okomice iz tocke P na stranicu AC,
a tocka S je noziste okomice iz tocke () na pravac BC.

Dokazi da pravac RS raspolavlja duzinu AB.
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Bodovanje: Nacelno, uocavanje svakog od dva bitna tetivna cetverokuta nosi 1 bod, a zakljucak
da su odredeni kutovi u njima jednaki jer su obodni nad istom tetivom po 2 boda. Koristenje
¢injenice da je M poloviste kako bi se dobila jednakost odredenih kutova koja ¢e povezati kutove
u dva tetivna cetverokuta nosi 2 boda. Konacna 2 boda se dobivaju za povezivanje svih triju
dijelova.

U trigonometrijskom rjesenju, uz navedene napomene o tetivnosti, 1 bod nosi izrazavanje duljine
duZine QP, a 2 boda duzine PS. Izra¢un kuta <P X S nosi 1 bod, a primjena poucka o sinusima
na trokut PSX takoder 1 bod. Konacno, sredivanje dobivenih izraza koristenjem svojstava
trigonometrijskih funkcija nosi 2 boda.

Zadatak A-4.4.

Plo¢a P je dobivena uklanjanjem tri polja u kutovima ploce 7 x 7. U svako od 46 polja ploce
P upisan je neki prirodni broj. Razlika brojeva u bilo koja dva polja koja imaju zajednicku
stranicu je najvise 4. Dokazi da su u neka dva polja upisani isti brojevi.

Bodovanje: Ideja promatranja udaljenosti polja nosi 2 boda, a zakljucak da je najveca udalje-
nost 11 1 bod, dok dokaz te tvrdnje nosi 2 boda. Zakljuéak da je najveca razlika vrijednosti
bilo koja dva polja na ploc¢i najvise 44 nosi jos 2 boda, a primjena Dirichletovog principa (iako
se ne mora tako nazvati) kako bi se zakljucilo da neka dva broja moraju biti ista nosi 3 boda.

Zadatak A-4.5.

Neka je d prirodni broj te (a,) aritmeticki niz prirodnih brojeva s razlikom d. Ako je d < 2018,
dokazi da najvise 11 uzastopnih ¢lanova niza (a,) mogu biti prosti brojevi.

Bodovanje: Dokaz cinjenice da je prvi ¢lan hipotetskog niza od 12 uzastopnih prostih brojeva
veci 11 nosi 2 boda. Ideja da se pokaze da je d djeljiv sa svim prostim brojevima do, ukljucivo, 11
nosi 2 boda. Uocavanje poznate tvrdnje iz Napomene, uz napomenu da je to poznata tvrdnja ili
uz dokaz te tvrdnje (npr. kao u Napomeni) nosi 4 boda. Zakljucak (na osnovi poznate tvrdnje)
da je d djeljiv s p nosi 1 bod. Konac¢no uocavanje kontradikcije s uvjetom da je d < 2018 nosi
1 bod. Ucenik koji ima sve osim dokaza ¢injenice da je a, (tj. prvi ¢lan hipotetskog niza od 12
uzastopnih prostih brojeva) veéi od 11 treba dobiti najvise 8 bodova.
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